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( 5 – 1 )  القيم الخاصة والعناصر الخاصة

الفصل الخامس      

النظرية الطيفية للمؤثرات الخطية المحدودة 

 في الفضاءات الخطية المنظمة 

      تعتبر النظرية الطيفية من أحد أهم فروع التحليل التابعي الحديث للمؤثرات المحدودة وغير المحدودة على حد سواء. فهي تعين في حل العديد من المسائل الرياضية والفيزيائية والتطبيقية وغيرها ، كما أنها تعميم لمسألة إيجاد مقلوب مصفوفة أو إيجاد القيم الخاصة (الذاتية) لهذه المصفوفة. من التطبيقات البسيطة على ذلك نذكر مثلاً حل جملة معادلات خطية .

      معلوم أنه لإيجاد القيم الخاصة لمصفوفة مفروضة 
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 يتوجب فك معين المصفوفة 
[image: image2.wmf])

(

I

A

l

-

 ، والذي يرمز له بـ 
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 ، فنحصل على القيم الخاصة 
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 . ولإيجاد القيم الخاصة لمؤثر خطي 
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 ، حيث 
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 فضاء منته الأبعاد , نوجد القيم الخاصة للمصفوفة الموافقة. 

      نذكر أيضاً أنه لإيجاد المصفوفة 
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 الموافقة للمؤثر الخطي 
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 نأخذ قاعدة
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 في الفضاء 
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 ونوجد صور عناصرها وفق 
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 ، أي نوجد 
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 ، وأمثال مركبات هذا العنصر ( المتجه ) هي عناصر العمود 
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 في المصفوفة 
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 . تجدر الإشارة هنا بأن اختيار القاعدة في 
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 غير مهم لأن القيم الخاصة للمصفوفة 
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 ( للمؤثر 
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) هي نفسها من أجل أية قاعدة في
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 لذلك من الأفضل أن نأخذ القاعدة القانونية 
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      فيما يتعلق بوجود القيم الخاصة للمؤثر الخطي 
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 , حيث 
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 فضاء خطي عقدي ذو
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 بعداً فإنه يوجد على الأقل قيمة خاصة للمؤثر 
[image: image23.wmf]A

  و على الأكثر 
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  قيمة خاصة مختلفة عن بعضها البعض .

      بما أننا سنهتم بوجود المؤثر العكسي للمؤثر 
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 ، حيث 
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 مؤثر 
خطي و
[image: image27.wmf]l

 عدد عقدي ، فإنه من المفيد العودة إلى الفقرة (1-14) لتذكر بعض المعلومات حول وجود المؤثر العكسي لمؤثر خطي مفروض. أما وجود المؤثر العكسي
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 ومحدوديته ومجموعة تعريفه فكل ذلك مرتبط بالعدد 
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. هذا ما سوف نتناوله في الدراسة الطيفية للمؤثر 
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 , حيث يتم تقسيم مجموعة الأعداد العقدية 
[image: image31.wmf]C

 لمجموعات منفصلة مثنى مثنى. 
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      فيما يلي نعتبر أن
[image: image32.wmf]X

 فضاء خطي عقدي منظم ما لم يرد خلاف ذلك ، كما أن
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(5-1-1) تعريف: نقول عن عدد
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 إنه قيمة خاصة للمؤثر
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  إذا وجد عنصر 
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في هذه الحالة نسمي 
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 العنصر الخاص للمؤثر والموافق للقيمة الخاصة 
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(5-1-2) ملاحظة: ( أ ) من التعريف نلاحظ فوراً أن 
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 يكون عنصراً خاصاً للمؤثر 
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 موافقاً للقيمة الخاصة
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 إذا وفقط إذا كان 
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 حلاً غير مبتذل للمعادلة 
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 ، حيث 
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 مؤثر المطابقة في 
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(ب) إذا كان 
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 عنصراً خاصاً للمؤثر 
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 فيكون المؤثر العكسي
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 غير موجود. 
(ج) إذا كان 
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 عنصراً خاصاً للمؤثر الخطي 
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 موافقاً للقيمة الخاصة 
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 فيكون 
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 عنصراً خاصاً موافقاً للقيمة الخاصة 
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 وذلك من أجل أي عدد 
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 ، لأن:
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( د ) جدير بالذكر أنه قد يوجد أكثر من عنصر خاص ( مستقلة خطياً , وليس كما هو الحال في (ج) ) موافق لنفس القيمة الخاصة. 
(هـ) إذا كانت
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 قيمة خاصة للمؤثر الخطي
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 فإن مجموعة العناصر الخاصة الموافقة للقيمة 
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 مع صفر الفضاء 
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 تشكل فضاءً خطياً جزئياً سنرمز له بـ 
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 ونسميه الفضاء الخاص للمؤثر 
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 والموافق للقيمة الخاصة 
[image: image63.wmf]l

. أما بعد هذا الفضاء الجزئي فنسميه رتبة ( أو مرتبة ) القيمة الخاصة.
      يتألف 
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 من صفر الفضاء 
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 والعناصر الخاصة الموافقة للقيمة 
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 , أي أنه فضاء حلول المعادلة 
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 فضاء خطي جزئي في 
[image: image69.wmf]X

. في الواقع من أجل أي عنصرين 
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 . لذلك من أجل أي عددين 
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 يكون لدينا 

[image: image77.wmf].

0

)

(

)

(

2

2

2

2

1

1

1

1

2

2

1

1

=

a

l

-

a

+

a

l

-

a

=

=

a

+

a

l

-

x

x

A

x

x

A

x

x

I

A


أي أن 
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 ينتمي إلى 
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      نستعرض الآن بعض خواص القيم الخاصة والعناصر الخاصة. 

(5-1-3) مبرهنة: العناصر الخاصة الموافقة لقيم خاصة مختلفة مستقلة خطيا.

الإثبات: لتكن
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 قيمتين خاصتين مختلفتين للمؤثر الخطي 
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 , وليكن 
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نفرض جدلاً أن 
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 مرتبطين خطياً. عندئذ يوجد عدد 
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