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الفصل الثاني: المجموعات المتراصة في الفضاءات الخطية المنظمة
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( 2 – 9 )  القيم الصغرى والعظمى لدالي

( 2 – 9 )  القيم الصغرى والعظمى لدالي 

       معلوم من التحليل الكلاسيكي , وبحسب مبرهنة فايرشتراس , أن التابع المستمر على مجال محدود ومغلق (بل وعلى مجموعة مغلقة ومحدودة في
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R

) يأخذ نهايتيه العليا والدنيا على هذا المجال. 

   سنبين الآن أنه يمكن تعميم هذه المقولة من أجل داليات معرفة ومستمرة على مجموعات متراصة , مع الإشارة إلى ما ذكرناه سابقاً بأن خواص المجموعات المتراصة تشبه إلى حد ما خواص المجموعات المحدودة في الفضاءات المنتهية الأبعاد. 
(2-9-1) مبرهنة: إذا كانت
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 مجموعة جزئية متراصة من الفضاء الخطي المنظم 
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 وكان
[image: image4.wmf]f

 دالياً معرفاً مستمراً على
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 ,عندئذ يكون:

( أ ) الدالي 
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 محدود على
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.

(ب)  الدالي 
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 يأخذ على 
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 حديه الأعلى والأدنى. 

الإثبات: ( أ ) لنفرض جدلاً أن الدالي 
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 غير محدود من الأعلى. عندئذ يوجد في
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 متتالية 
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 بحيث يكون 
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 . ولكن من كون المجموعة 
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 متراصة بالفرض فيوجد في 
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 متتالية جزئية متقاربة 
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 , ولنفرض 
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 . وبما أن
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 مستمر على
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 (وبشكل خاص في
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) فيكون 
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 . من ناحية ثانية لدينا 
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بذلك نكون قد حصلنا على تناقض , وهذا بدوره يقتضي أن الدالي 
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 محدود من الأعلى. بشكل مشابه نثبت أن  
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 محدود من الأدنى. 

(ب) لنضع 
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ومن أجل أي عدد 
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 يوجد عنصر 
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 بحيث أن 
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. وبالتالي توجد متتالية 
[image: image31.wmf]{

}

¥

=

1

n

n

x

 بحيث يكون 
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 . وبما أن المجموعة 
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 متراصة فيوجد في 
[image: image34.wmf]{

}

¥

=

1

n

n

x

 متتالية جزئية متقاربة
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 , ولنضع 
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 , حيث هنا 
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 مستمر على
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    ( وبشكل خاص في 
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 ) فيكون 
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من ناحية ثانية لدينا 
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 , وبالتالي 
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 . بشكل مشابه نثبت وجود نقطة 
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 . وبذلك يتم المطلوب. 

(2-9-2) نتيجة: إذا كان 
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 دالياً معرفاً على مجموعة
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 غير متراصة فإنه  بالضرورة أن يأخذ 
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 على
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 حديه الأعلى والأدنى.  

      يمكن تعميم المبرهنة الأخيرة من أجل دالي مستمر من الأعلى ( الأدنى ) على مجموعة متراصة , حيث لدينا ما يلي: 
(2-9-3) تعريف: نقول عن دالي
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 إنه مستمر من الأدنى (الأعلى) في نقطة 
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 إذا كان من أجل أية متتالية 
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(2-9-4) مبرهنة: إذا كان 
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 دالياً معرفاً على مجموعة متراصة 
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 و كان مستمراً من الأدنى ( الأعلى )  فيكون 
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 محدوداًً من الأدنى ( الأعلى ) ويأخذ على 
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 حده الأدنى ( الأعلى ) . 
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