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( 2 – 3 )  المجموعات المتراصة في الفضاءات المنتهية الأبعاد 

( 2 – 3 )  المجموعات المتراصة
                     في الفضاءات المنتهية الأبعاد
      من مبرهنة بولزانو – فايرشتراس (1-1-5) نجد فوراً أن كل مجموعة محدودة 
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 تكون متراصة نسبياً (ومتراصة إن كانت 
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 مغلقة). وفي الواقع فإن خاصتي المحدودية والتراص معاً تحددان بعد الفضاء الخطي المنظم, والعكس بالعكس , كما سنرى أدناه في المبرهنة (2-3-2). للتأكد من صحة  ذلك سنشكل ايزومورفيزماً بين الفضاء الخطي المنظم ذو 
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 إذا كان الفضاء 
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 حقيقياً وبين 
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 إذا كان الفضاء 
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(2-3-1) تمهيدية ( ريس ): ليكن
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 فضاءً خطيا منظمًا ( منته أو غير منته الأبعاد ) وليكن
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 فضاءً خطياً جزئياً و مغلقاً ومحتوى تماماً في
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( هذا يعني  
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الإثبات: ليكن 
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فيكون
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 وهذا مخلف للفرض ). بحسب ( 2 ) فإنه من أجل أي عدد 
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نأخذ 
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 , لأنه عكس ذلك يكون 
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لدينا الآن من أجل 
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 ( مع الأخذ بالاعتبار أن 
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بوضع  
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ومنه نحصل على المطلوب . 

(2-3-2) مبرهنة: يكون الفضاء الخطي المنظم منته الأبعاد إذا وفقط إذا كانت كل مجموعة جزئية محدودة فيه هي مجموعة متراصة نسبياً . 

الإثبات: ليكن
[image: image44.wmf]X

 فضاءً خطياً منظماً ولتكن
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 مجموعة محدودة . 

إذا كان الفضاء
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 منته الأبعاد فتكون
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 متراصة نسبياً بحسب مبرهنة بولزانو – فايرشتراس (2-1-5) .  

نعتبر الآن أن
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 مجموعة محدودة ( كيفية ) في
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 ونبين آن
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 منته الأبعاد . من أجل ذلك سنستفيد من تمهيدية ريس السابقة ونأخذ فيها
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 . هذا العنصر يولد فضاءً خطياً جزئياً ومغلقاً في
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 . بحسب تمهيدية ريس السابقة يوجد عنصر 
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إن العنصرين 
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 يولدان فضاءً خطياً جزئياً مغلقاً ومحتوى تماماً في
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بشكل خاص يكون 
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وهكذا نتابع العملية فنحصل بالتدريج على متتالية 
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أي أن المجموعة 
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وبالتالي لا يوجد في هذه المجموعة (المحدودة) أية متتالية جزئية متقاربة , أي أنها ليست متراصة نسبياً , وهذا يخالف الفرض. وبذلك يتم المطلوب . 

(2-3-3) نتيجة: يكون الفضاء الخطي المنظم 
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 منته الأبعاد إذا وفقط إذا كانت كرة الواحدة 
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 متراصة نسبياً. 

الإثبات: إذا كان الفضاء
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 منته الأبعاد فينتج من المبرهنة السابقة أن الكرة 
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 متراصة نسبياً كونها محدودة . وبالعكس: إذا كانت الكرة
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 متراصة نسبياً وفرضنا جدلاً أن الفضاء 
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 غير منته الأبعاد فتحصل , بشكل مشابه تماماً لما فعلناه في الإثبات السابق , على تناقض .  

     ليكن
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 فضاءً خطياً منظماً ذو
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 له تمثيل وحيد من الشكل 
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حيث 
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 أعداداً من 
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نعتبر أن الفضاء 
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 حقيقياً , وبالتالي 
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فنحصل على نظيم في 
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 ( وهو النظيم الإقليدي ). 
من أجل كل عنصر
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 يوجد عنصر 
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لنعرف الآن تطبيقاً 
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فنجد أن هذا التطبيق معرف تماماً , وبسهولة نتأكد أنه خطي ويحقق
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أي أن 
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 ايزومتري , وينتج من ذلك فوراً أنه متباين , وبحسب ما ذكرناه قبل 

قليل يكون 
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 غامراً . 
لتكن
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 مجموعة جزئية محدودة من
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بما أن
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 محدودة فتكون المتتالية
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. وبحسب مبرهنة بولزانو – فايرشتراس (2-1-3) توجد في 
[image: image108.wmf]{

}

¥

=

1

N

N

j

a

 متتالية جزئية متقاربة 
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فنجد أن
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المجموعة المحدودة 
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  متراصة نسبياً لأن كل متتالية من عناصرها تحوي متتالية جزئية متقاربة.  
نعتبر الآن أن الفضاء 
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 عقدي. هذا يعني أن كل عنصر 
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فنحصل على نظيم في 
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 ( وهو النظيم الإقليدي ). 

من أجل كل عنصر 
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لنضع الآن  
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فنجد أن هذا التطبيق معرف تماماً , وبسهولة نتأكد أنه خطي ويحقق 
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أي أن 
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 ايزومتري , وينتج من ذلك فوراً أنه متباين , وبحسب ما ذكرناه قبل قليل يكون 
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 غامراً . 
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ولنفرض أيضاً  
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بما أن
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 محدودة فتكون المتتالية 
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. وبحسب مبرهنة بولزانو – فايرشتراس (2-1-3) توجد في كل من المتتاليات 
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متتاليات جزئية متقاربة , ولتكن على الترتيب
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فنحصل على متتالية جزئية متقاربة  
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 . وهكذا تكون المجموعة المحدودة 
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 متراصة نسبياً لأن كل متتالية من عناصرها تحوي متتالية جزئية متقاربة. مما تقدم نحصل على المبرهنة التالية ( المسماة أيضاً مبرهنة بولزانو – فايرشتراس ): 
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