148
الفصل الثاني: المجموعات المتراصة في الفضاءات الخطية المنظمة 
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( 1 – 1 )  مبرهنة بولزانو - فايرشتراس

الفصل الثاني    

المجموعات المتراصة

 في الفضاءات الخطية المنظمة 

      تلعب المجموعات المتراصة دوراً هاماً في التحليل التابعي , ودراستها سهلة نسبياً لأن خواصها شبيهة إلى حد ما بخواص المجالات المغلقة المحدودة بل والمجموعات المحدودة في الفضاء الإقليدي ذو 
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  بعداً  
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 . وبما أننا في الفصل الثالث من هذا الكتاب سندرس المؤثرات المتراصة في الفضاءات الخطية المنظمة , وهذه الدراسة تعتمد بشكل أساسي على مفهوم المجموعات المتراصة, فإنه من المفيد التعرف على المجموعات المتراصة نسبياً (والمتراصة) ومعرفة خواصها الأساسية .  

     فيما يلي سنكتب  
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  أو 
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  للدلالة على متتالية لانهائية من عناصر فضاء خطي منظم ( بما فيها الأعداد الحقيقية 
[image: image5.wmf]R

 والأعداد العقدية 
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 ). 
( 2 – 1 )  مبرهنة بولزانو – فايرشتراس
       تعتبر مبرهنة بولزانو - فايرشراس واحدة من أهم المبرهنات في التحليل الرياضي نظراً لكثرة استخداماتها وتعدد فوائدها. إنما لإثبات هذه المبرهنة يلزم مبرهنة هامة أخرى هي مبرهنة المجالات المتداخلة , حيث نعرضها بعد قليل . 

(2-1-1) تمهيدية: لتكن  
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 متتالية متزايدة ولتكن  
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 متتالية متناقصة , حيث 
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  و 
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  أعداد حقيقة , بحيث يتحقق الشرطان التاليان: 
( 1 )               
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عندئذ يوجد للمتتاليتين نهاية مشتركة ومحدودة 
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الإثبات: بحسب الفرض لدينا 
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هذا يعني أن المتتالية المتزايدة 
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 محدودة من الأعلى , فهي متقاربة من نهاية محدودة . لنضع 
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. لدينا أيضاً بحسب الفرض 
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هذا يعني أن المتتالية المتناقصة  
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 محدودة من الأدنى , فهي متقاربة من نهاية محدودة ولنفرضها 
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 . بذلك يكـون
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ومنه نحصل على المطلوب . 

(2-1-2) مبرهنة المجالات المتداخلة:  لتكن  
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 متتالية من المجالات المتداخلة , أي أنها تحقق  
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فإذا كان
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 فإن للمتتاليتين
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 نفس النهاية ولنسمها
 , 
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وهذه النقطة هي النقطة الوحيدة التي تنتمي لجميع مجالات المتتالية. 

الإثبات: نلاحظ هتا بأن المتتاليتين 
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 تلعبان دور المتتاليتين 
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 و 
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 على الترتيب في التمهيدية السابقة. لذا من كون المتتالية 
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 متزايدة ومتقاربة و المتتالية 
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 متناقصة ومتقاربة ( سنرمز بـ 
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  للنهاية ) فيكون  
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وهذا يعني أن النقطة 
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 تنتمي لجميع مجالات المتتالية. 
إن النقطة 
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 وحيدة , لأنه لو وجدت نقطة أخرى  
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  بحيث  
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  وتنتمي لجميع المجالات لوجدنا أن 

 ,
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وبالتالي 
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 , وهذا مخالف للفرض . وبذلك يتم المطلوب . 
(2-1-3) مبرهنة ( بولزانو – فايرشتراس ): كل مجموعة محدودة وغيـر منتهية
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 لها نقطة تراكم على الأقل ( ليست بالضرورة تنتمي إلى
[image: image42.wmf]M

 ). 

الإثبات: بما أن
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 محدودة فرضاً فهي محتواة في مجال محدود , ولنفرض أن
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 . لتكن 
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 منتصف هذا المجال , أي 
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 . إن أحد المجالين 
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 يحوي عدداً غير منته من نقاط المجموعة
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 , لأنه لو كان في كل منهما عدداً منتهياً فقط من نقاط 
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 لكانت
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 نفسها منتهية وهذا مخالف للفرض . لنرمز بـ 
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  لذلك المجال الذي يحوي عدداً لانهائياً من نقاط 
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 ( في حال كان كلا المجالين 
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 يحوي عدداً لانهائياً من نقاط 
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 فنأخذ واحداً منهما فقط بمثابة 
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 ) . الآن لتكن 
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 منتصف المجال 
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 , أي 
[image: image60.wmf]2

1

1

1

b

a

c

+

=

. عندئذ أحد المجالين 
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 ( على الأقل ) يحوي عدداً لانهائياً من نقاط 
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 ( تتم مناقشة هذا الأمر بشكل مشابه لما تقدم ) . وهكذا نتابع عملية تنصيف المجالات على نفس المنوال السابق فنحصل على متتالية المجالات 
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وكل منها يحوي عدداً لانهائياً من نقاط المجموعة 
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. وبما أن طول المجال 
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وبما أن هذا الطول ينتهي إلى الصفر عندما 
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 فإنه بحسب المبرهنة (2-1-2) توجد نقطة 
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 تنتمي لجميع المجالات 
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 كما أن 
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والآن لنبين أن 
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 نقطة تراكم للمجموعة 
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. 
لنأخذ مجالاً كيفياً 
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 يحوي النقطة 
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. عندئذ من أجل 
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 كبير يشكل كاف يكون 
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 , وهذا يعني أن 
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 يحوي عدداً لانهائياً من نقاط المجموعة 
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 . وبذلك يتم المطلوب . 

   من الناحية العملية غالباً ما نستخدم شكلاً آخر لمبرهنة بولزانو – فايرشتراس السابقة وهوالتالي: 

(2-1-3') مبرهنة ( بولزانو – فايرشتراس ): في كل متتالية عددية محدودة 
( 4 )          
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توجد متتالية جزئية متقاربة 
( 5 )          
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حيث 
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الإثبات: لنرمز بـ
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 لمجموعة حدود المتتالية ( 4 ) . إذا كانت هذه المجموعة منتهية فيظهر أحد الحدود عدداً لانهائياً من المرات , وليكن 
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 هذا الحد , و 
( 6 )          
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وبذلك نكون قد أوجدنا المتتالية الجزئية المطلوبة ( 5 ). أما إذا كانت 
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 غير منتهية فنطبق عليها مبرهنة بولزانو – فايرشتراس المذكورة أعلاه. 
لتكن 
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 نقطة تراكم للمجموعة 
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. عندئذ توجد متتالية من عناصر
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( 7 )          
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متقاربة من 
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 , حيث هنا كل حدود المتتالية ( 7 ) , وبالتالي الأدلة  


[image: image92.wmf]...

,

,

...

,

,

2

1

l

m

m

m


مختلفة عن بعضها البعض. أما المتتالية الجزئية المطلوبة( 5)  فنشكلها كما يلي: 

نأخذ 
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 , كما نأخذ 
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 على أنه أول الأعداد  
[image: image95.wmf]...

,

,

...

,

,

2

1

l

m

m

m

 الذي يكبر 
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 , ثم نأخذ
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 على أنه أول الأعداد الذي يكبر 
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 , وهكذا نتابع على نفس المنوال فنحصل على المتتالية ذات الدليل المتزايد 
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بما أن هذه المتتالية هي متتالية جزئية من المتتالية ( 7 ) فإن  
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 . بذلك نحصل على المطلوب. 

(2-1-4) ملاحظة: من المفيد ذكره هنا أنه ليس بالضرورة أن تكون جميع حدود المتتالية  ( 4 )  مختلفة عن بعضها البعض . على سبيل المثال لنأخذ المتتالية 
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من الواضح أن هذه المتتالية محدودة . فإذا اعتبرناها كمجموعة نقاط فهي تحوي عنصرين فقط 
[image: image102.wmf]}
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 , ولكن كمتتالية فهي مجموعة غير منتهية ( أي أن عدد حدودها غير منته ) .  

      يمكن تعميم مبرهنة بولزانو – فايرشتراس إلى الفضاء 
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  كما يلي: 

(2-1-5) مبرهنة ( بولزانو – فايرشتراس ): كل مجموعة محـدودة وغيـر منتهية
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 لها نقطة تراكم على الأقل (ليست بالضرورة تنتمي إلى
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). 

الإثبات: يتم بشكل مشابه لحالة
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 المذكورة في إثبات المبرهنة (2-1-3) ولنعرضه من أجل 
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 ( وبشكل مشابه يتم من أجل 
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لتكن
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 مجموعة محدودة وغير منتهية. عندئذ يوجد مستطيل يحوي
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 وليكن 
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نجزئ هذا المستطيل إلى أربعة مستطيلات وذلك بالمستقيمين  
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