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( 3 – 3 )  المؤثرات المتراصة في فضاءات هيلبرت 

 ( 3 – 3 )  المؤثرات المتراصة في فضاءات هيلبرت  
       بعد أن درسنا في الفقرة السابقة علاقة التراص مابين مؤثر خطي محدود 
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 ومرافقه 
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 ندرس في هذه الفقرة علاقة مشابهة مابين مؤثر خطي محدود في فضاء هيلبرت ومرافقه الهيلبرتي 
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 المدروس في الفقرة (1-6). 

      لنتذكر أنه إذا كان ليكن 
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 فضاء هيلبرت و
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 مؤثراً خطياً محدوداً فإن المؤثر المرافق الهيلبرتي 
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 يعرف بالعلاقة 
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      تعطينا المبرهنة التالية علاقة التراص ما بين المؤثر ومرافقه الهيلبرتي.

(3-3-1) مبرهنة: يكون المؤثر الخطي المحدود 
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  متراصاً إذا وفقط إذا كان 
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 متراصاً.

الإثبات: نعتبر أن 
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 متراص , ونثبت أن 
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لتكن 
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 متتالية محدودة من عناصر 
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عندئذ يوجد في المتتالية 
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 متتالية جزئية متقاربة 
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. لدينا الآن من أجل 
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وهذا يعني أن المتتالية 
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 أساسية في
[image: image20.wmf]H

 وبالتالي متقاربة. لذلك يكون  
المؤثر 
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 متراصاً .

نعتبر الآن أن 
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 متراصاً. عندئذ من كون 
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 محدود و 
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 متراص فيكون 
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 متراصاً بحسب المبرهنة (3-1-3). وبذلك يتم المطلوب. 

(3-3-2) نتيجة: من المبرهنة (3-3-1) ينتج فوراً أن المؤثر الخطي المحدود 
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 يكون متراصاً إذا وفقط إذا كان 
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 متراصاً. فإذا كان أحد المؤثرين
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 و 
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 متراصاً لكان كل من 
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 متراصاً. ومن 
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 نحصل على المطلوب. 
       في (3-2-1) عرفنا المؤثر المنته البعد بأنه مؤثر مجموعة قيمه 
[image: image33.wmf])
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 فضاء منته الأبعاد. هذا التعريف ينطبق على حالة فضاء هيلبرت  , حيث نقول عن مؤثر 
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 أنه منته البعد إذا كان 
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نلاحظ هنا أن كل مؤثر 
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  منته البعد يكون متراصاً لأنه ينقل كل مجموعة محدودة 
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 إلى مجموعة
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 محدودة في الفضاء 
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 المنته الأبعاد , وبالتالي تكون 
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 متراصة نسبياً . 

     تعطينا المبرهنة التالية بعض خواص المؤثر المنته البعد في فضاء هيلبرت.

(3-3-3) مبرهنة: ( أ ) إذا كان 
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 مؤثراً منته البعد فمن أجل كل عنصر 
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حيث
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 قاعدة متعامدة منظمة في
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(ب) المؤثر المرافق 
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 هو أيضاً مؤثر منته البعد ويحقق العلاقتين  
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الإثبات: بما أن 
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 فيكون لدينا 

من أجل كل عنصر 
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لدينا الآن من أجل أي عنصرين 
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 و
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 من
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وبالتالي يكون
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وينتج من ذلك أن 
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 مؤثر منته البعد و 
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لدينا الآن 
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ومن ناحية ثانية


[image: image62.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

)

(

dim

)

(

dim

)

(

dim

)

(

dim

*

n

A

R

A

R

A

R

A

R

=

£

£

=

*

*


وبذلك يكون 
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 . وبذلك يتم المطلوب. 

(3-3-4) مبرهنة: ليكن
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 مؤثراً خطياً محدوداً. عندئذ: 

( أ ) يكون 
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 متراصاً إذا وفقط إذا كان 
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 نهاية متتالية متقاربة من المؤثرات المنتهية البعد ( التقارب هنا في الفضاء 
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(ب) يكون 
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 متراصاً إذا وفقط إذا كان مرافقه 
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 متراصاً. 

الإثبات: نفرض وجود متتالية من المؤثرات المنتهية البعد 
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في
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 من المؤثر A. عندئذ تكون
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 مؤثرات متراصة. وبحسب الملاحظة (3-2-8) فإن المؤثرات المتراصة تشكل فضاءً خطياً جزئياً ومغلقاً في الفضاء 
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. لذلك يكون المؤثر 
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 متراصاً. 

وبالعكس إذا فرضنا أن المؤثر 
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 متراص فيمكن تشكيل متتالية من المؤثرات المنتهية البعد والمتقاربة من 
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 ، ويتم ذلك كما يلي:

بما أن 
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 مؤثر متراص فتكون صورة كرة الواحدة في
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 مجموعة متراصة نسبيا ً، أي أن المجموعة 
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  متراصة نسبياً ، وبالتالي توجد لها شبكة
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 منتهية من أجل أي 
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 ولنرمز لها بـ 
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والعناصر 
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  تولد فضاءً جزئياً منته الأبعاد سنسمه 
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 , وهو مغلق وتام في
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وشكلنا المؤثر 
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وفرضنا 
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 منته البعد و
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لدينا الآن من أجل  
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وهذا يعني أن 
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 هو نهاية متتالية المؤثرات المنتهية  
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. وبذلك تكون ( أ ) صحيحة .

لإثبات (ب) نعتبر في البداية أن المؤثر 
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 متراص. عندئذ بحسب ما أثبتناه آنفاً توجد متتالية من المؤثرات المنتهية البعد 
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