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الفصل الثالث: المؤثرات الخطية المتراصة 
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( 3 – 1 )  المؤثرات المتراصة

الفصل الثالث   

المؤثرات الخطية المتراصة

       تلعب المؤثرات المتراصة دوراً هاماً في التحليل التابعي وفي العديد من المسائل الفيزيائية والرياضية، على سبيل المثال نذكر المعادلات التكاملية ونخص بالذكر معادلات فريدهولم التكاملية. وخواص المؤثرات المتراصة تشبه كثيراً خواص المؤثرات المعرفة على فضاءات منتهية الأبعاد . 

      نذكر هنا أنه إذا كانت
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 مجموعة جزئية من الفضاء الخطي 
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 لصورتها وفق المؤثر 
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من المهم أيضاً تذكر مفهوم المجموعات المتراصة واختبارات التراص المدروسة في الفصل الثاني. 
( 3 – 1 )  المؤثرات المتراصة
(3-1-1) تعريف: ليكن
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 و
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 فضائين خطيين منظمين وليكن
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 مؤثراً خطياً. نسمي 
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 مؤثراً متراصاً إذا نقل كل مجموعة محدودة 
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 متراصة نسبياً في
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(3-1-2) ملاحظة: بدلاً من عبارة مؤثر متراص ( compact operator ) ترد أحياناً في بعض المراجع عبارة مؤثر تام الاستمرار
( completely continuous operator ) .

تجدر الإشارة هنا أنه توجد مؤثرات متراصة وغير خطية ، ولكن في التعريف السابق فرضنا أن المؤثر خطي لأننا سنتعامل في هذا الكتاب مع مؤثرات خطية. 
      نتعرف فيما يلي على بعض خواص المؤثرات الخطية المتراصة ونبدأ مع جداء مؤثر متراص بمؤثر محدود الذي يعطي مؤثراً متراصاً. 

(3-1-3) مبرهنة: ليكن 
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 مؤثراً متراصاً و
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 مؤثراً خطياً محدوداً، حيث 
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 فضاء خطي منظم ، عندئذ كلا المؤثرين 
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 يكون متراصاً. 
الإثبات: لتكن 
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 مجموعة محدودة. عندئذ  المجموعة 
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 , وبالتالي  المجموعة 
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 متراصة نسبياً في 
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 لأن 
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 متراص. من ذلك ينتج أن المؤثر 
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من أجل أية مجموعة محدودة 
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 متراصة نسبياً في 
[image: image27.wmf]X

 , وبالتالي كل متتالية 
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 تحوي متتالية جزئية متقاربة. ليكن 
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عندئذ توجد متتالية جزئية متقاربة 
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وبما أن 
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 مستمر فيكون 
[image: image33.wmf](

)

0

lim

y

T

x

A

T

k

n

k

=

¥

®

 . أي أنه توجد في المتتالية 
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 متتالية جزئية متقاربة. وهذا يعني أن المؤثر 
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 متراص.
(3-1-4) نتيجة: إذا كان المؤثر الخطي المحدود 
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  متراصاً فكل  من المؤثرات 
[image: image37.wmf]2

A

 و
[image: image38.wmf]3

A

 و ...  يكون متراصاً أيضاً , وينتج ذلك من المبرهنة السابقة وملاحظة أن 
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  وهكذا. 

(3-1-5) مبرهنة: كل مؤثر خطي متراص يكون محدوداً (وبالتالي مستمراً ).  

الإثبات: ليكن
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 مؤثراً خطياً متراصاً. هذا يعني أنه من أجل أية مجموعة محدودة 
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إن المجموعة 
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 محدودة في
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 فصورتها 
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 مجموعة متراصة نسبياً في
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 وبالتالي محدودة بحسب المبرهنة (12-2-3) , 
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ولكن من أجل أي
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وبما أن هذه العلاقة صحيحة من أجل 
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 أيضاً , فنحصل على المطلوب . 

(3-1-6) ملاحظة: إن عكس المبرهنة السابقة غير صحيح في الحالة العامة , أي أنه يوجد مؤثرات خطية محدودة وغير متراصة , كما يبين لنا المثال التالي . 

 (3-1-7) مثال: ليكن 
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 الواردة في المثال (2-2-5) وهي مجموعة محدودة وغير متراصة نسبياً. 
معلوم أن مؤثر المطابقة 
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 خطي ومحدود , وبنفس الوقت تكون المجموعة
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 غير متراصة نسبياً. أي أن 
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 غير متراص.

       نضيف أيضاً بأن مؤثر المطابقة في أي فضاء خطي منظم 
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 غير منته الأبعاد لا يكون متراصاً ، لأنه في الواقع لو كان 
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 متراصاً لكانت صورة أية مجموعة محدودة 
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 , وبالتالي
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 منته الأبعاد بحسب المبرهنة (12-3-3)، وهذا غير صحيح. 

(3-1-8) مبرهنة: ليكن
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 فضاءً خطياً منظماً و
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 فضاء باناخ و
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 متتالية من المؤثرات الخطية المتراصة من 
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ومتقاربة في الفضاء 
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 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf]LB

 من مؤثر 
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. عندئذ يكون 
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 متراصاً. 

لذلك فإن مجموعة المؤثرات الخطية المتراصة تشكل مجموعة مغلقة في فضاء المؤثرات الخطية المحدودة 
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 EMBED Equation.3  [image: image77.wmf]LB
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الإثبات: لتكن 
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من أجل 
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 لدينا بحسب الفرض  
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لنضع
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 وكذلك 
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 ولنبين أن 
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 تشكل شبكة
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 فيكون لدينا من أجل 
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وهذا يعني أن 
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 تشكل شبكة
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 متراص فتكون المجموعة 
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 متراصة نسبياً ، وبالتالي
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 متراصة نسبياً حسب النتيجة (12-4-5). أي أن المؤثر A متراص ، وهو المطلوب .  

(3-1-9) ملاحظة: في المبرهنة السابقة يعتبر تقارب المتتالية 
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 EMBED Equation.3  [image: image97.wmf]LB

 شرط أساسي ، وهو ما يسمى أيضاً بالتقارب المنتظم لمتتالية المؤثرات ، وبإهماله تكون المبرهنة غير صحيحة كما ستبين لنا الأمثلة التالية: 

(3-1-10) مثال: لتكن متتالية المؤثرات
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حيث 
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واضح أن 
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A

 مؤثر خطي من أجل كل 
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 , وهو محدود لأن 
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لنأخذ مجموعة محدودة 
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بذلك يمكن اعتبار 
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 كمجموعة محدودة في الفضاء ذو 
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 متراصة نسبياً بحسب المبرهنة (2-3-4). وهكذا يكون 
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مؤثر متراص من أجل كل 
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ومؤثر المطابقة 
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 غير متراص كما رأينا في المثال (3-1-6). لذا فإن النهاية 
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 مؤثر غير متراص ( هنا المتتالية 
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 تتقارب نقطياً من 
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 وليس بانتظام ).  

(3-1-11) مثال: ليكن 
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 فضاء باناخ غير منته الأبعاد بقاعدة   
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لنأخذ متتالية المؤثرات 
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بحسب ما رأينا في الفقرة (1-15) فإن
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 مؤثر خطي محدود من أجل كل 
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لتكن
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 مجموعة محدودة. عندئذ
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 مجموعة محدودة في الفضاء المنته الأبعاد المولد بالـ 
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 متراصة نسبياً , ومن ثم
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 مؤثر متراص من أجل كل 
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والمؤثر 
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 غير متراص كما نعلم. لذلك فإن 
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 مؤثر غير متراص.
     المثال التالي يعطي تطبيقاً مباشراً على المبرهنة (3-1-7). 

(3-1-12) مثال: لتكن متتالية المؤثرات 
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حيث أن               
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ولنبين أن النهاية 
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 مؤثر متراص. من الواضح أن كل 
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 مؤثر خطي , وهو محدود لأنه من أجل أي 
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بشكل مشابه تماماً لما ذكرناه في المثال السابق يكون 
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 مؤثراً متراصاً ، كما أنه من أجل أي 
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وبالتالي يكون لدينا 
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أي أن المتتالية
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 متقاربة في الفضاء 
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 من المؤثر 
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  وهذا الأخير متراص بحسب المبرهنة (3-1-6).  

(3-1-13) مثال: ليكن المؤثر 
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المعرف بالشكل  
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حيث النواة 
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ولنبين أن المؤثر 
[image: image158.wmf]A

 خطي ومحدود ومتراص. قبل كل شيء يجب الإثبات بأن المؤثر 
[image: image159.wmf]A

 معرف تماماً , أي أن 
[image: image160.wmf]f

A

 ينتمي إلى 
[image: image161.wmf]]

,

[

2

b

a

L

. 

في الواقع بحسب متراجحة هولدر للتكاملات يكون لدينا 
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بتربيع الطرفين والمكاملة نجد 
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أي أن 
[image: image164.wmf]f

A

 ينتمي إلى 
[image: image165.wmf]]

,

[

2

b

a

L

 من أجل أي 
[image: image166.wmf]f

b

a

L

'

]

,

[

2

 , كما أن 


[image: image167.wmf].

)

,

(

]

,

[

2

1

2

]

,

[

2

2

b

a

L

b

a

b

a

b

a

L

f

dx

dy

y

x

k

f

A

÷

ø

ö

ç

è

æ

£

ò

ò


لإثبات أن المؤثر 
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للاختصار نضع
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محدودة بانتظام ومتكافئة الاستمرار على 
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فيكون لدينا بحسب ( 1 ):  
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وبالتالي الأسرة ( 2 ) محدودة بانتظام ( وهي مستمرة كما سنرى بعد قليل ).

من ناحية ثانية: إذا كان 
[image: image179.wmf]e

<

0

 عدداً مفروضاً فنجد من أجل 
[image: image180.wmf]d

<

¢

-

x

x

 أن: 


[image: image181.wmf]£

¢

-

)

(

)

(

)

(

)

(

x

f

A

x

f

A

        
[image: image182.wmf](

)

.

'

)

(

)

,

(

)

,

(

4

]

,

[

2

1

2

1

2

2

1

2

2

e

=

e

£

e

-

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

-

£

ò

ò

c

f

a

b

dy

y

f

dy

y

x

k

y

x

k

b

a

L

b

a

b

a

                

وبما أن
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وذلك من أجل 
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نضع الآن 
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وتحقق ما يلي:  
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وبما أن مؤثر المطابقة 
[image: image207.wmf]]

,

[

]

,

[

:

b

a

C

b

a

C

I

®

 محدود فيكون الجداء 


[image: image208.wmf]]

,

[

]

,

[

]

,

[

:

2

2

b

a

L

b

a

C

b

a

L

A

I

I

A

n

n

¾

®

¾

¾

®

¾


محدوداً و متراصاً ( جداء مؤثر محدود بمؤثر متراص يكون متراصاً ) , أي أن المؤثر 
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فتكون متتالية المؤثرات المتراصة
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(3-1-14) مبرهنة: إذا كان المؤثر الخطي المحدود 
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