الفصـل الرابع
التطبيقات القيوسة والدوال القيوسة
      في الفصول السابقة كنا نتعامل مع مجموعة واحدة مفروضة 
[image: image2097.wmf](
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 (مثبتة) وصف 
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 من أجزائها، 
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     في هذا الفصل سوف نتعامل مع مجموعتين غير خاليتين (مختلفتين أو متساويتين) 
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  و 
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     في البداية نورد المصطلحات والرموز التالية:
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    كل علاقة 
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 تربط عناصر المجموعة 
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بحيث إن كل عنصر 
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إذا كان 
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 مجموعة الأعداد الحقيقية، فنسمي التطبيق.
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دالة ذات قيم حقيقية، أو اختصاراً دالة. 
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    سوف نتعامل أيضاً مع دوال من الشكل: 
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(وتسمى عادة دوال عددية) ، حيث 
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 مجموعة الأعداد الحقيقية الموسعة. 
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    سنرمز للدوال بالأحرف 
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    ليكن الأن 
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 تطبيقاً من 
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 مجموعة جزئية من 
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ونسمي المجموعة 
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 الصورة المباشرة للمجموعة 
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 وفق 
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واضح أن 
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    إذا كان 
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 صفاً من أجزاء 
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 فنعرف صورته وفق 
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واضح أن 
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 صف من أجزاء 
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من أجل مجموعة جزئية 
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ونسمي 
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 الصورة العكسية للمجموعة 
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 وفق التطبيق 
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واضح أن 
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 مجموعة جزئية من 
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    إذا كان 
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 صفاً من أجزاء 
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ونسمي 
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 الصورة العكسية للصف 
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واضح أن 
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    فيما يلي سنتعامل كثيراً مع هذه العلاقات، فهي التي تفيدنا في دراسة التطبيقات القيوسة والدوال القيوسة، كما سنلاحظ أدناه.

يمكن التأكد بسهولة من صحة العلاقات التالية:
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(IV)       
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إضافة لذلك فإنه من أجل أية مجموعة أدلة 
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 يكون:
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(VII)        
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(1-4) التطبيقات القيوسة: 

       إن قيوسية التطبيق 
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 مرتبطة بوجود 
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(1-1-4) تعريف:

لتكن 
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(1) نسمي الثنائية 
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 فضاء قيوساً، وكل مجموعة 
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(2) نسمي الثلاثية 
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(2-1-4) تعريف:

ليكن 
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(1) نقول إن 
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 تطبيق 
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 (1)       
(2) في حالة خاصة إذا كانت 
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(3-1-4) ملاحظة:

بحسب ما تقدم فإن 
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[image: image101.wmf]o

   نبيّن فيما يأتي أنه بدلاً من العلاقة (1) يكفي أخذ صف 
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(4-1-4) تمهيدية:
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الإثبات:

بما أن 
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وبما أن 
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والآن نعرف الصف:
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فنجد أن 
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وبحسب (4) يكون:
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من (3) و (5) نحصل على المساواة (2) . بذلك يتم المطلوب. 
(5-1-4) مبرهنة:

ليكن 
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وليكن 
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الإثبات:

إذا كان 
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بشكل خاص: يصح هذا من أجل 
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نعتبر الآن أن (6) صحيحة ونبين أن 
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 تطبيق 
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بالاستفادة من التمهيدية السابقة نجد:
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من هذا نحصل على المطلوب.

(6-1-4) أمثلة على التطبيقات القيوسة:

ليكن 
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(1) لتكن 
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فيكون 
[image: image150.wmf]T

 تطبيقاً 
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وبما أن 
[image: image156.wmf]F

Î

f

,

X

 فإن:


[image: image157.wmf](

)

.

;

1

F

F

¢

Î

¢

"

Î

¢

-

F

F

T


(نسمي هكذا تطبيق بالتطبيق الثابت لأنه يأخذ قيمة واحدة فقط هي 
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(2)  إذا كان 
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يكون تطبيقاً 
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نعلم أن التطبيق 
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 يكون مستمراً إذا وفقط إذا كان من أجل كل مجموعة مفتوحة 
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هذا يعني أن كل تطبيق مستمر يكون 
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في هذه الحالة نقول أيضاً إن التطبيق 
[image: image191.wmf]T

 قيوس حسب بوريل، أو بوريل – قيوس. 
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      ندرس الآن تركيب التطبيقات القيوسة، ولنذكّر بداية بتعريفها:
لتكن 
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فيكونتركيبهما هو التطبيق:
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والتطبيق العكسي لهذا التركيب هو: 
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بشكل مشابه نعرف تركيب ثلاثة تطبيقات أو أكثر. هنا يكون:
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(7-1-4) مبرهنة:

لتكن 
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الإثبات:
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ومنه نحصل على المطلوب.
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      فيما يلي نبيّن أنه يمكننا الحصول على قياس من خلال التطبيق القيوس.

(8-1-4) مبرهنة:
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تعرف قياساً على 
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الإثبات:
لدينـا:
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من أجل أي 
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ومن أجل مجموعات 
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بذلك يكون 
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 قياساً. بذلك يتم المطلوب.

(9-1-4) تعريف:

نسمي القياس 
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 صورة القياس 
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 وفق التطبيق القيوس 
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(2-4) الدوال القيوسة:
      بما أن الدالة هي نوع خاص من التطبيقات فإن ما ذكرناه في الفقرة السابقة يصح من أجل الدوال المدروسة في هذه الفقرة . لكن التعامل مع الدوال الحقيقية (أو العددية) ربما يكون أسهل.
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      ذكرنا في الفقرة السابقة أن التطبيق 
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      إذا أخذنا  
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وهذه الدالة تكون 
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(1-2-4) مبرهنة:

من أجل الدالة 
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 في (1) تتكافأ الشروط الآتية:

(1)   
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الإثبات:
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 دالة 
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بشكل مشابه تماماً نثبت التكافؤ ببين (1) و (3) و (4) و (5).

(2-2-4) ملاحظة:

(1) بدلاً من العلاقة (1) سنكتب فقط: 
.
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للإشارة إلى الدالة الحقيقية 
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 (بشكل أدق : الدالة ذات القيم الحقيقية 
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    (2)  لقد اصطلحنا على تسمية الدالة من الشكل  
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السؤال المطروح هنا: متى تكون هذه الدالة 
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أو بشكل آخر:  
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لذلك تكون الدالة العددية 
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بشكل خاص: إذا كان 
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      فيما يلي ندرس قيوسية الدوال الحقيقية 
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(3-2-4) مبرهنة: 
من أجل الدالة 
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 تتكافأ الشروط الآتية:
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(هذا يعني أن الدالة تكون f 
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الإثبات:

ينتج مباشرة من المبرهنة (1-2-4) بملاحظة أن:
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      فيما يتعلق بقيوسية الدوال العددية لدينا:
(4-2-4) مبرهنة:

من أجل الدالة 
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الإثبات:
هنا نستفيد من المبرهنة (5-1-4) ، حيث نثبت أن الصف:
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لنرمز بـ 
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من ناحية ثانية لدينا من أجل المجال 
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لذلك يكون 
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من ذلك ينتج أن 
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 يرمز لمتممة المجموعة):
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 يرمز لمتممة المجموعة):
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(5-2-4) مبرهنة:

إذا كانت 
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دالة 
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- قيوسة وكانت الدالة 
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- قيوسة، فيكون تركيبهما 
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الإثبات:

بحسب الفرضيات لدينا:
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لذلك يكون:
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بذلك يتم المطلوب.

(6-2-4) ملاحظة:

في المبرهنة السابقة فرضنا أن 
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 دالة 
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قيوسة ليكون التركيب 
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في الحالة العامة : ليس بالضرورة أن يكون التركيب 
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 دالة قيوسة. لنأخذ مثلاً: 
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حيث 
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 دالة كانتور ، 
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 وبالتالي قيوسة.   
من أجل مجموعة كانتور 
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 يكون 
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 مجموعة جزئية 
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 غير قيوسة (حسب ليبيغ) ونأخذ :
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بما أن 
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 فتكون  f  دالة قيوسة. 
وبما أن 
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  مستمرة وبالتالي قيوسة فإن: 
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لكن 
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 غير قيوسة وبالتاالي الدالة 
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(7-2-4) ملاحظة:

لتكن 
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فيكـون لدينا:


[image: image381.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

,

,

1

1

F

F

F

Î

-¥

=

+¥

=

=

¥

=

Î

-

<

=

-¥

=

Î

>

=

+¥

=

¥

=

¥

=

f

E

f

E

f

E

n

f

E

f

E

n

f

E

f

E

n

n

U

I

I


وهذا يعني أن مجموعة القيم غير المحدودة للدالة 
[image: image382.wmf]f

 قيوسة.

(8-2-4) ملاحظة:

فيما تقدم تحدثنا عن الدوال الـ 
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( انظر  (1-9-2) ). عندئذٍ: 
(1) نسمي الدالة 
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(2)  نقول إن الدالة 
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(10-2-4) ملاحظة:

بما 
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 فكل دالة بوريلية تكون ليبيغية وبالتالي قيوسة. 
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      فيما يلي نتعرف على أهم خواص الدوال القيوسة. من أجل ذلك سنعتمد على الاختبارات المذكورة في المبرهنة (3-2-4) التي تنص على أن الدالة 
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 تكون قيوسة إذا وفقط إذا كانت إحدى المجموعات الآتية ، وبالتالي كلها، قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
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[image: image402.wmf]o

      في المبرهنة التالية نستخدم الآتي: 
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(11-2-4) مبرهنة:

لتكن 
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 دالة قيوسة . عندئذٍ: من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image405.wmf]a

 تكون كل من الدالتين 
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الإثبات:
ليكن 
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 عدداً حقيقياً (كيفياً) . عندئذٍ:
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من ذلك ينتج أن المجموعة 
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 قيوسة من أجل أي عدد  c ، وبالتالي الدالة 
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من أجل العدد الحقيقي 
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 لدينا الآن:
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من ذلك ينتج أن المجموعة 
[image: image414.wmf](
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 قيوسة من أجل أي عدد 
[image: image415.wmf]c

 ، وبالتالي الدالة 
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 قيوسة. بذلك يتم المطلوب.

(12-2-4) مبرهنة:

إذا كانت الدالة 
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  قيوسة . فتكون كل من الدوال الآتية قيوسة:
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الإثبات:

ليكن 
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 عدداً حقيقياً (كيفياً) . عندئذٍ:
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من ذلك ينتج أن الدالة 
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 قيوسة.

وبما أن:
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فينتج أن الدالة  
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f

 قيوسة.

نفرض الآن أن 
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من ذلك ينتج أن الدالة 
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 قيوسة. وبذلك يتم المطلوب.

(13-2-4) تمهيدية:

لتكن 
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عندئذ: تكون هذه المجموعة قيوسة.

الإثبات:

لتكن 
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 مجموعة الأعداد العادية ، ولنرتبها بشكل متتالية لانهائية:
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وهذا الأمر ممكن لأن 
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 مجموعة عدودة، ثم لنثبت صحة المساواة: 
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في الواقع: إذا كان 
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لذلك يكون 
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ليكن الآن: 
[image: image442.wmf](
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هذا يعني أن:
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أي إن  
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وبالتالي المساواة  (1) تنتج من (3) و (4) .    
(14-2-4) مبرهنة:

إذا كانت الدالتان 
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 قيوستين فتكون كل من الدوال الآتية قيوسة:
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بشكل خاص 
[image: image451.wmf]c
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 دالة قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image452.wmf]c
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الإثبات:

ليكن 
[image: image453.wmf]c

 عدداً حقيقياً (كيفياً) . عندئذٍ:
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بحسب المبرهنة (11-2-4) فإن 
[image: image455.wmf](
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 دالة قيوسة، وبالتلي المجموعة 
[image: image456.wmf](
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 قيوسة بحسب التمهيدية (4-2-13)، لذلك تكون الدالة 
[image: image457.wmf](
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وبما أن
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 فينتج أن الدالة 
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 قيوسة أيضاً. وبما أن:
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فينتج أن 
[image: image461.wmf]g
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 دالة قيوسة.

وبما أن  
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 فينتج أن هذه الدالة قيوسة أيضاً. 
وبما أن:
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فينتج أن الدالتين 
[image: image464.wmf]{
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 قيوستان. بذلك يتم المطلوب.

(15-2-4) ملاحظة:

(1)  في المبرهنة (12-2-4) اشترطنا أن يكون 
[image: image466.wmf](
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 لتكون الدالة 
[image: image467.wmf]f
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 قيوسة. وفي الواقع إذا اعتبرنا أن 
[image: image468.wmf](
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 فتكون في هذه الحالة 
[image: image470.wmf]f

1

 دالة قيوسة بحسب الملاحظة (7-2-4). الشيء نفسه بالنسبة للدالة 
[image: image471.wmf]g
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 . 

(2) بحسب المبرهنة (12-2-4) فإن 
[image: image472.wmf]f

 دالة قيوسة عندما 
[image: image473.wmf]f

 قيوسة.
إن عكس هذه الخاصة غير صحيح في الحالة العامة ، حيث يمكن أن تكون الدالة 
[image: image474.wmf]f

 قيوسة دون أن تكون 
[image: image475.wmf]f

 قيوسة، كما يبين المثال الآتي:
(16-2-4) مثال:

لتكن 
[image: image476.wmf]D

 مجموعة جزئية غير قيوسة من المجال 
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 (وهي موجودة بحسب المبرهنة (3-5-3) ولتكن الدالة 
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هذه الدالة غير قيوسة، لأنه : 
لو فرضنا جدلاً أن 
[image: image480.wmf]f

 قيوسة لكانت المجموعة 
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 وهي غير قيوسة. بذلك نحصل على تناقض. لكن الدالة 
[image: image484.wmf]f

 قيوسة، لأنه من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image485.wmf]c

 يكون:
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(17-2-4) نتيجة:

(1) من المبرهنتين (12-2-4) و (14-2-4) ينتج أنه إذا كانت 
[image: image487.wmf]f

 دالة قيوسة فتكون الدوال 
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 قيوسة أيضاً، ذلك أن:
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وكذلك تكون الدوال 
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 قيوسة.

(2) إذا كانت الدالة 
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 قيوسة فتكون كذلك الدالة 
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 من أجل 
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(18-2-4) مبرهنة:

لتكن 
[image: image495.wmf]R

¾

®

¾

X

f

:

 دالة قيوسة وليكن 
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Î

a
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قيوسة (سواء كان 
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الإثبات:

إذا كان 
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بما أن الدالة 
[image: image502.wmf]f

 قيوسة بالفرض فإن الطرف الأيمن في المساواة الأخيرة عبارة عن مجموعة قيوسة وبالتالي 
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 قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
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من أجل 
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وهاتان المجموعتان قيوستان. بذلك نحصل على المطلوب. 
 (3-4) الدوال القيوسة على مجموعة:
       درسنا فيما سبق الدوال القيوسة من الشكل 
[image: image507.wmf](

)

(

)

R

R

B

,

,

:

¾

®

¾

F

X

f

، حيث 
[image: image508.wmf](

)

F

,

X

 فضاء قيوس، أي إننا درسنا قيوسية الدالة  
[image: image509.wmf]f

 على المجموعة 
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      في هذه الفقرة ندرس قيوسية دالة  
[image: image512.wmf]f

 على مجموعات جزئية من 
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 وقيوسة.
كما فعلنا سابقاً سنكتب اختصاراً  
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 للإشارة على الدالة من الشكل السابق.

(1-3-4) تعريف:

ليكن 
[image: image515.wmf](
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 فضاءً قيوساً ولتكن 
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نقول إن الدالة 
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 قيوسة على 
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 إذا كان:
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[image: image520.wmf]o

       نتعرف الآن على أهم خواص الدوال القيوسة على مجموعة. 
(2-3-4) مبرهنة:

(1)ـأيألأ إذا كانت الدالة 
[image: image521.wmf]f

 قيوسة على
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 وكانت 
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 مجموعة جزئية قيوسة، عندئذٍ تكون الدالة 
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 قيوسة على 
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(2) إذا كانت
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 مجموعات قيوسة ومنفصلة مثنى مثنى وكانت 
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 دالة قيوسة على كل 
[image: image528.wmf]i

E

 فتكون 
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 قيوسة على 
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الإثبات:

(1) من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image531.wmf]c

 لدينا:
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من ذلك ينتج أن المجموعة 
[image: image533.wmf](
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 قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image534.wmf]c

 ، وبالتالي الدالة  f قيوسة على
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(2) إذا وضعنا 
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 فتكون 
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 مجموعة قيوسة، ومن أجل أي عدد حقيقي 
[image: image538.wmf]c

 يكون  
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. من ذلك ينتج أن المجموعة 
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 قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
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، وبالتالي الدالة 
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 قيوسة على 
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. بذلك يتم المطلوب.

(3-3-4) مبرهنة:

لتكن 
[image: image544.wmf]1
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 و 
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 مجموعتين قيوستين ولتكن الدالة 
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 قيوسة على 
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 إذا وفقط إذا كان المقصوران 
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 دالتين قيوستين على 
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 على الترتيب.
الإثبات:

لنكتب للاختصار:
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ليكن 
[image: image554.wmf]c

 عدداً حقيقياً (كيفياً). 

نعتبر أن الدالة 
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 قيوسة على المجموعة 
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فتكون المجموعة 
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 قيوسة من أجل أي عدد
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، وبالتالي 
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 قيوسة على
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فينتج بشكل مشابه أن 
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 قيوسة على 
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 نعتبر الآن أن 
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 على الترتيب . عندئذٍ من أجل أي عدد 
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 يكون:
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وبالتالي 
[image: image573.wmf](
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 قيوسة من أجل أي عدد 
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. أي إن 
[image: image575.wmf]f

 قيوسة على 
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. وبذلك يتم  المطلوب.

(4-3-4) نتيجة:

إذا كانت 
[image: image577.wmf]f

 دالة معرفة وقيوسة على المجموعة القيوسة 
[image: image578.wmf]E
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 قيوسة (على 
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وتحقق: 
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الإثبات:

ينتج مباشرة من المبرهنة السابقة (4-3-3) بأخذ 
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  و
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 (5-3-4) مبرهنة:

لتكن 
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 مجموعة قيوسة و 
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كل دالة معرفة على 
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 تكون قيوسة على 
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الإثبات:

من أجل أي عدد حقيقي 
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 لدينا 
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بذلك يكون 
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 وبحسب المبرهنة (3-1-3) تكون المجموعة 
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 قيوسة من أجل أي عدد 
[image: image595.wmf]c

. بذلك يتم المطلوب.  

(4-4) الدوال البسيطة: 

     ندرس في هذه الفقرة نوعاً خاصاً من الدوال لها أهمية كبيرة في العديد من المجالات سواء في التحليل أو في نظرية القياس.

(1-4-4) تعريف:

لتكن 
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 مجموعة ما (غير خالية) و 
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  مجموعة جزئية من 
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المعرفة بالشكل:
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تسمى الدالة المميزة للمجموعة 
[image: image601.wmf]A
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[image: image602.wmf]o

     فيما يأتي نستعرض أهم خواص الدالة المميزة.
(2-4-4) مبرهنة:

لتكن 
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 و
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 مجموعتين جزئيتين من المجموعة 
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 الدالتين المميزتين الموافقتين. عندئذٍ يكون:
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         بشكل خاص يكون: 
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       بشكل خاص 
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 إذا وفقط إذا كانت المجموعات 
[image: image615.wmf]n

A

A

A

,...,

,

2

1

 تشكل تجزئة للمجموعة 
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وإذا كانت المتتالية 
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الإثبات:

(1) نعتبر أن 
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(2) لدينا:
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(3) و (4) يتم إثباتهما بشكل مشابه لـ (2). 

(5) نعتبر أن 
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وهذا يعني أنه توجد واحدة فقط ، ولتكن
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وبالعكس: إذا كان 
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وبالتالي فإن 
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أي إن المساواة 
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نعتبر الآن أن المجموعات 
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 تشكل تجزئة للمجموعة 
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إذا كان 
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أما إذا كان 
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بذلك يكون 
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(6) يترك كتمرين. 
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        فيما يتعلق بقيوسية الدالة المميزة لدينا: 
(3-4-4) مبرهنة:

لتكن 
[image: image682.wmf]E

 مجموعة قيوسة. عندئذٍ تكون الدالة المميزة 
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 قيوسة على 
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 إذا وفقط إذا كانت المجموعة  
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 قيوسة.
الإثبات:

ليكن 
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 عدداً حقيقياً . عندئذٍ:
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من هذا نجد أنه إذا كانت المجموعة 
[image: image688.wmf]A

 قيوسة فتكون الدالة 
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 قيوسة.

وبالعكس: إذا كانت الدالة 
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 فتكون المجموعة 
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لذلك تكون المجموعة 
[image: image696.wmf]A

 قيوسة. بذلك نحصل على المطلوب. 
(4-4-4) نتيجة:

من المبرهنة السابقة ينتج مباشرة أنه إذا كانت المجموعة 
[image: image697.wmf]A

 غير قيوسة فتكون الدالة المميزة لها 
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 غير قيوسة، حتى ولو كانت المجموعة 
[image: image699.wmf]E

 قيوسة. 
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      ننتقل الآن إلى دراسة الدوال البسيطة وهي تركيبات خطية منتهية لدوال مميزة.

(5-4-4) تعريف:

نقول عن دالة 
[image: image701.wmf]R
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 إنها بسيطة (على المجموعة 
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) إذا وجدت مجموعة منتهية من الأعداد الحقيقية 
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ومجموعات قيوسة 
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منقصلة مثنى مثنى بحيث إن:  
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(5-4-4) ملاحظة:

من التعريف السابق نلاحظ الآتي:
(1) للدالة البسيطة عدد منته من القيم هي 
[image: image706.wmf]{
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. وبشكل خاص فإن الدالة المميزة هي نوع خاص من الدوال البسيطة. 
(2) إذا كانت 
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 الدالة المميزة للمجموعة 
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 فيمكن كتابة الدالة البسيطة بالشكل: 
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وهذا التمثيل ليس وحيداً. 

من الواضح هنا أن المجموعات: 
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تشكل تجزئة للمجموعة 
[image: image711.wmf]E

، ونسمي هذا التمثيل بالشكل الطبيعي للدالة البسيطة 
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، وهو ليس وحيداً إلا إذا كانت كل القيم 
[image: image713.wmf]{

}

n

a

a

a

,...,

,

2

1

 مختلفة عن بعضها.
(3) سنرمز بـ 
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 للدوال البسيطة ، وإذا كان لها تمثيل طبيعي فنكتب:
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(4) بما أن المجموعات 
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 قيوسة فتكون الدوال المميزة لها 
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 قيوسة من أجل 
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      فيما يتعلق بالعمليات الجبرية على الدوال البسيطة لدينا:

(6-4-4) مبرهنة:

(1) حاصل جداء عدد حقيقي ثابت بدالة بسيطة هو دالة بسيطة.
(2) مجموع وفرق وجداء دالتين بسيطتين هو دالة بسيطة. 

الإثبات:

لتكن 
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 دالتين بسيطتين ولهما الشكل الطبيعي:
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حيث إن كل من 
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 تجزئة للمجموعة 
[image: image724.wmf]E

. 
(1) ليكن 
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 عدداً حقيقياً . عندئذٍ نجد أن: 
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وهذا يعني أن 
[image: image727.wmf]j
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 دالة بسيطة. 
(2) لدينا:
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وبمـا أن: 
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فيكـون لدينا:
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وهذا يعني أن 
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 دوال بسيطة على 
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. بذلك يتم المطلوب. 
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      سنحتاج لاحقاً ، وفي أماكن عدة، لما يسمى الدالة البسيطة غير السالبة، لذا نقدم: 
(7-4-4) تعريف:

نقول عن الدالة البسيطة 
[image: image736.wmf](
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 إنها غير سالبة إذا كانت كل الأعداد 
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 غير سالبة. 
(8-4-4) مثال:

الدالة البسيطة 
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 المعرفة بالشكل:
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هي دالة بسيطة غير سالبة، بينما الدالة 
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 المعرفة بالشكل: 
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هي دالة ليست غير سالبة.  
(5-4) نهايات متتاليات الدوال القيوسة:
      ندرس في هذه الفقرة تقارب متتالية من الدوال القيوسة وهل نهايتها دالة قيوسة؟ بشكل خاص سنبيّن أن كل دالة قيوسة هي نهاية متتالية متزايدة من الدوال البسيطة (المدروسة في الفقرة السابقة).
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       فيما يلي نعتبر أن 
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(1-5-4) مبرهنة:

لتكن 
[image: image747.wmf]{
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 متتالية من الدوال القيوسة على المجموعة 
[image: image748.wmf]E

 ومتقاربة نقطياً من دالة 
[image: image749.wmf]f

 (محدودة أو غير محدودة). عندئذ : 
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 دالة قيوسة على 
[image: image751.wmf]E

 .
(العبارة: قيوسة تعني 
[image: image752.wmf]F

-

قيوسة).
الإثبات: 
ليكن c عدداً حقيقياً (كيفياً), ولنضع: 
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ولنثبت أن 
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في الواقع: بما أن الدوال 
[image: image755.wmf]n

f

 قيوسة بالفرض فتكون المجموعات 
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إذا كان 
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لذلك يوجد عدد طبيعي 
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 من أجله يكون:
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بذلك يكون  
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ينتج من ذلك أن 
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وبالعكس: إذا كان 
[image: image771.wmf]U

U

¥

=

¥

=

Î

1

1

n

m

n

m

B

x

 فإن 
[image: image772.wmf]n

m

B

x

Î

 من أجل بعض قيم 
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 و 
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 .
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وعندما 
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بذلك نحصل على المساواة المطلوبة، ومنها ينتج أن المجموعة 
[image: image783.wmf](
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 قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
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. أي إن الدالة 
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 قيوسة على 
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 . بذلك يتم المطلوب . 
(2-5-4) مبرهنة:

لتكن 
[image: image787.wmf]R

¾

®

¾

E

f

:

 دالة قيوسة وغير سالبة على المجموعة 
[image: image788.wmf]E

. عندئذٍ توجد متتالية متزايدة من الدوال البسيطة وغير السالبة 
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 متقاربة نقطياً على 
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 من الدالة 
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.
وإذا كانت الدالة  
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 محدودة فيكون التقارب منتظماً.

الإثبات: 
ليكن 
[image: image793.wmf]n

 عدداً طبيعياً، ولنعرف المجموعات:
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حيث إن 
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بما أن الدالة 
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 قيوسة فتكون المجموعات 
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 قيوسة ومنفصلة مثنى مثنى و:
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نضع الآن:
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فنجد أن الدوال 
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 غير سالبة، ويمكن كتابتها بالشكل:
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أي إن 
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 دالة بسيطة وقيوسة، ولنبين أن 
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عند الانتقال من العدد 
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 إلى العدد 
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لذلك من أجل 
[image: image810.wmf]n

 مثبت يكون  
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لدينا الآن من أجل 
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n

E

x

Î

:

[image: image813.wmf](

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

Î

+

Î

=

=

+

+

+

+

+

+

.

;

2

1

2

;

2

2

,

2

1

2

1

1

2

1

1

1

k

n

n

k

n

n

n

n

n

E

x

k

E

x

k

x

k

x

j

j


ومنه ينتج أن:
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وبمـا أن 
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 فيكون لدينا من أجل 
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بذلك يكـون:
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لإثبات أن المتتالية 
[image: image819.wmf]{

}

n

j

 متقاربة من الدالة 
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 في كل نقطة 
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الأولى: 
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الثانية:  
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لذلك من أجل 
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 يوجد عدد مناسب 
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 بحيث إن 
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وبالتالي يكون 
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بجعل 
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 نجد أن:


[image: image833.wmf](

)

(

)

.

;

lim

E

x

x

f

x

n

n

Î

=

¥

®

j


وهذا التقارب منتظم. بذلك يتم المطلوب.

(3-5-4) مبرهنة:

إذا كانت 
[image: image834.wmf]R
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 دالة قيوسة (ليست بالضرورة غير سالبة) فتوجد متتالية من الدوال البسيطة 
[image: image835.wmf]{
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 متقاربة نقطياً على 
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 من 
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. وإذا كانت 
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 دالة محدودة فيكون التقارب منتظماً.

الإثبات: 
اعتماداً على الدالة 
[image: image839.wmf]f

 نعرف دالتين قيوستين وغير سالبتين 
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وهنا يكـون:
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بحسب المبرهنة السابقة توجد متتاليتان متزايدتان من الدوال البسيطة وغير السالبة 
[image: image844.wmf]{
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 متقاربتان من 
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 على الترتيب. لذلك تكون المتتالية 
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 متقاربة من الدالة  
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. بذلك يتم المطلوب.

(4-5-4) نتيجة:

تكون الدالة 
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 قيوسة إذا وفقط إذا وجدت متتالية من الدوال البسيطة 
[image: image851.wmf]{
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 متقاربة نقطياً من 
[image: image852.wmf]f

. ينتج ذلك من المبرهنتين السابقتين.

(5-5-4) مبرهنة:

لتكن 
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 متتالية من الدوال القيوسة على المجموعة 
[image: image854.wmf]E

. عندئذٍ تكون الدوال الآتية قيوسة على 
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الإثبات: 
ليكن 
[image: image857.wmf]c

 عدداً حقيقياً (كيفياً ). عندئذ: 
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من هذا ينتج أن كلاً من 
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 و 
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 دالة قيوسة.

وبما أن: 
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فتكون الدوال 
[image: image862.wmf]3
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 و 
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 قيوسة. بذلك يتم المطلوب.

(6-5-4) نتيجة:

(1) إذا كانت 
[image: image864.wmf]{
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 متتالية من الدوال القيوسة على المجموعة 
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 ومتقاربة نقطياً من دالة 
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 فتكون 
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 قيوسة أيضاً. ينتج ذلك من:
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والمبرهنة السابقة. هذا ينسجم طبعاً مع المبرهنة (1-5-4). 
(2) مجموعة النقاط 
[image: image869.wmf]E
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 التي تكون فيها النهاية 
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 موجودة، ولنرمز لها بـ 
[image: image871.wmf]E

¢

 هي مجموعة قيوسة، لأن: 

[image: image872.wmf](

)

{

}

(

)

(

)

.

inf

lim

sup

lim

:

lim

:

þ

ý

ü

î

í

ì

=

Î

=

$

Î

=

¢

¥

®

¥

®

¥

®

x

f

x

f

E

x

x

f

E

x

E

n

n

n

n

n

n



[image: image873.wmf]o

     لاحظ هنا أن 
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 قد تكون مجموعة جزئية تماماً من 
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، كما يبين المثال الآتي:
(7-5-4) مثال:

على المجموعة 
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واضح ان الدوال 
[image: image879.wmf]n
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 قيوسة على 
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، ويكون: 
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هنا 
[image: image882.wmf]{
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(8-5-4) مبرهنة: 
لتكن 
[image: image883.wmf]E

 مجموعة قيوسة وقياسها 
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 متتالية من الدوال القيوسة على 
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 ومتقاربة نقطياً من دالة حقيقية قيوسة 
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. عندئذٍ: 
من أجل أي عددين مفروضين 
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 و 
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 توجد مجموعة جزئية 
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الإثبات:

من أجل 
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 نعرف المجموعات 
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بما أن كلاً من 
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 و 
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 دوال قيوسة فتكون المجموعات 
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 قيوسة. 
نضع الآن:
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فنجد أن 
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 توجد مجموعات 
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وهذا يعني بدوره أن المتتالية 
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، وهذا غير صحيح). 
لذلك فإن متتالية المجموعات 
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لذلك من أجل عدد مفروض 
[image: image915.wmf]0
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 يوجد عدد طبيعي 
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 بحيث إن :
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بشكل خاص يكون 
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فإذا أخذنا 
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هذا يعني بعبارة أخرى:
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بذلك يتم المطلوب.
(9-5-4) ملاحظة:

في المبرهنة السابقة يعتبر الشرط 
[image: image924.wmf](
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 أساسياً ولا يمكن إهماله، ومن دونه تصبح المبرهنة غير صحيحة، كما يبين المثال الآتي:
(10-5-4) مثال:

لنأخذ المجموعة 
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فنجد أن الدوال 
[image: image929.wmf]n
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 قيوسة على 
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 كما أن 
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فإذا ما أخذنا 
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(6-4) التقارب تقريباً في كل مكان والتقارب بالقياس: 

     ما يعلمه الطالب حتى الآن من أنواع تقارب متتاليات الدوال:

   التقارب النقطي، التقارب المنتظم، التقارب المطلق والتقارب الشرطي. 


[image: image937.wmf]o

     يوجد أنواع أخرى للتقارب سنتعرف على بعضها في هذه الفقرة ، حيث يمكن أن تتحقق بعض أنواع التقاربات السابقة على مجموعة جزئية من مجموعة تعريف المتتالية  لذلك نبدأ مع:

(1-6-4) تعريف:

لتكن 
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 متتالية من الدوال القيوسة على المجموعة  
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. عندئذٍ:

(1) نقول إن المتتالية 
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 متقاربة تقريباً في كل مكان على 
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 من الدالة 
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 إذا تحقق الآتي:
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في هذه الحالة نكتب  
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(2) نقول إن المتتالية 
[image: image952.wmf]{
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 متقاربة بالقياس
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 إذا كان:
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في هذه الحالة نكتب  
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(2-6-4) ملاحظة:

من التعريف السابق نلاحظ الآتي:

(1) تقارب المتتالية 
[image: image959.wmf]{
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 تقريباً في كل مكان على المجموعة 
[image: image960.wmf]E

 من الدالة 
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 يعني تقارب المتتالية 
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 باستثناء مجموعة جزئية منها قياسها صفر، 
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(2) تقارب المتتالية 
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 بالقياس على 
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 من الدالة 
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 يعني أنه: 

من أجل كل عددين مفروضين 
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وهذا يعني أنه من أجل القيم الكبيرة بشكل كافٍ لـ 
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 يكون 
[image: image973.wmf](

)

(

)

d

<

-

x

f

x

f

n

 باستثناء مجموعة 
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 قياسها صغير بقدر ما نريد (أصغر من 
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 فهي تتعلق بـ 
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 لكن قياسها يبقى صغيراً من أجل 
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 كبير (
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        تعتبر المبرهنة الآتية نسخة معدّلة عن المبرهنة (8-5-4). 

(3-6-4) مبرهنة:

لتكن 
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 مجموعة قيوسة وقياسها محدود، 
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 متتالية من الدوال القيوسة والمتقاربة تقريباً في كل مكان على 
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 من دالة  
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 . عندئذٍ: 
من أجل أي عددين مفروضين 
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 توجد مجموعة جزئية 
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 بحيث إن 
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الإثبات:

لتكـن: 
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عندئذ يكون 
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الآن نطبق المبرهنة (8-5-4) من أجل المجموعة 
[image: image997.wmf]'
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نأخذ 
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 فنحصل على المطلوب بملاحظة أن : 
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      وتعتبر المبرهنة الآتية نسخة معدّلة عن المبرهنة (1-5-4).

(4-6-4) مبرهنة:

لتكن 
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 متتالية من الدوال القيوسة على المجموعة 
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 ومتقاربة تقريباً في كل مكان على 
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 من دالة  
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. عندئذٍ تكون 
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 دالة قيوسة . 

الإثبات:

لنضع: 

. 
[image: image1009.wmf](

)

(

)

{

}

x

f

x

f

E

x

E

n

n

¹

Î

=

¢

¥

®

lim

:


فيكون 
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 قيوسة على 
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بحسب المبرهنة (5-3-4) فإن 
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 قيوسة على المجموعة 
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 فتكون 
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 قيوسة على 
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 بحسب المبرهنة (4-3-2). 
بذلك يتم المطلوب.

[image: image1018.wmf]o

      فيما يأتي نوجد العلاقات بين التقاربات : تقريباً في كل مكان ، بالقياس، المنتظم. 

(5-6-4) مبرهنة (ليبيغ):

لتكن 
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 مجموعة قيوسة وقياسها محدود، 
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 متتالية من الدوال القيوسة والمتقاربة تقريباً في كل مكان على 
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 من دالة 
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. عندئذٍ: 

تكون المتتالية 
[image: image1024.wmf]{

}

n

f

 متقاربة بالقياس من 
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 نفسه.

الإثبات:

بحسب المبرهنة (4-6-4) تكون الدالة 
[image: image1026.wmf]f

 قيوسة على المجموعة 
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للاختصار نكتب:
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وعلينا إثبات أن:
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ليكن 
[image: image1030.wmf]0
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 عدداً كيفياً . عندئذٍ بحسب المبرهنة (3-6-4) توجد مجموعة جزئية قيوسة 
[image: image1031.wmf]E
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لذلك يكون:
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وبالتالي:
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ومنه نحصل على المطلوب.

(6-6-4) ملاحظة:

إن عكس المبرهنة السابقة غير صحيح في الحالة العامة، أي إن المتتالية المتقاربة بالقياس ليست بالضرورة متقاربة تقريباً في كل مكان، بل أكثر من ذلك ربما لا تتقارب في أية نقطة، كما يبين المثال الآتي. هذا يعني أن التقارب بالقياس أكثر عمومية من التقارب تقريباً في كل مكان.
(7-6-4) مثال:

لنأخذ المجال 
[image: image1037.wmf][

]

1

,

0

=

E

 ولنجزئه إلى 
[image: image1038.wmf]n

 جزءاً:


[image: image1039.wmf],...

2

,

1

;

1

,

1

,

...

,

2

,

1

,

1

,

0

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

n

n

n

n

n

n


ثم لنكتب: 
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لنرتب المجالات السابقة بالشكل:
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وهي طبعاً على الترتيب:
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ثم لنأخذ المتتالية 
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يمكن ترتيب حدود هذه المتتالية على هيئة متتالية بدليل واحد 
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ونبين أن هذه المتتالية متقاربة بالقياس على المجال 
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لذلك يكون: 
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بملاحظة أن 
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وهذا يعني أن المتتالية 
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لذلك من أجل كل 
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أي إن المتتالية 
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      بالرغم من أن عكس المبرهنة (5-6-4) غير صحيح في الحالة العامة، إلا أن المبرهنة التالية تعطينا شيئاً مهماً.

(8-6-4) مبرهنة (ريس):
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أما متتالية الأدلة 
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ويتم ذلك كالآتي:

نختار الدليل 
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طبعا 
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ثم نختار الدليل 
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طبعا 
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بذلك نحصل على متتالية الأدلة 
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فنجد أن: 
[image: image1100.wmf]....

2

1

É

É

R

R

 (أي إن المتتالية 
[image: image1101.wmf]{

}

i

R

 متناقصة).

من ناحية ثانية لدينا:


[image: image1102.wmf](

)

(

)

(

)

.

å

å

¥

=

¥

=

<

³

-

£

i

k

k

i

k

k

n

i

f

f

E

R

k

h

d

l

l


وبما أن المتسلسلة العددية 
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بقي علينا إثبات أن:
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في الواقع إذا كان 
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بذلك يكـون: 
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وبما أن 
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(9-6-4) مبرهنة (ايغورف):
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الإثبات:
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نعيد العملية، حيث نأخذ  
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وهكذا نتابع على المنوال نفسه، فنجد في الخطوة رقم 
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نضع الآن 
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لدينا الآن:
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لذلك من أجل 
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فإذا اخترنا 
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وهذا يعني أن المتتالية 
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(10-6-4) ملاحظة:

في المبرهنة السابقة فرضنا أن قياس المجموعة 
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 محدود. وهذا شرط أساسي لا يمكن إهماله. فلو أخذنا مثلاً المجموعة 
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المعرفة بالشكل: 
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فلن تتحقق المبرهنة (4-6-9). 
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      فيما يتعلق بنهايات المتتاليات المتقاربة تقريباً في كل مكان والمتقاربة بالقياس لدينا الآتي: 
 (11-6-4) مبرهنة:

(1) إذا كانت المتتالية 
[image: image1167.wmf]{

}

n

f

 متقاربة تقريباً في كل مكان على المجموعة 
[image: image1168.wmf]E

 من دالة 
[image: image1169.wmf]f

 وكان 
[image: image1170.wmf]f

g

e

a

.

=

 على 
[image: image1171.wmf]E

 فتكون 
[image: image1172.wmf]{

}

n

f

 متقاربة تقريباً في كل مكان من 
[image: image1173.wmf]g

.

(2) إذا كان 
[image: image1174.wmf]f

f

e

a

n

n

.

¾

¾

®

¾

¥

®

 و 
[image: image1175.wmf]g

f

e

a

n

n

.

¾

¾

®

¾

¥

®

 فإن 
[image: image1176.wmf]g

f

e

a

.

=

.

الإثبات:

(1) لنضـع :


[image: image1177.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

(

)

{

}

,

:

,

lim

:

2

1

x

g

x

f

E

x

E

x

f

x

f

E

x

E

n

n

¹

Î

=

¹

Î

=

¥

®


فيكون 
[image: image1178.wmf](

)

(

)

0

2

1

=

=

E

E

l

l

 ، وبالتالي ايضاً 
[image: image1179.wmf](

)

0

2

1

=

E

E

U

l

. وبما أن:


[image: image1180.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

\

;

E

E

E

x

x

g

x

f

x

f

x

f

x

g

x

f

n

n

U

Î

-

+

-

£

-


فينتج من ذلك أن 
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فيكون 
[image: image1183.wmf](

)

(

)

0

2

1

=

=

F

F

l

l

 وبالتالي أيضاً 
[image: image1184.wmf](

)

0

2

1

=

F

F

U

l

. 
لدينا الآن:


[image: image1185.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

\

;

lim

2

1

F

F

E

x

x

g

x

f

x

f

n

n

U

Î

=

=

¥

®


أي إن 
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(12-6-4) مبرهنة:

إذا كانت المتتالية 
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الإثبات: 
لنضـع :
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لذلك يكون:
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أي إن 
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 (13-6-4) مبرهنة:

إذا كانت المتتالية 
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 من دالة 
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 فإن النهاية 
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 وحيدة تقريباً في كل مكان.

الإثبات:

لتكن 
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بما أن:
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فإنه من أجل كل عدد 
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لذلك يكون: 
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والطرف الأيمن ينتهي للصفر عندما 
[image: image1211.wmf]¥

®

n

 من أجل أي 
[image: image1212.wmf]0

>

d

، وبالتالي:


[image: image1213.wmf](

)

(

)

.

0

;

0

>

"

=

³

-

d

d

l

g

f

E


من ناحية ثانية فإن:
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وقياس المجموعة في الطرف الأيمن صفر.

بذلك يكون 
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(14-6-4) مبرهنة:

لتكن 
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الإثبات:

(1) من أجل أي 
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بأخذ قياس الطرفين وملاحظة أن قياس الطرف الأيمن ينتهي إلى الصفر عندما 
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 نحصل على (1).

(2) إذا كان 
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ومنه نحصل على (2).

(3) بملاحظة أن:
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نحصل على (3).

(4) نعتبر أن 
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من تعريف التقارب بالقياس نجد أن دالة النهاية 
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 تكون محدودة تقريباً في كل مكان. لذلك من أجل كل عدد 
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ليكن العدد 
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>

d

 ولنضع 

[image: image1247.wmf](

)

.

d

d

³

-

=

f

f

E

E

n


عندئذٍ: على المجموعة 
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(المتراجحة الأخيرة تكون باختيار مناسب للعدد 
[image: image1250.wmf]d

). لذلك من أجل 
[image: image1251.wmf]n

 كبير بشكل كافٍ يكون 
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ومنه ينتج أن 
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(5) بما أن:


[image: image1256.wmf](

)

(

)

[

]

2

2

4

1

n

n

n

n

n

n

g

f

g

f

g

f

-

-

+

=

×


فنحصل على المطلوب بحسب ما تقدم. 

(15-6-4) ملاحظة:

في (4) و (5) من المبرهنة السابقة الشرط 
[image: image1257.wmf](
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(16-6-4) مثال:

لنأخذ المجموعة 
[image: image1258.wmf][

,

0

]

¥

=

E

 والمتتاليتين 
[image: image1259.wmf]R

¾

®

¾

:

,

n

n

g

f

 المعرفتين بالشكل: 


[image: image1260.wmf](

)

(

)

E

x

c

x

g

E

x

x

x

f

n

n

n

Î

=

Î

=

;

;


حيث 
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 متتالية من الأعداد الحقيقية التي تحقق:
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لدينا هنا 
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ومن أجل أي 
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 يكون: 
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وهذا يعني أن المتتالية 
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(7-4) تقريب الدوال القيوسة: 
      ندرس في هذه الفقرة امكانية تقريب الدوال القيوسة بدوال معروفة الخواص.

 (1-7-4) مبرهنة:

لتكن 
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 دالة قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان على 
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[image: image1274.wmf]E

 بحيث إن:  


[image: image1275.wmf](

)

(

)

.

e

l

<

¹

g

f

E


هنا 
[image: image1276.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

x

g

x

f

E

x

g

f

E

¹

Î

=

¹

:

.
الإثبات:

لنضع:
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فيكون لدينا بحسب الفرض 
[image: image1278.wmf](

)

0

=

D

l

. وبما أن:


[image: image1279.wmf]....

....

1

2

1

É

É

É

É

É

+

n

n

E

E

E

E


فيكـون 
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لذلك يوجد عدد 
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الآن يمكننا تعريف الدالة 
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من الواضح أن الدالة 
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 محدودة على 
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بذلك يتم المطلوب.

(2-7-4) نتيجة:

كل دالة قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان 
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 يمكن جعلها دالة قيوسة ومحدودة على 
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بعبارة أخرى : يمكن جعل الدالة 
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(3-7-4) مبرهنة (لوزين):

لتكن 
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 دالة قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان على 
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الإثبات:
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والمجموعات 
[image: image1309.wmf]i

A

 منفصلة مثنى مثنى وقيوسة. 
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. عندئذٍ (من كون المجموعات 
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 قيوسة – انظر المسألة (6-4)) توجد مجموعات مغلقة 
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نفرض الآن 
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بما أن المجموعات 
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 مغلقة ومنفصلة مثنى مثنى والدالة 
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نفرض 
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نضع الآن: 


[image: image1337.wmf]{

}

,...

2

,

1

;

1

:

=

£

£

-

=

k

k

x

k

x

B

M

k

I


فنجد أن المجموعات 
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بحسب مبرهنة (إيغوروف) (9-6-4) فإنه من أجل كل 
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والمتتالية 
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من ذلك ينتج أن:
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كما أن المتتالية 
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بذلك يتم المطلوب. 
(4-7-4) نتيجة:

من أجل كل دالة  
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 قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان على المجموعة 
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إضافة لذلك: إذا وُجد عدد ثابت موجب 
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( انظر المبرهنة الآتية (6-7-4) أدناه)، التي نحتاج في إثباتها إلى التمهيدية الآتية: 
(5-7-4) تمهيدية:
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بدون تحديد العموميات، يمكن اعتبار المجال 
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وبما أن الدالة 
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لذلك يمكن اعتبار 
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نأخذ الآن: 
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عندئذ تقع 
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وهكذا نتابع على نفس المنوال فنحصل على متتالية من المجالات المتممة: 
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وتحقق: 
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والآن من المتراجحات: 
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وبما أن قيم الدالة الخطية، على أي مجال، تقع بين قيمتي هذه الدالة في طرفي ذلك المجال فيكون:  
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بذلك تكون الدالة 
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بذلك يتم المطلوب. 
(6-7-4) مبرهنة (بوريل):
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 دالة قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان على المجال 
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[image: image1446.wmf][

]

R

¾

®

¾

b

a

g

,

:

 مستمرة على المجال 
[image: image1447.wmf][

]

b

a

,

 بحيث يكون: 


[image: image1448.wmf](

)

(

)

.

e

d

l

<

³

-

g

f

E


وإذا كانت الدالة 
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حيث 
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الإثبات: 
في البداية نعتبر أن الدالة 
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ولنأخذ عددين 
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وهذه المجموعات قيوسة ومنفصلة مثنى مثنى، كما أن 
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 نشكل مجموعة جزئية مغلقة 
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ثم نضع 
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لدينا الآن:
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لذلك يكـون:
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والآن نعرف على المجموعة 
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  دالة 
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 بالشكل:
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والدالة 
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 مستمرة على المجموعة 
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 ، كما أن:
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يكـون أيضاً:
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وحسب التمهيدية السابقة توجد دالة 
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 مستمرة على المجال 
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ويكون أيضاً:
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بذلك يكون:     
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وهكذا نكون قد أثبتنا وجود الدالة المطلوبة 
[image: image1479.wmf]g

 عندما تكون الدالة 
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 محدودة على المجال 
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  دالة (كيفية) قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان على 
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. عندئذٍ: بحسب المبرهنة (1-7-4) توجد دالة محدودة 
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وحسب القسم الأول من هذا الإثبات توجد دالة مستمرة 
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فإن:
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وبذلك يتم المطلوب.

(7-7-4) نتيجة:

من أجل كل دالة 
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 قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان توجد متتالية 
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 من الدوال المستمرة على 
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 ، ويتم تشكيل المتتالية 
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نأخذ أي متتاليتين من الأعداد الحقيقية الموجبة 
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وبحسب المبرهنة (6-7-4) السابقة توجد دوال مستمرة 
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وبما أنه من أجل أي عدد 
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لذلك من أجل أي عدد 
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وهذا يعني أن:  
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(8-7-4) مبرهنة (فريشيه):

لتكن 
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 دالة قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان على المجال
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. عندئذٍ : توجد متتالية من الدوال المستمرة على 
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 والمتقاربة تقريباً في كل مكان على 
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الإثبات: 

بحسب النتيجة (7-7-4) توجد متتالية 
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 من الدوال المستمرة متقاربة بالقياس على المجال 
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. وحسب المبرهنة (8-6-4) توجد متتالية جزئية 
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هذه المتتالية الجزئية تحقق المطلوب.
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      فيما يأتي ندرس إمكانية تقريب الدوال القيوسة بكثيرات حدود (وهي نوع خاص من الدوال المستمرة). 
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     كالعادة تعرف التوافيق بالشكل  
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 ، ويرمز لها احيانا بـ 
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لذلك نقدم بعض التمهيدات.

(9-7-4) تمهيدية:

من أجل كل عدد حقيقي 
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 يتحقق الآتي:
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الإثبات: 

نعلـم أن:


[image: image1526.wmf](

)

.

0

å

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

n

k

k

n

k

n

b

a

k

n

b

a


فإذا ما أخذنا 
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بحسب (1) يكـون لدينا: 
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نشتق هذه العلاقة بالنسبة إلى 
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 ثم نضرب الناتج بـ 
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 فنجد:
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نشتق هذه العلاقة بالنسبة إلى 
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 ثم نضرب الناتج بـ 
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 فنجد: 
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والآن نأخذ 
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نضرب المساواة (6) بـ 
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 ، ثم نجمع العلاقات الناتجة مع بعضها فنجد:


[image: image1544.wmf](

)

(

)

(

)

.

1

1

0

2

x

x

n

x

x

nx

k

k

n

n

k

k

n

k

-

=

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

å

=

-

                     (9)

وبمـا أن:
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فإن: 
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بذلك يتم المطلوب.

(10-7-4) تعريف:

لتكن 
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 دالة محدودة ، ولنعرف كثيرة حدود 
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نسمي 
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 كثيرة حدود برنشتاين من الدرجة 
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 للدالة 
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(11-7-4) مبرهنة:

إذا كانت الدالة 
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 متقاربة بانتظام على المجال 
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  نفسها.

الإثبات: 

لنضع  
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 مستمرة بانتظام على المجال 
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لنأخذ الآن مثل هذا العدد 
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 (المثبت) فنجد الآتي:

من أجل أي 
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ومن ثم                
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لذلك يكون:
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الآن نقسم مجموعة الأدلة 
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فنجد أنه من أجل 
[image: image1572.wmf]1

I

k

Î

 يكون:


[image: image1573.wmf](

)

,

;

1

I

k

x

f

n

k

f

Î

<

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

e


وبالتالي:
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ومن أجل 
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وبالتالي: 
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لدينا الآن من أجل أي 
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نختار العدد 
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 كبيراً جداً بحيث يكون 
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ومنه نحصل على المطلوب.


[image: image1586.wmf]o

       فيما يأتي نبين إمكانية تقريب الدوال القيوسة بكثيرات حدود جبرية، حيث نقصد بكثيرة الحدود الجبرية التركيب الخطي:
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والعدد 
[image: image1588.wmf]m

 هو درجة كثيرة الحدود 
[image: image1589.wmf])
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(12-7-4) مبرهنة (فايرشتراس):

إذا كانت الدالة 
[image: image1590.wmf][
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 مستمرة فإنه من أجل كل عدد 
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 توجد كثيرة حدود 
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الإثبات:

إذا كان المجال 
[image: image1594.wmf][
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 فينتج وجود كثيرة الحدود المطلوبة مباشرة من المبرهنة السابقة. لذلك سنعتبر الآن أن 
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هذه الدالة مستمرة على المجال 
[image: image1598.wmf][
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بإجراء التحويل 
[image: image1601.wmf]a
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لذلك يكون:
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نأخذ 
[image: image1604.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

a

b

a

x

Q

x

P

 فنحصل على المطلوب.
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      بالاستفادة من مبرهنة فايرشتراس يمكن تعديل المبرهنتين (6-7-4) و (8-7-4) لتصبحا على الشكل الآتي:
(13-7-4) مبرهنة (فريشيه):

إذا كانت الدالة 
[image: image1606.wmf][
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 قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان فتوجد متتالية 
[image: image1607.wmf]{
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 من كثيرات الحدود متقاربة تقريباً في كل مكان على 
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[image: image1609.wmf]f

.

الإثبات: 

بحسب المبرهنة (8-7-4) توجد متتالية 
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 من الدوال المستمرة ومتقاربة تقريباً في كل مكان على المجال 
[image: image1611.wmf][

]

b

a

,

 من الدالة 
[image: image1612.wmf]f

. وحسب مبرهنة فايرشتراس (12-7-4) فإنه من أجل كل عدد 
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 توجد كثيرة حدود 
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لنضع:
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فيكون 
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لدينا الآن من أجل 
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لذلك يكون:
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وهذا يعني أن المتتالية 
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 متقاربة تقريباً في كل مكان على 
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[image: image1624.wmf]f
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(14-7-4) مبرهنة (بوريل):

إذا كانت 
[image: image1625.wmf][
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 دالة قيوسة ومحدودة تقريباً في كل مكان فتوجد متتالية من كثيرات الحدود 
[image: image1626.wmf]{

}

n

P
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 ، كما أن: 


[image: image1628.wmf](

)

[

]

(

)

.

max

,

x

f

x

P

b

a

x

n

Î

£


الإثبات: 

بحسب النتيجة (7-7-4) توجد متتالية 
[image: image1629.wmf]{
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 من الدوال المستمرة على المجال  
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 ومتقاربة بالقياس من الدالة 
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. وبحسب المبرهنة (12-7-4) فإنه من أجل كل 
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 توجد كثيرة حدود مناسبة 
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الباقي ينتج مباشرة مما تقدم. 

(8-4) أمـثـلة:
في هذه الفقرة نعرض بعض الأمثلة عن دوال قيوسة وأخرى غير قيوسة.

(1-8-4) مثال:

لتكن 
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 دالة ديريخليه المعرفة بالشكل:
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ولنبين أن هذه الدالة قيوسة على 
[image: image1637.wmf]R

. في الواقع توجد عدة إمكانيات لتبيان ذلك، حيث يمكننا الاستفادة من المبرهنة (3-2-4).

من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image1638.wmf]c

 لدينا :
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وبما أن كلاً من 
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 و 
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 مجموعات قيوسة (كونها مجموعات بوريلية) فينتج أن المجموعة 
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 قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
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، وبالتالي
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 قيوسة على 
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بطريقة أخرى: كان يمكن أن نأخذ:
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لنجد أن الدالة 
[image: image1648.wmf]j

 قيوسة على 
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كذلك كان يمكن أخذ إحدى المجموعتين 
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 لنجد المطلوب. 
(2-8-4) مثال:

لتكن 
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ولنبين أن هذه الدالة قيوسة على المجموعة
[image: image1654.wmf][
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هنا لدينا أيضاً عدة إمكانيات.

طريقة (1): نوجد إحدى المجموعات: 
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كما فعلنا في المثال السابق ونبين أنها قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image1656.wmf]c

.

طريقة (2): نستفيد من المثال السابق والمبرهنة (2-3-4) ، حيث وجدنا أعلاه أن الدالة 
[image: image1657.wmf]j

 قيوسة على المجموعة 
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 مجموعة جزئية من 
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 وقيوسة فتكون الدالة 
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 قيوسة على 
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(3-8-4) مثال:

لتكن الدالة (دالة القسم الصحيح): 
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ولنبين أنها قيوسة.

معلوم أن كل مجال 
[image: image1664.wmf][
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 مجموعة بوريلية، ومن أجل أي عدد حقيقي 
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 لدينا:
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من ذلك نجد أن الدالة 
[image: image1667.wmf]f

 قيوسة على 
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(4-8-4) مثال:

الدالة 
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 المعرفة بالشكل:
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قيوسة على 
[image: image1671.wmf]R

 لأن:

طريقة (1): من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image1672.wmf]c

 لدينا:
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من ذلك ينتج أن المجموعة 
[image: image1674.wmf](
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 قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
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 وبالتالي الدالة 
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 قيوسة على 
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طريقة (2): إذا كتبنا 
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 وبالتالي الدالة 
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 قيوسة على المجموعة 
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· الدالة 
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 فهي قيوسة علىيها، لذلك تكون 
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 قيوسة على المجموعة 
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 وذلك بحسب المبرهنة (2-3-4).
طريقة (3):

نحسب إحدى المجموعات: 
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ونبين أنها قيوسة من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image1687.wmf]c

.

(5-8-4) مثال:

لتكن الدالة 
[image: image1688.wmf][
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هذه الدالة قيوسة على المجموعة 
[image: image1690.wmf][
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 وذلك بحسب المثال السابق والمبرهنة (2-3-4).  وبطريقة أخرى يكون لدينا من أجل أي عدد حقيقي 
[image: image1691.wmf]c
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(6-8-4) مثال عن دالة غير قيوسة:

لتكن 
[image: image1693.wmf]D

 مجموعة جزئية من المجال 
[image: image1694.wmf][
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 وغير قيوسة (هكذا مجموعة موجودة بحسب (3-5-3) والمثال (3-5-2)، ولتكن الدالة 
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 المعرفة بالشكل:
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هذه الدالة غير قيوسة لأنه من أجل العدد الحقيقي 
[image: image1697.wmf]0
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 لدينا:
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وهي مجموعة غير قيوسة. 

(7-8-4) ملاحظة:

نعلم أنه إذا كانت
[image: image1699.wmf]f

 دالة قيوسة فتكون كذلك الدالة 
[image: image1700.wmf]f

.

لكن العكس غير صحيح في الحالة العامة، حيث يبين المثال الآتي أن الدالة 
[image: image1701.wmf]f

 قيوسة بينما الدالة 
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 غير قيوسة.

(8-8-4) مثال:

لتكن 
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 مجموعة جزئية من المجال 
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عندئذٍ من أجل 
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 نجد:
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وهي مجموعة غير قيوسة. لذلك الدالة 
[image: image1709.wmf]f

 غير قيوسة. ولكن من أجل أي عدد 
[image: image1710.wmf]c

 لدينا:
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وهذا يعني أن الدالة 
[image: image1712.wmf]f

 قيوسة على المجال 
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]

1

,

0

 (بالرغم من كون 
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 غير قيوسة).

(9-8-4) مثال:  
لتكن
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  دالة كانتور ولتكن 
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 مجموعة جزئية من المجال 
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 وقياسها 
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 مجموعة قيوسة (حسب ليبيغ). 


[image: image1722.wmf]o

       إضافة لذلك نذكر الآتي: 
إذا كانت الدالة  f  قيوسة (حسب بوريل) وكانت 
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 مجموعة بوريلية فتكون 
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 مجموعة بوريلية أيضاً.

(10-8-4) مثال:

إذا كانت 
[image: image1725.wmf]f

 دالة قيوسة حسب بوريل وكانت 
[image: image1726.wmf]g

 دالة قيوسة حسب ليبيغ فتكون الدالة 
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 قيوسة حسب لبيبغ (قارن مع المسألة (9-4) ).

للتأكد من صحة هذا القول يكفي إثبات الآتي:

إذا كانت 
[image: image1728.wmf]f

 قيوسة حسب ليبيغ وكانت 
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 مجموعة بوريلية فإن 
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 مجموعة قيوسة حسب ليبيغ.  في الواقع نعلم أن:
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من ذلك ينتج أن الصف المؤلف من المجموعات 
[image: image1732.wmf]A

 التي من أجلها 
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 قيوسة يشكل 
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جبر. وهذا الصف يحتوي المجالات، وبالتالي يحتوي كل الجموعات البوريلية لأن المجالات تولِّد جبر بوريل 
[image: image1735.wmf]R
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 كما نعلم.

(11-8-4) مثال:

ليكن 
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 (هذا يعني أن 
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 عبارة عن 
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جبر يتألف من المجموعات القيوسة حسب ليبيغ والجزئية من المجال 
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المعرفة بالشكل (فيما يأتي يرمز 
[image: image1741.wmf]A
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 للدالة المميزة للمجموعة 
[image: image1742.wmf]A
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ولنبين أن هذه المتتالية متقاربة بالقياس 
[image: image1744.wmf]l

 من الدالة 
[image: image1745.wmf]0

=

f

.

في الواقع إذا كتبنا:
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فيكون لدينا من أجل 
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وبما أن 
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وهذا يعني أن 
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إضافة لذلك فإن المتتالية 
[image: image1753.wmf](
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 غير متقاربة في كل نقطة 
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إذا كانت 
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]

1

,

0

0

Î

x

 نقطة مثبتة ولنأخذ 
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 فإنه من أجل 
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 المعرف بالمتراجحات  
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من هذا ينتج أنه لا توجد للمتتالية 
[image: image1763.wmf](
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 نهاية.

وبما أن النقطة 
[image: image1764.wmf]0
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 كانت اختيارية من المجال 
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 فالمتتالية 
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 غير متقاربة في أية نقطة. 
 (9-4) الدوال ذات القيم العقدية القيوسة:
       درسنا في الفقرات السابقة الدوال القيوسة من الشكل 
[image: image1767.wmf]R
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 ، أو من الشكل 
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 . لكن من الناحية العملية ترد كثيراً دوال من الشكل:  
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حيث 
[image: image1770.wmf]C

 مجموعة الأعداد العقدية (المركبة). 
نسمي هكذا دوالاً بـ دوال ذات قيم عقدية، أو اختصاراً دوالاً عقدية عند عدم وجود التباس. 

من المعلوم أن كل عدد عقدي 
[image: image1771.wmf]z

 يكتب بالشكل:
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(1)
وبالتالي يمكن كتابة كل دالة عقدية بالشكل: 
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(2)
حيث 
[image: image1774.wmf]u

 و 
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 دوال حقيقية: 
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نسمي 
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 القسم الحقيقي للدالة العقدية 
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 ونرمزله بـ 
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 القسم التخيلي للدالة العقدية 
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 ونرمزله بـ 
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بذلك يكون:
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(2')
سنبين أدناه أن الدالة العقدية 
[image: image1784.wmf]f

 تكون قيوسة إذا وفقط إذا كانت 
[image: image1785.wmf](
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 دوالاً قيوسة. بهذا الخصوص يمكننا الاستفادة من الفقرة (1-4).

لنعرف دالة مسافة 
[image: image1787.wmf]d

 بالشكل: 
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(3)
حيث إن 
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يمكن التأكد بسهولة أن 
[image: image1792.wmf](

)

d

,

C

 فضاء متري.

لنرمز بـ 
[image: image1793.wmf]C
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 لجبر بوريل في الفضاء 
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الجبر المولَّد بصف المجموعات المفتوحة في 
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والآن ندرس قيوسية تطبيقات من الشكل:
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حيث 
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 فضاء قيوس. 

بحسب ما وجدنا في الفقرة (1-4) فإن التطبيق 
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 يكون 
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(4)
وهذا بدوره يعني أن:
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  (5)
وبحسب المبرهنة (5-1-4) تكون 
[image: image1803.wmf]f

 تطبيق 
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 وذلك من أجل أية مجموعة مفتوحة 
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لذلك يمكننا اعتماد التعريف الآتي للدوال العقدية القيوسة. 
(1-9-4) تعريف:

ليكن 
[image: image1808.wmf](
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(6)
عندئذٍ:

(1) نقول إن 
[image: image1810.wmf]f

 تطبيق 
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 قيوس إذا كان 
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 وذلك من أجل أية مجموعة مفتوحة 
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 في 
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(2) بدلاً من (6) سنكتب فقط: 
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(7)
ونقول إن 
[image: image1816.wmf]f

 دالة ذات قيم عقدية بدلاً من تطبيق، أو اختصاراً: 
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 دالة عقدية قيوسة. 

(3) إذا كانت 
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 فنقول إن الدالة 
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 قيوسة على 
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 إذا وفقط إذا كان:
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(2-9-4) مبرهنة مساعدة:

لتكن 
[image: image1822.wmf]R
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 دالة مستمرة و 
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 دالة قيوسة . عندئذٍ يكون التركيب 
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 دالة قيوسة.

الإثبات: 

بما أن الدالة 
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 مستمرة فإنه من أجل كل مجموعة مفتوحة 
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 من 
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 مجموعة مفتوحة في 
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 قيوسة فيكون لدينا:
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وينتج من ذلك أن الدالة 
[image: image1832.wmf]f
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 قيوسة. بذلك يتم المطلوب.

(3-9-4) مبرهنة:

تكون الدالة العقدية 
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 قيوسة إذا وفقط إذا كان كل من القسم الحقيقي 
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 دالة قيوسة.

الإثبات:

في البداية نعتبر أن الدالة العقدية 
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 قيوسة. 

لنأخذ الدالة:
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فنجد أن 
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 دالة مستمرة على 
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 ، ويكون: 
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بحسب المبرهنة المساعدة السابقة يكون 
[image: image1841.wmf](
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 دالة قيوسة.

بشكل مشابه نثبت أن 
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 دالة قيوسة.
 والآن نعتبر أن كلاً من 
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 دالة قيوسة .
ليكن المستطيل 
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  (8)
حيث إن 
[image: image1847.wmf]d
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 أعداد حقيقية (كيفية).

بما أن 
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 مجموعة مفتوحة في 
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 فيكون لدينا:
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الآن: لتكن 
[image: image1851.wmf]O

 مجموعة مفتوحة (كيفية) في 
[image: image1852.wmf]C

. عندئذٍ يمكن كتابة 
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 بشكل اجتماع عدود لمستطيلات مفتوحة من الشكل (8) ، 
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لذلك تكون الدالة 
[image: image1856.wmf]f

 قيوسة. بذلك يتم المطلوب. 

(4-9-4) ملاحظة:

من المبرهنة السابقة نجد أن دراسة قيوسية الدوال العقدية تؤول لدراسة قيوسية دوال حقيقية هي القسم الحقيقي والقسم التخيلي لها. لذلك يمكننا الاستفادة مما درسناه سابقاً في اختبارات القيوسية للدوال الحقيقية وكذلك المعلومات المتوفرة حول هذه الدوال.

(5-9-4) مبرهنة:

لتكن 
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 دالتين قيوستين . عندئذٍ تكون كل من الدوال الآتية قيوسة: 
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الإثبات:

لنأخذ الدالة: 
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وهي دالة مستمرة وضوحاً ويكون: 
[image: image1860.wmf]f
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 دالة قيوسة.
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فنلاحظ الآتي:

إذا كان 
[image: image1863.wmf]a

 عدداً حقيقياً فيكون كل من 
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 قيوسة بالفرض) وبالتالي تكون الدالة 
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 قيوسة. 

إذا لم يكن 
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 أعداد حقيقية.  في هذه الحالة يكون:
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وينتج من ذلك أن 
[image: image1872.wmf]f
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 دالة قيوسة.

لإثبات ما تبقى من المطلوب في المبرهنة، وبدون تحديد العموميات، يمكن الاكتفاء بأخذ  
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 و 
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 دوال حقيقية.  لنأخذ الدالة المستمرة:
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والدالة القيوسة:
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فنجد أن: 
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بشكل مشابه نحصل على المطلوب عندما نأخذ: 


[image: image1878.wmf](

)

(

)

(

)

z

z

z

h

Im

Re

-

=

 من أجل الدالة 
[image: image1879.wmf]g

f

-

  

و:
 
[image: image1880.wmf](

)

(

)

(

)

z

z

z

h

Im

.

Re

=

 من أجل الدالة 
[image: image1881.wmf]g

f

.


و: 

[image: image1882.wmf](

)

(

)

(

)

z

z

z

h

Im

Re

=

 من أجل الدالة 
[image: image1883.wmf]g

f

.

(6-9-4) ملاحظة:

بحسب ما تقدم فيمكن تعميم أغلب المفاهيم المتعلقة بالدوال الحقيقية إلى حالة الدوال العقدية. لنذكر على سبيل المثال ما يأتي، حيث نعتبر أن 
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 إنهما متساويتان تقريباً في كل مكان بالنسبة للقياس 
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 إذا كان: 

[image: image1887.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

,

0

:

=

¹

Î

x

g

x

f

X

x

m


ونكتب 
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فنقول إن 
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 و 
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 متساويتان تقريباً في كل مكان على 
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(2) نقول إن المتتالية 
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إذا كان:
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ونكتب  
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وهكذا من أجل بقية مفاهيم التقارب أو المحدودية أو الاستمرار ... إلخ.

(3) نقول عن دالة 
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حيث إن: 
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والأعداد 
[image: image1907.wmf]j
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 مختلفة عن بعضها.

يمكن التأكد أن مجموع وفرق وجداء دالتين بسيطتين هو دالة بسيطة أيضاً.

(4) إذا كانت 
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 دالة قيوسة فتوجد متتالية 
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(ب)  
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وإذا كانت الدالة 
[image: image1912.wmf]f

 محدودة فيكون التقارب منتظماً. 
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 دالتين قيوستين. أثبت أن المجموعتين الآتيتين قيوستين:
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(2-4) لتكن 
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 دالة ديريخليه المعرفة بالشكل: 
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أثبت أن الدالة 
[image: image1917.wmf]j

 قيوسة على المجال 
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(3-4) أثبت أن كل من الدوال الآتية قيوسة على المجموعة الموافقة:
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(4)       
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(5)  الدوال: 
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(6)  الدالة: 
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 أعداد حقيقية. 

(7) الدالة  
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(4-4) أثبت أنه من أجل كل دالة 
[image: image1928.wmf]L

- قيوسة 
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(5-4) أثبت أن كل دالة متزايدة 
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(6-4) لتكن 
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(1) الدالة 
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(2) الدالة 
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(7-4) لتكن 
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 دالتين قيوستين، ولتكن المجموعة: 
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وليكن 
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أثبت أن الدالتين 
[image: image1947.wmf]y
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 قيوستان على 
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(8-4) لتكن 
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دالة قابلة للاشتقاق في كل نقطة  
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أثبت أن كلاً من الدالة 
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 ومشتقتها 
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 دالة قيوسة على 
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(9-4) لتكن 
[image: image1954.wmf]R

¾

®

¾

E

:

j

 دالة قيوسة ولتكن 
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(1) أثبت أن الدالة 
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 قيوسة على 
[image: image1960.wmf]E

.


(2) أثبت أن العكس غير صحيح في الحالة العامة. 

(10-4) إذا كانت 
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 دالة مستمرة ، ولنعرف دالة 
[image: image1967.wmf]R

R

¾

®

¾

:

h

 بالشكل: 


[image: image1968.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

;

,

.

R

Î

=

x

x

g

x

f

F

x

h


أثبت أن الدالة 
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 قيوسة.

(12-4) لتكن 
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(1) فإذا كانت 
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 دالتين مستمرتين على 
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 فتكونان متساويتين
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(2) أعطِ مثالاً يبين عدم صحة (1) عند إهمال شرط الاستمرار. 

(13-4) لتكن الدالتين 
[image: image1976.wmf]R

¾

®

¾

E

g

f

:

,

 بحيث إن 
[image: image1977.wmf]g

f

e

a

.

=

. 
أثبت أنه إذا كانت إحدى هاتين الدالتين قيوسة على 
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 فتكون الأخرى كذلك.
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(15-4) إذا كانت 
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أثبت أن 
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-1" أثبت تكافؤ الشرطين الآتيين:

    (أ) المتتالية 
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-2" إذا كان:
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أثبت أن المتتالية 
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متتالية من الدوال المحدودة على 
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أثبت أن المتتالية 
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أثبت أن هذه المتتالية متقاربة في كل 
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ومن أجل أي عدد 
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-1" أثبت تكافؤ الشرطين :

    (أ)  الدالة  f  قيوسة على 
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أثبت أن المتتالية 
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(25-4) استفد من المسألة السابقة لإثبات صحة ما يأتي:
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وذلك من أجل أي 
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مراجع الفصل االرابع:      
[ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] , [ 4 ] , [ 6 ] , [ 7 ] , [11] , [12] ,  [16]. 
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