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  الأولالفصل 

  الارتيابوحساب  البعديالتحليل 

 باستخداميكون ذلك لمقادير الفيزيائية، اووحدات  التحكم في مفاهيم أبعاد الضروريمن 
العلاقات التي تربط بين  بإيجادلنا  حيسم إذ ،)Analyse dimensionnelle( بعديالتحليل ال

من  ،تدارك الأخطاء المرتكبة في المعادلات كذا ،وضع العلاقات والقوانين أي ،المقادير الفيزيائية
أبعاد معادلة  ديد بعد مقدار فيزيائي وتحية في هذا الفصل كيفسنرى  خلال دراسة تجانسها.

كر استعمالات التحليل البعدي كأداة لدراسة تجانس المعادلات نذ وس ،بين المقادير الفيزيائية لعلاقاتا
 الأكثرأنظمة الوحدات الدولية  إلى كما سنتطرقو   ،والبحث عن أشكال المعادلات الرياضية

والطرق  الارتيابمفاهيم  ة الفصلايفي سنعطي . آخر إلىوطريقة التحول من نظام  ،استعمالا
  رياضية لحساا.ال

   معادلة الأبعاد 1.1 

هو كل مقدار قابل للقياس، أي يمكن ، ف)grandeur physique( المقدار الفيزيائي أولالنعرف 
 .. القوة.وحدة مثل: الطول، الحرارة، ك الأخيرواعتبار هذا  من نفس الطبيعة آخر بمقدار مقارنته
تنبع  حسيةأخرى  ومقادير ،لاستخداماته الإنسان فهار من بين المقادير القابلة للقياس مقادير ع و

، وهي مقادير متفق عليها )للتعريف غير قابلة( اتعريفها ئدون إعطا و إحساسه ا عليها من تعوده
المقادير الأساسية: الطول، الكتلة، الزمن، شدة التيار، بتدعى  سبع وهي، قادير محددالمهذه عدد و 

تسمح هذه المقادير الأساسية بكتابة كل المقادير لضوئية، حيث الشدة او ة، كمية المادة الحرار 
دلالة يمكن كتابته ب، هي مقدار غير أساسيالتي الأخرى على شكل علاقات رياضية مثلا: القوة 

  .الطول والزمنالمقادير الأساسية الكتلة، 
 شرحدار يفبعد مق ،)'dimension بعد(التتميز المقادير الواصفة للظاهرة الفيزيائية بـ' 

   .الطبيعة الفيزيائية لهذا المقدار
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العلاقات بين  نهي التعبير الرمزي ع (équation aux dimensions)الأبعاد  معادلة

 الشكلتكتب على  �معادلة الأبعاد للمقدار الفيزيائي  أوالمقادير الفيزيائية المختلفة. فالبعد 

[�].  

  ولفهمها نتبع الملاحظات التالية: 

   المقدار.عدم طرح نظام الوحدات عند كتابة معادلة أبعاد  �

1كان  إذا � = قد يكون للمقدار الفيزيائي في الواقع ،  ثابت  �المقدار الفيزيائين فا [�]

1: لاالثابت بدون بعد وحدة مث = [2π]  ا قد تكون الراديانو ،الدرجات أووحد 

	1 = 
��
  والمقدار
�
 بدون وحدة. �

 ان لطرفيها نفس البعد.يائية متجانسة إذا كتكون المعادلة الفيز  �

رمزا  لكل منها سنعطي ، أساسية مقاديرمن سبعة  الأصلكل المقادير الفيزيائية مشتقة في  �

  :و باقي أبعاد المقادير الأخرى تعطى بدلالتها ه،لكبعد خاص 

  الرمز الخاص للبعد  المقدار الأساسي

�  )Longueur(الطول  = 

الطول 
�   )Mass(الكتلة  = 

الكتلة 
�   )Temps(الزمن  = 

الزمن 

�  )Intensité du courant électrique(شدة التيار = 

	شدة		التيار 
�   )Température(درجة الحرارة  = 

درجة	الحرارة 
�   )Quantité de matière(كمية المادة  = 

كمية	المادة 

�   )Intensité lumineuse(شدة الضوئية ال = 

	الشدة	الضوئية 
  

 :بعديهمااء مقدارين هو جداء بعد جد �
[��] = [�][�] 

  :�السرعة بعد  :مثال  

� = � �� ⟹ [�] = [�][�]�� = ���� 
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�[�]  هو �� المقداربعد  � = [��  .عدد بدون بعد ولا وحدة  �حيث   [
�  :Sالسطح بعد  :مثال   =  � ⟹ [�] = [ �] = [ ]� = �� 

cos: تمية والآسيةيللوغار اللدوال المثلثية و  � sin و $ ln و $  $المقدار  يكون...  $
 بدون بعد.

[�] يمكن وضعها على الشكل التالي: � مقدار فيزيائي أي أبعادمعادلة  � = �(�)�*+,�-�.�/ 
  الكتلة والزمن.مقادير فيزيائية هي الطول،  ةثلاث لىنحتاج فقط إ ملاحظة: في الميكانيكا

  التحقق من تجانس المعادلاتالتحليل البعدي:  استعمال 2.1

انسها التحقق من تجب(القوانين)، يسمح لنا التحليل البعدي عند وضع العبارات الرياضية 
علاقة زيائية هي بين المقادير الفيغير متجانسة  علاقة ةأيف ،وجدت ذاوتصحيح التناقضات فيها إ

 خاطئة.

  :1 تمرين

�0  التحقق من تجانس عبارة الدور النواس البسيط:   = 212 /4 
  الجاذبية الأرضية.   4طول النواس و   حيث 

  لكي تكون المعادلة متجانسة يجب أن يكون بعُد الطرف الأول للمعادلة يساوي بعد الطرف الثاني.
 [�0]                                                           بعُد الطرف الأول:            

46/ 5212                                             بعُد الطرف الثاني: = [ ]�/�[4]��/� 
[ ]  لدينا أن: = [4]و   � = ����. 

  : فيكون
 [ ]�/�[4]��/� = ��/����/�7���8��/� = � 

  ومنه بعُد الطرف الأول يساوي بعُد الطرف الثاني أي أن المعادلة متجانسة.
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  فليست بالضرورة صحيحة 	⟸معادلة متجانسة  ملاحظة :

�لمقدار اشكل علاقة  إيجاد استعمال التحليل البعدي: 3.1 = :7;, =, >, … 8  

من ، ...@و   �و �ر فيزيائية أخرى يعبر عنه بدلالة مقادي �نفرض أن المقدار الفيزيائي 
,�A7أجل تحديد الدالة  �, @, … 8 : 

    ....@و   �و � نبحث عن أبعاد المقادير الفيزيائية �
� طرفي المعادلة التالية:بعد  بمقارنة ...Dو   Cو Bنبحث عن المعاملات  ثم � = E�F�G@H … 
  .أخرىقة ثابت بدون وحدة يتعين بطري  Eحيث 

  :2 تمرين

و   لنحاول الوصول إلى علاقة دور النواس البسيط في المثال السابق، الذي يتعلق بطول النواس  
�0 . سنبحث عن علاقة من الشكل التالي:	gالجاذبية الأرضية = A7 , 48 

  على الشكل التالي:      �0نضع 
                                                                         T0 = E F4G  

[�0] أبعاد المقادير المتعلقة بدور النواس: = �																																																																																																										718 [ ] = �,						[4] = ���� 
β :  5E F4G6و  αالبحث عن  = [ ]F[4]G = �FKG���G																																																												728 

LB   نجد: 728	و 718	بين المعادلة نقارن   + C = 0−2C = 1 						⟹ B = −C = 12 

⟹ �0 = E ��g��� = E2 /4 
  .21بالتجربة، ولقد وجد مساويا فيعين   Eأما الثابت
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  أنظمة الوحدات 4.1

 )système d’unités(وحدات و جملة النظام أعلى بعد الثورة الفرنسية لقد اتفق عالميا 
، في بتغير النظام المستعمل للمقاديرقد تتغير الوحدة  .شتركالمكي تكون اللغة   ،للمقادير الأساسية
  هي: تخدام جملتي وحداتقد شاع اسلو  .ةثابت حين تبقى أبعادها

الجدول التالي يوضح  :)système international d’unités( الدوليةجملة الوحدات 
 لهذا النظام: الأساسيةوحدات قياس المقادير 

  )Symbole(الرمز  )Unité( وحدةال  )Grandeur(المقدار

 mètre(  m( المتر  )Longueur( الطول

  kilogramme(    kg( الكيلوغرام  )Mass( الكتلة

  seconde(  S(الثانية   )Temps( الزمن

  ampère(  A(أمبير   )Courant électrique( التيار الكهربائي

  kelvin(  K(الكلفن  )Température( درجة الحرارة

  mol(  mol( مول  )Quantité de matière( كمية المادة

)candela(الشمعة   )Intensité lumineuse( الشدة الضوئية
1  cd  

  :2إلى هذه الوحدات وحدتين مكملتين تستخدمان لقياس الزوايا المستوية و الزوايا اسمة تضاف

  )Symbole(الرمز  )Unité( وحدةال  )Grandeur(المقدار

 rad  (radian)راديان   (Angle plane)الزاوية المستوية

  sr (stéradian) دياناستر    (Angle solide) الزاوية اسمة

  مثل: ،دات وضعت للاختصارهناك أيضا وح و
��Q	Newton(:  E4P(نيوتن الوحدة القوة وهي  = �  

                                                           

1
عند درجة الحرارة  71SP�8من شدة إضاءة إشعاع جسم أسود مساحته  71/608وحدة قياس الشدة الضوئية وهي تساوي الشمعة هي    72045V8.وهي درجة حرارة تجمد البلاتين ،  
   الزاوية اسمة هي مساحة السطح العمودي على نصف القطر الكرة مقسوما على مربع نصف القطر.2
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��Q	�Joule(:  E4P( ولالج وحدة الطاقة وهي = � 
�� : )Coulomb(وحدة الشحنة الكهربائية وهي كولوم  = @.  

 : +�وهي نظام تحت النظام الدولي  :�W (système de Gauss)<	الجملة الوحدات 

  )Symbole(الرمز  )Unité( وحدةال  )Grandeur(المقدار

 centimètre(  cm(السنتمتر  )Longueurالطول(

  gramme(  gالغرام(  )Massالكتلة(

  seconde(  sالثانية (  )Tempsالزمن(

بالمثل هناك وحدات وضعت  و الدولي. في النظام الوحدةتحمل نفس  الأساسيةباقي المقادير و       
  مثل: ،ارللاختص

��dyne(:  4SPQوحدة القوة وهي داين (  = XY�.  
��erg(:4SP��Q( أرغ وحدة الطاقة وهي = Z[g  .  

��Q��poise( : 4SPوحدة اللزوجة وهي بواز( = \. 
  

 :3 تمرين

[  ؟��@النظام  و +�إيجاد معادلة أبعاد العمل ؟ ووحدته في النظام الدولي   = ^.   ⟹ []] = [^]. [ ] = ������ = ������ 
= $a`: 	+�النظام في Eg	P�Q��.  
Z[4: ��@	النظام  في = g	SP�Q��. 

  

   التحول من وحدات نظام إلى آخر 5.1

دات لوحا لكن تعطي ،فقط المقادير فيما بينهامعادلة الأبعاد لا تربط  ،سابقا رأيناكما 
قد تجبرنا  ،لنظام المتبعلذلك اتبعا  الفيزيائية ثوابتال تعطي قيمة ووحدةو  ،المستعملنظام لل المكافئة
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ن التحليل البعدي لذلك فإ ،تتواجد هذه الثوابت في نظام غير نظامنا المعمول به أن إلى الظروف
  ؟ذلككيف يتم ف، نظام إلىتلك الثوابت من نظام  أيضا بتحويليسمح لنا 
و قيمته  ��في النظام 8��bc7	ووحدته هي  4يساوي القيمة العددية  �كن المقدار لي �  فيكون لدينا: ��في النظام  �8�bc7	ذات الوحدة  4′ = 4bc7��8 = 4′bc7��8 4′4 = bc7��8bc7��8																																																																																																718 

إيجاد  النظامين أمكنناو الوحدات المستعملة في كل ، ′4أو  4القيمتين  ىحدعلمت إ فإذا
 الثاني. النظامفي  القيمة الأخرى

  :4 تمرين

  :8��7 ��@	النظام إلى   8��7 +� تحويل جول في النظام الدولي 
= $a`	1  لدينا: 4eZ[4 

  نجد ان :  718حسب  العلاقة 

4e = 1 `a$ Z[4 = Eg	P�Q��g	SP�Q�� = Eg	P�Q��10�fEg10�gP�Q�� = 10h 1joul = 10hZ[4 
  

  

  في القياس الارتيابحساب  6.1

، وقد يكون هذا القياس مباشرا القياسالفيزياء تجريبي كمي يقوم على ن علم قسم كبير م
ترتبط بمعادلة  أخرىعن طريق قياس مقادير  أو، ترمثل: قياس الزمن بواسطة كرونوم الآلاتباستعمال 

  المسافة. و السرعة بعد القياس المباشر للزمن مثل: تعيين طريقة غير مباشرةبمع المقدار المراد قياسه 
تنجم التي  الأخطاء الناتج عن ،ز بعدم التعيين الدقيقتعتمد دراسة الظواهر على القياسات التي تتمي

  تقسم الأخطاء إلى نوعين:جهاز القياس، طريقة القياس ...،  ،عن: ارب
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الفرق بين القيمة هو  �  رمقدالل �kالخطأ المطلق  : )Erreur absolue( الخطأ المطلق
وهو مقدار جبري متبوع  )Valeur mesurée( والقيمة الحقيقية �l )Valeur exacte( 3المقاسة
  . بوحدة

  .mccnقاسة النسبة بين الخطأ المطلق والقيمة المهو : )Erreur relative( الخطأ النسبي

 ،الحقيقة للمقدار: يتعذر معرفة الخطأ المطلق وبالتالي الخطأ النسبي لأنه لا يمكن معرفة القيمة ملاحظة
  لذلك ندخل مفهوم الارتياب.

الحد هو �  للمقدار  �∆المطلق  الارتياب: )Incertitude absolue( المطلق الارتياب
pk�p الأعلى للخطأ المطلق ≤ �  حيث:  G يأخذ وحدة المقدار و هو عدد موجب،  �∆ = �l ± ∆� 

وهو   ccn∆د الأعلى للخطأ النسبيهو الح: )Incertitude relative( النسبي الارتياب

ويستعمل لتمييز دقة  ،وهو عدد حسابي بدون وحدة ،المطلق والقيمة المقاسة الارتيابالنسبة بين 
  القياس.

  هناك طريقتان لحساب الارتياب: مباشر:الطرق الرياضية لحساب الارتياب في القياس غير ال

 :)Différentielles totales( التام التفاضلطريقة  .1

المقاسة  tو  Y و  �مقاس بطريقة غير مباشرة عن طريق قياس المقادير �ليكن المقدار 
الارتيابات المطلقة للمقادير السابقة على الترتيب. نريد  t∆و  Y∆ و  �∆حيث ، بطريقة مباشرة

Gحيث:  �حساب الارتياب المطلق والنسبي للمقدار  = A7�, Y, t8.  
  يعطى:  �للمقدار التفاضل التام 

X� = u�u� X� + u�uY XY + u�ut Xt 

في المعادلة  ∆لى إ Xونحول  ،المطلقة لمعاملات الأخطاء ةق نأخذ القيملحساب الارتياب المطل
 السابقة:

∆� = vu�u�v ∆� + vu�uYv ∆Y + vu�utv ∆t 

 النسبي: الارتياب

                                                           

.مة التي نحصل عليها عند القياسالقيمة المقاسة هي القي  3
  



 

 10                                                                                                                  محاضرات في الفيزياء 1

 

 

∆�� = v�� u�u�v ∆�� + vY� u�uYv ∆YY + vt� u�utv ∆tt  

 :)Différentielles logarithmiques( اللوغاريتميطريقة التفاضل  .2
G: نفسها الدالة السابقة نأخذ = A7�, Y, t8 ، ونفاضل: ريتم على الدالةاللوغاندخل  a4G =  a4A7�, Y, t8 ⟹ X7 a4G8 = Xw a4A7�, Y, t8x 

  .المطلق وبنفس الخطوات السابقة نكمل حساب الارتياب النسبي و

  :5تمرين

,�7y  حيث:  �الارتياب النسبي للمقدار  اللوغاريتميأحسب بطريقة التفاضل التام و التفاضل   z8 = yy − z 

  طريقة التفاضل التام:

X� = u�uy Xy + u�uz Xz = −z7y − z8� Xy + y7y − z8� Xz 

��X  فنحصل: �نقسم أطراف المعادلة على  = −z7y − z8 Xyy + z7y − z8 Xzz  

��∆  منه الارتياب النسبي: و = v −zy − zv ∆yy + v zy − zv ∆zz = v zy − zv {∆yy + ∆zz | 

,a4�7y   :مياللوغاريتطريقة التفاضل  z8 =  a4 } yy − z~ ⟹  a4� = log y − log7y − z8 ⟹ X a4� = X a4 y − X a47y − z8 X�� = Xyy − Xyy − z + Xzy − z = −zy − z Xyy + zy − z Xzz  

��∆  منه الارتياب النسبي: و = v −zy − zv ∆yy + v zy − zv ∆zz = v zy − zv {∆yy + ∆zz | 
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  الفصل الثاني

 الحساب الشعاعي

. حيث تتميز الأولى بمقدار فقط و شعاعيهتقسم القيم الفيزيائية إلى مجموعتين أساسيتين سلمية 
)(grandeur  الثانية بمقدار  تتميزمثل: الكتلة، الزمن، الحرارة... في حين)module (ه اتجا و
)direction (ـ يرمز لها ب ويدعى مقداره بالطويلة و �� ـمثال: السرعة، القوة... ويرمز للشعاع بp��p 

 (المسافة بين بداية الشعاع وايته) وهي مقدار موجب.
  p��p = yz = � 

 

 خواص الأشعة 1.2

�  �� = B��� ⟸ الاتجاه (الطويلة) و لهما نفس المقدار.  
 .w−��xيساوي  opposée)اع معكوس (شع 	�� لكل شعاع �
هو  yبالعدد السلمي  ��: جداء الشعاع ضرب شعاع بقيمة سلمية �

��حيث  ��yالشعاع  ∕∕ y��  :  
yإذا كان  • >  .p��p	yوطويلته هي  ��له نفس اتجاه ⟸	 0
	yإذا كان  • = 0 ⟸ y�� = 0��. 
	y كان  إذا • <  .yp��p−طويلته هي  و ��له عكس اتجاه  ⟸ 0
p��pكان   إذا • > |y|كان   إذاويتقلص يتمدد  ��لشعاع فإن ا ⟸ 	1 < 1	 . 
• 1. �� = ��  ،0. �� = .yو  ��0 0�� = 0�� 

  .neutre)( : عنصر سلمي حيادي1
  .)absorbantعنصر سلمي ماص ( 0:

7y :سلمي هو توزيعي على اموع السلميبجداء شعاع  • + z8. �� = y. �� + z. �� 

�� = yz����� 

y 

z 

��� �� 

−�� 
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.��$ظة: الكتابة ملاح y	 و الصحيحليس لها معنى ،:y. $��. 
���y مرتبطين خطيا:إذا كانا فقط و  إذا نين متوازياشعاع يكون • = ℛ	حيث	�� ∋ y	يوجد	 ⟸ ���//���� 
 هو شعاع يرمز��	و�����	: مجموع الشعاعين )somme de deux vecteurs( مجموع شعاعين �

��  ـله ب +           :إحدى الطريقتين التاليتينب هندسياينشأ  ،�����	
اية الأول ويكون اموع الشعاع  عند: نضع بداية الشعاع الثاني 1ط       

  .triangle)( ��� و �� الذي يربط بداية الأول بنهاية الثاني يصنع الضلع الثالث للمثلث المشكل من
ي الأضلاع ونرسم متواز نفسها النقطة  عند: نضع بدايتي الشعاعين 2ط
)(parallélogramme موع حيث يكون الشعاعاهو  إذنن ضلعيه. ا

  قطر متوازي الأضلاع وبدايته هي نفسها بداية الشعاعين. 
��������: (relation de Chasles ) علاقة شال • + �@������ = �@������    
• �������� + �������� = �������� = 0�� ⟹ �������� = −�������� 
• �� + 0�� =  .الشعاعيفي الجمع  neutre)( هو شعاع حيادي ��0،  ��
• �� + ��� = ��� +  .commutativité)( تبديلي الشعاعي، الجمع  	��
• �� + w��� + @�x = w�� + ���x +  .)associativité( تجميعي الشعاعيالجمع ،  �@
• yw�� + ���x = y�� + y��� ، توزيعي الشعاعيالجمع )distributivité .( 

 فوق اثنين يتم أيضا بالطرق نفسها.ملاحظة: في حالة مجموع أشعة ي
هو  �����	و ��	 بين الشعاعين الفرق :)différence de deux vecteurs(الفرق بين شعاعين �

��شعاع يرمزله بـ  − �� :حيث شبه عملية الجمعتعملية الفرق بين شعاعين و ، �����	 − ��� = �� + w−���x 

 

⇒ 

�� 

��� 

�� − ��� 
−��� 

�� 

�� ��� 

�� + ��� 

�� 

��� 

��� 

�� 

�� + ��� 
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: هي أشعة طويلتها تساوي الواحد. فشعاع وحدة )vecteur unitaire( شعاع الوحدة   �
��$ حيث: ��$هو شعاع  ̂�لشعاع ا = ����p����p ⟸ F�� = pF��p$�� 

   
 :)Projection d’un vecteur(مسقط شعاع على محور

  ��$على المحور المعرف بالشعاع  �����yz  يساوي مسقط الشعاع
yeze  يث:ح ′y′zطول القطعة المستقيمة  = \()������ ����� = pyz�����p cos B = yz cos B 

  المعلم الديكارتي (المعلم المتعامد و المتجانس): جملة الإسناد 2.2

 الإحداثياتمثلا:  ،الهندسي للأشعة يعتمد على الإحداثيات أي على جملة الإسناد مثيلالت
 ����4 محاور متعامدة ةلة في الشكل بثلاثلممثا (coordonnées cartésiennes)الديكارتية 

 ��و �� ، �� إحداثيات:بثلاث ه الجملة في هذ 	��الشعاع يمثل.  ��Eو ��، �� وثلاث أشعة وحدة
��� حيث: 	��،	��	و��المحاورعلى  ��الشعاع  مسقطوهي عبارة عن  = ���� + �Y�̀ + �tE�� 

��  :فيكون لدينا = pA���p cos α �� = pA���p cos β �� = pA���p cos γ 
مع  ��التي يشكلها  التوجيه زوايا γو  α  ،β حيث

على  ��	و	��	و�� الجهة الموجبة للمحاور 
cosنسمي و  ،الترتيب α  ،cos β  وcos γ  جيوب

 .��تمام توجيه الشعاع  

                                                           

4
، وقد يختلف الرمز في بعض المراجع فنجده مثلا ��و  ��، ��والمحاور الثلاثة المتعامدة  ′�′تعبيرا على المبدأ ����يرمز غالبا للمعلم بـ    w, ��, ��, E��x .تعبيرا على أشعة الوحدة الموازية للمحاور الثلاثة السابقة  

y 

z 

y′ z′ 
B 

$�� 

cosB = y′z′yz  

B 

D 

C 

� 
�� 

E�� 

�� 

t� 

�� 

Y� 

� 

� 

� 

�� 

$�� �̂ 
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(�z7أن إحداثيات نقطة النهاية انإذا علم � , Y) , t)8   والبدايةy7�(, Y(, t(8 شعاع لل   يكون لدينا: ��

�� = yz����� ��) − �(Y) − Y(t) − t(�,										�� = 7�) − �(8�� + 7Y) − Y(8�� + 7t) − t(8E�� 

�� شعاعينالمركبات محصلة جمع  � + �� حيث ��� ���و  �������� مجموع  يه  ��������

  : المركبات

�� + ��� = ��� + ���� + ���� + �� �,		 
�� + ��� = 7�� + ��8�� + w�� + ��x�� + 7�� + ��8E�� 

��حاصل طرح الشعاعين   اتمركب � − ���:  

�� − ��� = ��� − ���� − ���� − �� �,			 
�� − ��� = 7�� − ��8�� + w�� − ��x�� + 7�� − ��8E�� 

��طويلة الشعاع   �   :هي ��������

p��p = � = w��� + ��� + ���x�� 
cos  جيوب تمام التوجيه تحقق: ملاحظة: B� + cos C� + cos D� = 1 

  برهان:

� = w��� + ��� + ���x��= 7�� cos B� + �� cos C� + �� cos D�8� �� 														= �7cos B� + cos C� + cos D�8 
 

  منه: و
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cos B� + cos C� + cos D� = 1 

��للشعاع يمكن كتابة جيوب تمام التوجيه  ��������:  

cos B = ��� = ��w��� + ��� + ���x�� ,					cos C = 		��� ,								cos D = 	���  

 : 1تمرين

��    وجد جيوب تمام التوجيه وشعاع الوحدة للشعاع: أ = 4�� − 2��− 3E�� 
p��p  جيوب تمام التوجيه: = � = 7��� + ��� + ���8�� = � = √16 + 4 + 9 = √29 cos B = ��� = 4√29		 , cos C = −2√29	, cos D = −3√29	 

  شعاع الوحدة: 

$�� = ��� = 4��√29 − 2��√29 − 3E��√29 

 

   الجداء السلمي لشعاعين 3.2 

للشعاعين  ، نسمي الجداء السلمي�شعاعين يشكلان مع بعض الزاوية �����	و  	��إذا كان 
(produit scalaire de deux vecteurs)،  بـ نرمز له و��	. عدد ال ، �����	

.	��  :الحقيقي حيث 	����� = p��pp	�����p cos }��	, 	�����¢ ~ = �� cos � 

 }��	, 	�����¢   . ���و  ��: الزاوية المحصورة بين الشعاعين  ~

 خصائص الجداء السلمي 4.2

.�� 	�@التوزيعية: .1 w	����� + @�x = ��	. 	����� + ��. 
.	��التبديلية : .2 	����� = 	�.����� �� 

� 

�� 

��� 
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3. w��£x. ��� = ��. w£���x = £��. ¤حيث  ��� ∋ £. 

4. ��. 0�� = 0.��� �� =  .عنصر ماص في الجداء السلمي ��0،  0
5. ��	. 0وهو ���Aيدعى المربع السلمي للشعاع   ����	� ≤ �� = ، والمساواة غير محققة إلا  ��

��إذا كان  = 0��. 

6. ⟸ 	����� ⊥ �� 7cos }��	, 	�����¢ ~ = 0 ∶ .	��	8لان 	����� = 0  
.�� : أننجد   ����المتعامد الديكارتي في المعلم  .7 �� = ��. �� = E��. E�� = 1 ��. �� = ��. E�� = E��. �� = 0 

.	��يكتب الجداء السلمي  .8 ��الشعاعين مركبات بدلالة  �����	 ���و  �������� ��������  

.	��  :)) 7) والخاصية السابقة(1التوزيع(ستعمل خاصية ن( 	����� = w����+ ����+ ��E��x ∙ w���� + ����+ ��E��x 						= ������ ∙ �� + ������ ∙ �� + ���� ∙ E�� + ������	 ∙ ��+ ⋯= ���� + ���� + ���� 

�� الزاوية المحصورة بين شعاعين إيجاديمكن  .9 ���و  �������� �������� : 

cos7��, ���© 8 = ��	. 	�����p��	p. p	�����p = ���� + ���� + ������  

لمربع السلمي:ا   ��� = �� = ��	. �	���� = ��� + ��� + ��� 

��يمكن كتابة مسقط شعاع   ���على الشعاع  ��������  :بدلالة الجداء السلمي بينهما  ��������

\��/	ª���� = p��	p cos7��, ���© 8 = p��	p ��	. 	�����p��	p. p	�����p = ���� + ���� + �����  
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  :2تمرين

���A  لتكن الأشعة:  = −2ı� + ȷ� + 3k��			; 										B��� = 2ı� − ȷ�+ k��	; 				C�� = xı� + ȷ�− yk��	 
���A	أحسب : .1 + B���  ،		A��� ∙ 	B��� ،A��� ∙ wA��� + B���x . 
 .���B	على الشعاع  	���A	أحسب مسقط الشعاع .2
���A	و  ���A أحسب الزاوية المحصورة بين الشعاع .3 + B���. 

 في آن واحد . ���B	و  ���A	متعامد مع  ��Cحتى يكون  Yو  �أوجد  .4
 الحل:

1.  �� + ��� = 7−2 + 28�� + 71 − 18�� + 73 + 18E�� = 4E�� ��. ��� = 7−28728 + 7187−18 + 738718 = −2 ��. w�� + ���x = 748738 = 12 
2.  p��p = √14		, p���p = √6		, p�� + ���p = 4 

\�� ª��² = ��. ���p���p = −2√6 

3.  

cos }��, �� + ���¢ ~ = ��. w�� + ���xp��ppw�� + ���xp = 12√144 = 3√14 

4.  @� ⊥ �� ⇒ ��. @� = 0 ⟹ ��. @� = −2� + 1 − 3Y = 0 @� ⊥ ��� ⇒ ���. @� = 0 ⇒ ���. @� = 2� − 1 − Y = 0 
�	  بحل جملة المعادلة نجد: = 12 Y	و	 = 0 
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  يلجداء الشعاعا 5.2

�� يرمز له ، و �����	و �� )produit vectoriel( للشعاعين الشعاعينعرف الجداء  × ، أنه  �����	
��p  في آن واحد  وطويلته تساوي: �����	و ��الشعاع العمودي على  × 	�����p = �� sin }��, ���© ~ 

��عين اتجاه ي ×    .بقاعدة اليد اليمنى �����	

��pالمقدار  � × 	�����p  و ��يساوي مساحة متوازي الأضلاع المشكل من الشعاعين	�����.  
 برهان:

�  يساوي: �����	و ��الشعاعين مساحة متوازي الأضلاع المشكل من  = p���pℎ ℎ = p��p sin � ⟹ � = �� sin � = p�� × 	�����p 
 الجداء الشعاعي صائصخ 6.2

1. �� × 	����� = −	����� × �� 

��على الجمع: يزيعتو الجداء الشعاعي  .2 × w	����� + @�x = �� 	× 	����� + �� × @� 

3. µw�� × 	�����x = �� × w£	�����x = w£��x × ¤حيث  	�����	 ∋ £. 

4. �� 	× 	����� = 0�� 	⟸ ��//	�����	 . 

 .مستقيم إلى: شرط انتماء نقطة الشعاعيتطبيق  لجداء  �

,��7لتكن  Y, t8  المار  8∆7 تقيمالمسلى إنقطة من الفضاء، كي تنتمي هذه النقطة
مثلا شعاعا   yكالنقطة   8∆7ن تشكل مع أي نقطة من  المستقيم أيجب  zو  yبالنقطتين 

ن معادلة إف ،الشعاعين توازي شعاعين يعني انعدام الجداء أوبما  ،�����yz موازيا للشعاع 
  لى المستقيم تكون:إ �المتمثلة أيضا في شرط انتماء النقطة  8∆7المستقيم 

�� 

��� 

ℎ � Q 

��� 

�� 

� $�� 

�	���� ×��
�

=��
cos{ �

� ,���©© | $�¶ �¶ 

��¶ 

�¶ × ��¶ 
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y�������� × 	yz����� = 0�� 
 المتعامد والمتجانس لدينا: ���� في المعلم الديكارتي .5

�� × �� = �� × �� = E�� × E�� = 0�� �� × �� = E��	, �� × E�� = ��, E�� × �� = �� 
 

��يكتب الجداء الشعاعي  .6 × �� بدلالة المركبات  �����	 ) 2باستخدام الخاصية ( و  ��������

��  :الشعاعيللجداء ) 5(و × 	����� = w���� + ���� + ��E��x × w���� + ����+ ��E��x 						= ������ × �� + ������ × ��+ ����E�� × E�� + ������ × ��… 							= w���� − ����x�� + 7���� − ����8��+ w���� − ����xE�� 

⟹ �� × 	����� = · ��						�		����		E���� 		��		���� 		��		�� ·
= w���� − ����x�� − 7���� − ����8��+ w���� − ����xE�� 

نرمز له والذي ، �@و  �����	و  �� : نسمي الجداء المختلط للأشعةالجداء المختلط .7 ��. w�	���� × 	@�x، ـالمقدار السلمي المعرف ب: 

��. w�	���� × 	@�x = ·�� 		��		���� 		��		��@� 		@�		@� · 
� ��. w�	���� × 	@�x = �	����. w@� × ��x = @�. w�� × 	�����x = −��. w@� × 	�����x 
  

بين المختلط ن الجداء إ فينمتوازي أو الأشعة الثلاثة متساويينكان شعاعان من   إذا ملاحظة:
  الثلاثة معدوم. الأشعة

  

E�� 

�� 
�� 

+ 
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: القيمة المطلقة للجداء المختلط يمثل حجم متوازي الوجوه للجداء المختلط 1 تطبيق �
¸ : ��،	�@	و�����	 الثلاثالمعرف بأضلعه  = �. ℎ � = p�� × 	�����p ⟹ ¸ = p�� × 	�����p. ℎ ℎ = p@�p cos � ¸ = p�� × 	�����pp@�p cos �= p@�. w�� × 	�����xp 

 
 

 y ،zليه النقاط الثلاث إالمستوي الذي تنتمي  8\7ليكن  :للجداء المختلط 2تطبيق  �
����شعاع حيث:  ����وليكن  ، �����bcو ����yz�����  ،acوكذلك الأشعة  Sو = yz����� × yS�����.  ن أبما  أية، وذا شرط انتماء 8\7معا فهو عمودي على المستوي  ����acو  �����yzعمودي على   ����

 yمثلا النقطة  ،نقطة من المستوي أيةن يشكل مع أهو  8\7الى هذا المستوي  �نقطة 
��������yاي  ����شعاعا عموديا على  ∙ ���� = الى هذا  �نقطة  أيةشرط انتماء  فيصبح،  0

��������y : 8\7المستوي  ∙ wyz����� × yS�����x = 0 
  :اتملاحظ
 نقطة وشعاع. بشعاعين أو أو إليهبثلاث نقاط تنتمي  إمايعرف المستوي  �
لى المستوي إتنتمي  �نقطة  أنيمكن إيجاد معادلة المستوي بتحقيق نفس الشرط: نفرض  �

��������yث :حي Sو  y ،zالمعرف بثلاث نقاط  ∙ wyz����� × yS�����x = 0. 

ـ نرمز له ب، ��،	�@	و�����	: يعرف الجداء الثلاثي للأشعة الجداء الثلاثي الشعاعي .8 �� × w	����� × @�x ، حيث: ���«شعاع ال »��� = �� × w	����� × @�x 
� �� × w	����� × @�x = 	�����w��. @�x − @�w��. ���x 
� w�� × 	�����x × @� = w��. @�x	����� − w	�����. @�x�� 

 

�� 

��� 

� 

� 

@� 

ℎ 

�� × ��� 
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  :3تمرين
�������y :����ليكن في معلم متعامد ومتجانس .1 − �z������ = −�� + 2��− E�� , �y������ + �z������ = 3�� + E�� , �S����� = ��� + Y�� + tE�� 

 . �������zو  �������yأوجد الشعاعين  .1
�������yو  �������y :الشعاعينأحسب الزوايا المحصورة بين  .2 − �z������  و الشعاعين �z������ 

�������yو + �z������. 
 .�������zعلى الشعاع  �������yأحسب مسقط الشعاع  .3
 . �������zو �������yأحسب زوايا التوجيه (جيوب تمام التوجيه ) لـ  .4
�������yو  �������zأحسب مساحة متوازي الأضلاع المتشكل من الشعاعين  .5 + �z������. 

�������yو  �������y������ ، �zالمتشكل من الأشعة  أحسب حجم متوازي الوجوه .6 + �z������. 
 إلى مستو واحد. ������Sو �������y������ ،�zالأشعة  شرط انتماءأوجد  .7
 .zو yالذي يمر بالنقطتين  8∆7أوجد معادلة المستقيم  .8
  الحل:

1.   

�y������ − �z������ = −�� + 2�� − E��                 p�y������ − �z������p = √6 
�y������ + �z������ = 3�� + E��                           p�y������ + �z������p = √10 

 بجمع المعادلتين:
2�y������ = 2�� + 2�� ⟹ �y������ = �� + ��           p�y������p = √2 

 بطرح المعادلتين:
2�z������ = 4�� − 2�� + 2E�� ⟹ �z������ = 2�� − �� + E��               p�z������p = √6 

2.   

cosw�y������, �y������ − �z������x = �y������ ∙ w�y������ − �z������x
p�y������p p�y������ − �z������p = 1

2√2 

cosw�z������, �y������ + �z������x = �z������ ∙ w�y������ + �z������x
p�z������p p�y������ + �z������p = 7

2√15 
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3.  

\½(������ ½)������² = p�y������p cosw�y������, �z������x = �y������ ∙ �z������p�z������p	 = 1√6 

4.  

�y������   :cosمن أجل  B = �√� , cos C = �√� , cos D = 0  

�z������   :cosمن اجل  ∝ B = �√¿ , cos C = ��√¿ , cos D = �√¿  
5.  � = p�z������ × w�y������ + �z������xp 

�z������ × w�y������ + �z������x = ·�� �� E��2 −1 13 0 1· = −�� + �� + 3E�� ⇒ � =  وحدة	دولية	11√

6.  ¸ = p�y������ ∙ 5�z������ × w�y������ + �z������x6p = 0 
7.  �S����� ∙ w�y������ × �z������x = 0 

�y������ × �z������ = · �� �� E��1 1 02 −1 1· = �� − �� − 3E�� 

�S����� ∙ w�y������ × �z������x = � − Y − 3t = 0 
�	إلى مستوي واحد هو:  ������Sو �������y������ ،�zالأشعة  شرط انتماء − Y − 3t = 0  

8.  
,��7نفرض  Y, t8   8∆7نقطة تنتمي إلى المستقيم :  y�������� × yz����� = 0�� 
��������y	حيث: �� − 1Y − 1t �����yzو � � 1−21 �  
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y�������� × yz����� = · �� �� E��� − 1 Y − 1 t1 −2 1·
= 7Y + 2t − 18�� − 7� − t − 18�� + 7−2� − Y + 38E�� = 0�� 

⟹ À Y + 2t − 1 = 0� − t − 1 = 0−2� − Y + 3 = 0 ⇒ L t = � − 1Y = 3 − 2�  معادلة	مستقيم	5						
  

  

  الأشعة اشتقاق 7.2

دالة  φليكن  ،السلمي راللمقدنفسه بالنسبة  ) dérivée d’un vecteur( شعاعشتقاق لتعريف الا
�XÁX  :فان  �سلمية بدلالة  = lim∆�→0 Á7� + ∆�8 − Á7�8∆�  

�X��X  فيكون: �	 ـشعاع يتعلق ب �� بالنسبة الى  = lim∆�→0 ��7� + ∆�8 − ��7�8∆�  

��  :ه نفس خواص اشتقاق المقادير السلميةاشتقاق الأشعة ل = p��p$�� = �$�� X��X� = X�$��X� = X�X� $�� + � X$��X�  

ليكن الشعاع في  .النقطة المادية اميكانيكدور مهم في  لها التيو  ،الأشعة المتعلقة بالزمنسوف تم ب
��  الإحداثيات الديكارتية: = ���� + ���� + ��E�� 

�X��X فيكون: = X��X� �� + X��X� �� + X��X� E�� 

                                                           

5
عرف المستقيم في المستوي بمعادلة واحدة،  أما في الفضاء يعرف بد�لة معادلتين يكون فيھا احد المجاھيل وسيطا ي  

  والمجھولين المتبقين يعطيان بد�لة الوسيط.
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�X��X  ثابتة مقدارا واتجاها، وعليه فإن: ��Eو  ��و �� أشعة الوحدة عتبرفي الإحداثيات الديكارتية ت = X��X� = XE��X� = 0�� 
 .آخر إحداثياتهذه الخاصية في قد نفقد  لكننا و 

.��Xw :خواص ���xX� = X��X� . ��� + ��. X���X�  Xw�� × ���xX� = X��X� × ��� + �� × X���X�  XX� w�� + ���x = X��X� + X���X�  XX� w£��x = X£X� �� + £ X���X�  

 :ملاحظات

لنفس  ايكون موازي Å,��,ن مشتقه الزمني إف  7P8 للمستوي اموازي ��7�8كان الشعاع   إذا .1
��  .7P8يعاع الوحدة العمودي على المستو ش���   و 7P8للمستوي  يشعاع مواز   ��                                                                                           البرهان: .7P8المستوي  ⊥ �	���� ⇒ �� ∙ �	���� = 0 Xw��. ���xX� = Xw��xX� ∙ 	��� + �� ∙ X7���8X� = X��X� . ��� 		ÆX���X� = �		ثابت		قيمة		واتجاها		��0��Ç X��X� . ��� = 0 ⟹ X��X� ⊥ ��� 

  .7P8واز لنفس المستوي م ,��,   أي أن    

�� : قيمة ثابتة فان p��pشعاع حيث  ��إذا كان  .2 ⊥ ,��,Å  
.��  البرهان : �� = w��x� = �� ddt wA���. A���x = ddt wA���x� = 2A��� dA���dt = ddt A� = 0 ⟶ A��� dA���dt = 0 ⟶ A��� ⊥ dA���dt  
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  :4تمرين

��			  كن الشعاع:يل = 2ı� − 7�� + 28�� + 7�� − 6� + 98E�� 

tثم عينهما في النقطة  ،ËÎÌ���ËÍÎو  ËÌ���ËÍأحسب  = 1 .  dA���dt = −2t�� + 72t − 68E�� ,										d�A���dt� = −2��+ 2E�� dA���dtÇÍÏ� = −2�� − 4E�� ,																			d�A���dt� ÇÍÏ� = −2��+ 2E�� 

  
 

  مشتقات الجزئيةال 8.2

   :موعة الإحداثيات المتعلقة بالزمن ��خر شعاعيا آو  φ	لنأخذ تابعا سلميا
φ7x, y, z, t8		و			��7�, Y, t, �8 

Ñ��ÑÒ على النحو:مثلا  � المشتق الجزئي للتابع السلمي أو الشعاعي بالنسبة لأحد هذه المتحولات كتبي 	 , ÑφÑÒ	 ويحدد  ،بقية المتغيرات ثابتةية تماما بالنسبة لهذا المتغير، وكأن ، ويحسب كالمشتقة العاد
   :كالتالي  ��و  φالتفاضل الكلي للتابعين  

XÁ = ∂φ∂x dx + ∂φ∂y dy + ∂φ∂z dz + ∂φ∂t dt 
X�� = ∂��∂x dx + ∂��∂y dy + ∂��∂z dz + ∂��∂t dt 

�φ∂x�∂   :الثانيةالمشتقات الجزئية من الرتبة  تعريف يمكن ; 			∂�A���∂x� 	 
�∂φ�∂   :المختلطة التي لا تتعلق بترتيب المتغيرات المشتقات ايضا و ∂y = ∂�φ∂y ∂x	, ∂���∂� ∂y = ∂���∂Y ∂x 
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 دالة سلمية تدرج 9.2

,φ7xتابع سلمي الليكن  y, z8، تدرج يسمىGradient)  (الدالة السلمية	φ،  نرمز له و grad����������φ = ∇	����φ، الشعاع المعرف في الإحداثيات الديكارتية:   

∇	����φ = grad����������φ = ∂φ∂x �� + ∂φ∂y �	��� + ∂φ∂z E�� 

  :)opérateur nabla( نابلا مؤثر ����	∇حيث يدعى 

∇	����� = ∂�∂x �� + ∂�∂y �	��� + ∂�∂z E�� 

1. grad	�����������B = 0				 }B =  ~ثابت

2. 			}B = ~ثابت 		،	grad����������wBφx = α	grad����������	φ 

3. grad���������� }φ�φ�~ = Á�grad����������Á� + Á�grad����������Á�  حيث ،φ�  وÁ�  تابعان
 سلميان.

4. grad����������φ7×8 = ØÑφ7Ù8ÑÙ Ø grad����������×  حيث ،φ و	تابعان سلميان. × 
5. XÁ = grad����������Á. X[�	  حيث ،X[� = X��� + XY�� + XtE��. 

  تفرق شعاع   10.2

��div	 : ـويرمز له ب،  ��الشعاع ) Divergence(تفرق  = ∇���. في  هو مقدار سلمي يساوي ، ��6
  :الإحداثيات الديكارتية

div�� = ∇���. �� = ∂��∂x + ∂��∂y + ∂��∂z  

�� حيث: = ���� + ���� + ��E�� .  
1. div	C�� = O	 حيث ،C�� .شعاع ثابت 
2. divw�� + ���x = div�� + div��� 
3. divwB��x = Bdiv��	 حيث ،α .ثابت 
4. X��wÁ��x = ÁX���� + ��. 	4[yX������������φ		 حيث ،φ .تابع سلمي 

                                                           

  

 
6
  .��هو الجداء السلمي بين مؤثر نابلا و  ��تفرق شعاع  
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  شعاع دوران 11.2

��الشعاع  )Rotationnel( يحسب دوران = ���� + ���� + ��E��  في جملة الإحداثيات
��	������rot ـ:له ب نرمزو  ،الديكارتية = ∇	���� ×    كالتالي: ��

rot������	�� = ∇	���� × �� = ÜÜ
��				����			E��uu� 	 uuY	 uut�� 		��		��

				ÜÜ 
1. rot������w�� + ���x = rot�������� + rot��������� 
2. rot������wB��x = B	rot��������  حيث ،α .ثابت 

3. rot������wÁ��x = Á	rot������	�� + wgrad����������	φx ×  تابع سلمي. φ، حيث  ��
4. rot������w�� × ���x = w��� ∙ grad����������	x�� − w�� ∙ grad����������x��� + ��	div	��� − ���	div	��	 

  الدالة السلمية  انلابلاسيمؤثر  12.2

,�Á7	الدالة السلمي )Laplacien(  لابلاسياننعرف  Y, t8:  
  		∇�Á = ∇���. w∇���Áx = divwgrad����������Áx = ∆Á = u�Áu�� + u�ÁuY� + u�Áut�  

 
  مؤثر لابلاسيان معرف بـ:  ∆يسمى 

∇�� = ∆� = u��u�� + u��uY� + u��ut�  

 

  :5 تمرين
�]  :الاشعةليكن في المعلم الديكارتي  = ��� + Y�� + tE��	 

]حيث:  = 2�� + Y� + t�.  

����������gradو  ]	����������grad	حساب : �Ý  وdiv	[�  وrot������	[���  و∇�[.  
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  الحل: 

grad����������	[ = u[u� �� + u[uY �	��� + u[ut E��																																																																				718 

�u[u حيث: = uu� 2�� + Y� + t� = 2�22�� + Y� + t� = �[ u[uY = Y[ ,										u[ut = 		 t[	 
 فنحصل على : 718نعوض قيمة المشتقات الجزئية في المعادلة 

grad����������	[ = �[ �� + Y[ �	��� + t[ E�� = [�[ 

�uu  لدينا: {1[| = uu� }7�� + Y� + t�8�� �� ~ = −12 2�7�� + Y� + t�8�f ��
= − �[f uuY {1[| = − Y[f ,													 uut {1[| = − t[f			 

����������grad  منه: و 1[ = uu� {1[| �� + uuY {1[| �	��� + uut {1[| E�� = − } �[f �� + Y[f �	��� + t[f E��~
= [�[f 

div	[� = X�X� + XYXY + XtXt = 3 

  باستعمال تعريف دوران شعاع نحسب:

rot������	[��� = ÜÜ �� �	��� E��uu� uuY uut� Y t ÜÜ 
											= {uzuY − uyut| �� − {uzu� − uxut| �	��� + {uyu� − uxuY| E�� = 0�� 
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 : ]�∇بالنسبة الى
  

∇�[ = u�[u�� + u�[uY� + u�[ut� 																																																																										728 u�[u�� = uu� }�[~ = 12�� + Y� + t� − ��7�� + Y� + t�8f/� 

u�[uY� = uuY }Y[~ = 12�� + Y� + t� − Y�7�� + Y� + t�8f/�	 
u�[ut� = uut }t[~ = 12�� + Y� + t� − t�7�� + Y� + t�8f/� 

  :فنحصل على 728نعوض المشتقات في المعادلة 

∇�[ = 32�� + Y� + t� − �� + Y� + t�
7�� + Y� + t�8f� = 22�� + Y� + t� 

 
  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




