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 الكتاب مقدمة

 
وفػػػق الدفػػػردات الدقتًحػػػة في لرلػػػس قسػػػم العلػػػوـ ( 1)الرياضػػػيات تم إعػػػداد كتػػػاب 

انيكية والكهربائية في جامعة البعث ، وذلػك لطػلاب السػنة الأساسية في كلية الذندسة الديك
 .ويتناوؿ ىذا الكتاب ثلاثة أبواب. الثانية لقسمي الإلكتًوف والتحكم في فرع الكهرباء 

 . الدعادلات التفاضلية: الباب الأول
 : ةولػتوي على بشانية فصوؿ تعالج الدوضوعات الآتي 

لظاذج الدعادلات التفاضلية المحلولة بالنسبة  -الدعادلات التفاضلية العادية من الرتبة الأولى 
 تطبيقات بعض - للمشتق بالنسبة المحلولة غتَ التفاضلية الدعادلات لظاذج -للمشتق 
لدتجانسة ذات الدعادلات التفاضليّة الخطيّّة ا - الأولى الرتبة من العادية التفاضلية الدعادلات

بطرؼ )تجانسة الدغتَ الدعادلات التفاضلية الخطية  - (دوف طرؼ ثاف  ) الأمثاؿ الثابتة 
 - الدعادلات التفاضلية الجزئية - بصل الدعادلات التفاضلية - الثابتة الأمثاؿذات ( ثاف

حل  – لهاحق رائت والدعادلات التكاملية وطحل الدعادلات التفاضلية بطريقة الدصفوفا
 .(باستخداـ برويل لابلاس) الدعادلات التكاملية

 . (الدركب)التحليل العقدي : الباب الثاني
 :فصوؿ تعالج الدوضوعات الآتية عدةولػتوي على 

التكػػػػاملات العقديػػػػة  - التوابػػػػع العقديػػػػة واشػػػػتقاقها -العػػػػدد العقػػػػدي والدتحػػػػوؿ العقػػػػدي 
نظريػػػػة الرواسػػػػب وحسػػػػاب   - الدتسلسػػػػلات العقديػػػػة - وصػػػػيغ كوشػػػػي التكامليػػػػةومبرىنػػػػة 

 .الراسم الحافظ للزاوية الدوجهة -التكاملات 



 
 مقدمة الكتاب 53

 .يالتحليل ألدتجه :الباب الثالث
 :ة فصوؿ تعالج الدوضوعات الآتيةولػتوي على ثلاث

 الذندسػيةالفيزيائيػة و التطبيقات  - ةالدتجهي التكاملات - ةالدتجهي السلمية والحقوؿ الحقوؿ
 .الدتجهيللتحليل 

( 1)الفهم والاستيعاب لدقرر الرياضػيات وعات لرتمعة ضرورية لتمهد وىذه الدوض
لتشػػػػكل ىػػػػذه الدقػػػػررات  ات الرياضػػػػيات في السػػػػنوات السػػػػابقة ،لدقػػػػرر تعػػػػد امتػػػػداداً وكػػػػذا ، 

 .ياضياً منطقياً متًابطاً تسلسلاً ر 

وذلػػك  ، وتم في ىػػذا الكتػػاب مراعػػاة دعػػم كػػل فكػػرة نظريػػة بتطبيػػق عملػػي مباشػػر
تطويرىػا وترسػيخها في ذىػن الطالػب مػن لفكرة النظرية وتوضيحها من جهػة و ناء اغبهدؼ إ

كػػل   أتبعنػػا جهػػة أخػػرى، حيػػث أوردنػػا العديػػد مػػن الأمثلػػة خػػلاؿ عرضػػنا للمفػػاىيم النظريػػة و 
إلى  تقػػػػيفيهػػػػا فهػػػػم الطالػػػػب للقسػػػػم النظػػػػري لتَ بيقػػػػات وبسػػػػارين عديػػػػدة يتجلػػػػى فصػػػػل بتط

 . الدستوى الدنشود
 

ف يػؤدي الغايػة الدرجػوة مػن تأليفػو أآملتُ في الختاـ أف يكػوف ىػذا الكتػاب واضػحاً وسػهلاً و 
  .والله ولي التوفيق

 
 .5311بضص 
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 الأول الفصل

  الأولى الرتبة من العادية التفاضلية المعادلات في مقدمة. 1
 نسبة لدالة التفاضلات أو الدشتقات على برتوي معادلة ىي التفاضلية الدعادلة: تعريف
 العادية التفاضلية بالدعادلة الدعادلة دعيت عادية الدشتقات كانت فإذا أكثر، أو لدتحوؿ

 .الجزئية التفاضلية بالدعادلة الدعادلة دعيت جزئية الدشتقات كانت وإذا
 العاـ الشكل فإف   واحدة لرهولة ودالة   واحد مستقل متحوؿ الدعادلة في وجد فإذا

 :ىو التفاضلية للمعادلة
                                       

 

 :3-3 لامث
 :التفاضلية الدعادلات (1

 
 

  

  
     

–                          

   

 .عادية تفاضلية معادلات ىي         
 :التفاضلية الدعادلات (2

 
 

   

     
 

  

   
  

 
  

  
   

   

   
 

   

    

   

 .جزئية تفاضلية معادلات ىي        

 :التفاضلية المعادلات تصنيف 1.1
 .الدعادلة في موجودة للدالة مشتقة أعلى رتبة ىي التفاضلية الدعادلة رتبة إف: تعريف
 .الدعادلة في موجودة للدالة مشتقة أعلى درجة ىي التفاضلية الدعادلة درجة إف: تعريف

 :1-3 لامث
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 .الأولى والدرجة الأولى الرتبة من                :    التفاضلية الدعادلة
 والدرجة الثانية الرتبة من                        :التفاضلية الدعادلة
 .الثانية

 من                                       :التفاضلية الدعادلة
 .الأولى والدرجة    الرتبة

 : العادية التفاضلية المعادلة تشكيل 1.1
 :الآتية الطريقة ألعها طرؽ بعدة العادية التفاضلية الدعادلات على الحصوؿ لؽكن

 :الاختيارية الثوابت حذؼ بطريقة التفاضلية المعادلة تشكيل 1.1.1
 : الدعادلة لتكن

                                                           
 وذلك     لػ التفاضلية الدعادلة ولنشكل،       الدستوي من منحنيات لرموعة بسثل

 :الدعادلة على فنحصل ثابت،    و     في دالة     اعتبار على     لػ نسبة باشتقاقها
  

 
          

 
                              

 الدستوي منحنيات لرموعة معادلة على لضصل    و     العلاقتتُ من   الثابت بحذؼ
     : 

                                                              
 

 :      الدوائر لمجموعة التفاضلية الدعادلة أوجد :3-3 مثال
             

 :لصد   لػ نسبة بالاشتقاؽ :الحل
                        

 
 :الدوائر لمجموعة التفاضلية الدعادلة على فنحصل الدوائر معادلة في   قيمة نعوض
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 اختيارياً  ثابتاً    بروي       الدستوي في الدنحنيات لرموعة معادلة كانت إذا :ملاحظة
 :أي

                                             
 مرة   متتالي بشكل     الدعادلة نشتق     الدنحنيات لمجموعة التفاضلية الدعادلة لإلغاد
       على بالنتيجة لضصل                في دالة   اعتبار على   لػ نسبة

 .معادلة
 في الناتج نعوض ثم معادلة   من ومشتقاتها     بدلالة            الثوابت وجدن

 : التفاضلية الدعادلة على فنحصل الدنحنيات لرموعة معادلة
                                           

 .البعض بعضها عن مستقلة     الدعادلة في الاختيارية الثوابت اعتبار على وذلك
 

 :لذا حلاً  الآتية الدالة تقبل التي التفاضلية الدعادلة شكل: 4-3 مثال
      

  

 
     

 :أي مرات ثلاث متتالية بصورة نشتقها للدالة الاختيارية الثوابت لحذؼ :الحل
      

  

  
       

   

  
        

    

  
  

 :ىي الاختيارية الثوابت عن الدستقلة ومشتقاتها الدالة بتُ العلاقة أف نلاحظ
     

 

   
       

 .الدطلوبة التفاضلية الدعادلة وىي

 : التفاضلية المعادلة حل 1.1
 :التفاضلية للمعادلة حلاً    لراؿ على مرة   للاشتقاؽ القابلة        الدالة نسمي

                                          
 :الشكل من مطابقة إلى التفاضلية الدعادلة ىذه حوؿ إذا
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 : التفاضلية المعادلة حلول أنواع 1.1.1
 :  العام الحل .3

 :    الشكل من حل كل نسمي
                                            

 رتبة يساوي وعددىا البعض بعضها عن مستقلة اختيارية ثوابت            حيث
 مشتقات لذا   الدالة أف نشتًط حيث الدعادلة لذذه العاـ وبالحل.      التفاضلية الدعادلة
 .  الرتبة حتى مستمرة جزئية

 

 :الدالة أف برقق :5-3 مثال
         

 التفاضلية للمعادلة حلاً  ىي
             

 :لصد التفاضلية الدعادلة في والتعويض بالاشتقاؽ: الحل

        
بالتعويض
                            

 
 .لستلفةً  قيماً    بإعطاء وذلك الحلوؿ من منتو غتَ عدداً  التفاضلية الدعادلة لذذه أف نلاحظ

 

 : الخاص الحل .1
 الاختيارية الثوابت بإعطاء تفاضلية، لدعادلة العاـ الحل من عليو الحصوؿ لؽكن حل كل
 .التفاضلية للمعادلة خاصاً  حلاً  يسمى لستلفةً  عدديةً  قيماً 

 

 : التفاضلية للمعادلة الخاص الحل أوجد :6-3 مثال
         

            : بالنقطتتُ والدار
 

 
  : عاماً  حلاً  لذا أف العلم مع     

                . 



 
 الأولى الرتبة من العادية التفاضلية الدعادلات في مقدمة: الفصل الأوؿ 59

 :الحل
                              :         ة  النقط أجل من
    النقطة أجل من

 

 
      :        

 

 
        

 

 
          

 .              : ىو الدذكورتتُ بالنقطتتُ الدار الخاص الحل إذاً  

 : الرتبة تخفيض العليا، الرتب من التفاضلية المعادلات 1.1
 :لدينا

                    
 رتبة بزفيض لؽكن الخاصة الحالات بعض وفي الأولى، والدرجة   الرتبة من تفاضلية معادلة

 :الحالات ىذه وأىم واحدة رتبة الدعادلة ىذه

 : صراحة مذكورة غير   الدالة 1.1.1
 : الشكل من أي

                       
 :    نفرض عندئذ

   
  

  
        

  

  
     

 :يكوف وبالتالي
                          

   على لضصل إلغادىا وبعد   المجهولة الدالة في       الرتبة من تفاضلية معادلة
 .بالدكاملة

 :الدعمم الشكل من الدعادلة كانت فإذا
                                             

 :أف نفرض
                       

  

  
     

                                    :لصد ومنو
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   على لضصل إلغادىا وبعد   المجهولة الدالة في       الرتبة من تفاضلية معادلة

 .بالدكاملة

 : صراحة مذكور غير   المتحول 1.1.1
 : الشكل من أي

                      
 نفرض أف
         

  

  
   

حسب قاعدة السلسلة
               

  

  
 
  

  
  

  

  
     

     
 

  
   

  

  
  

  

  
    

  

  
 
 
  

   

      
 على لضصل إلغادىا وبعد   في كدالة   المجهوؿ في       الرتبة من تفاضلية معادلة

 . بالدكاملة  
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 (1) محلولة تمارين
 :التالية التفاضلية الدعادلات ودرجة رتبة أوجد.1

 الدعادلة الرتبة الدرجة
    أولى أولى

 

 
     

            أولى ثالثة
           أولى ةنيثا

          ةنيثا أولى
          أولى أولى
             ثالثة أولى
              ةنيثا أولى

 
 :التالية تلدنحنيااموعة لمج التفاضلية الدعادلات أوجد.5

           
   

   
    

 :الحل
 :لصد   لػ بالنسبة بالاشتقاؽ

yy
x

ccxyy 
1

022 
       : الدعطاة بالدعادلة نعوض

0

1

2

2 








x

yy
x

yy
a

xyyy 

 
             

 :  لػ بالنسبة بالاشتقاؽ: الحل
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           :بالدعادلة نعوض

02 



y

xy

eyy 
 

       
  

 
     

 :مرتتُ   لػ بالنسبة بالاشتقاؽ: الحل

2

2
,

3

13

1

2

1 yx
c

x

c
y

x

c
y





 

 :لصد بالتعويض

0
2

 y
x

y 
 

                  
 :مرات ثلاث   لػ بالنسبة بالاشتقاؽ: الحل

xxxxxx ebeayebeayebeay  ,, 
cyyyy  

 
                       

 :مرتتُ   لػ بالنسبة بالاشتقاؽ: الحل
                                     

                       
                                         

    

                                   
 

  

 :لصد بالتعويض وبالتالي
022  yyy 

 
 :لذا الدوافقة التفاضلية الدعادلات برقق التالية الدواؿ كانت إذا فيما برقق. 1
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  xxfyxyyy  ;22.1   

 :لصد بالاشتقاؽ: الحل
0,1  yy 

 .الدعطاة التفاضلية للمعادلة حلاً      : أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض
 

  xexyyxyxyx  2222 ;022.2 

 :لصد بالاشتقاؽ: الحل
xx exexy   22 

xxx exxeey   242 
 تشكل وبالتالي الدعطاة التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض

 .التفاضلية للمعادلة حلاً 
 

xyxyyy cos1,sin1;1.3  
 :لصد         :  الدالة أجل من: الحل

xyxy sin,cos  
 تشكل وبالتالي الدعطاة التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض

 .التفاضلية للمعادلة حلاً 
 :لصد         :  الدالة أجل من

xyxy cos,sin  
 تشكل وبالتالي الدعطاة التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض

 .التفاضلية للمعادلة حلاً 
 

24;54.4 22  xxyxyyxy 

 :لصد بالاشتقاؽ: الحل
2;42  yxy 
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 أف تصلح لا وبالتالي الدعادلة ىذه برقق لا الدالة أف لصد الدعطاة التفاضلية بالدعادلة نعوض
 .الدعطاة للمعادلة حلاً  تكوف

 
 :التالية التفاضلية للمعادلة حلاً  ىي          :  الدالة أف من برقق.1

0222  yyxyx 
 :لصد بالاشتقاؽ: الحل

aybaxy 2;2  
 تشكل وبالتالي الدعطاة التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض

 يساوي وعددلعا مستقلتُ اختيارين ثابتتُ لػوي الحل أف وبدا التفاضلية للمعادلة حلاً 
 .التفاضلية للمعادلة عاـ حل نسميو فإننا الدعادلة رتبة
 :التالية التفاضلية للمعادلة حلاً  ىي           : الدالة أف برقق.5

0 yy 
     :لصد بالاشتقاؽ: الحل

xxxx ebeayebeay   ; 
 تشكل وبالتالي الدعطاة التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض

 يساوي وعددلعا مستقلتُ اختيارين ثابتتُ لػوي الحل أف وبدا التفاضلية للمعادلة حلاً 
 .التفاضلية للمعادلة عاـ حلاً  نسميو فإننا الدعادلة رتبة

 

 التفاضلية للمعادلة حلاً  ىي                 : الدالة أف برقق .2
02                          : التالية  yiy 
   :لصد بالاشتقاؽ: الحل

ixix

ixix

ixix

ibeiaey

ebeay

eibeiay

22

22

22

88

;44

;22
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 تشكل وبالتالي الدعطاة التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض
 يساوي وعددلعا ةمستقل ةاختياري ابتو ثثلاث  لػوي الحل أف وبدا التفاضلية للمعادلة حلاً 
 .التفاضلية للمعادلة عاـ حل نسميو فإننا الدعادلة رتبة
 :التالية التفاضلية لمعادلةحلاً ل ىي             :  الدالة أف برقق .2

0663 23  yyxyxyx 
 :لصد بالاشتقاؽ: الحل

cycxbycxbxay 6;62;32 2  
 تشكل وبالتالي الدعطاة، التفاضلية الدعادلة برقق الدالة أف لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض

 وعددلعا ةمستقل ةاختياري تث ثوابلاث لػوي الحل أف وبدا. التفاضلية للمعادلة حلاً 
 .التفاضلية للمعادلة عاـ حلاً  نسميو فإننا الدعادلة رتبة يساوي

 

 :الآتية التفاضلية الدعادلات رتب خفض.8
xyyx .1 

 : أف نفرض لذلك صراحة   بروي لا الثانية الرتبة من معادلة: الحل
pypy  ; 

 : لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض
xppx  

 حصلنا نكوف إلغاده بعد   بالدتحوؿ كدالة    بالمجهوؿ الأولى الرتبة من تفاضلية معادلة
 .بالدكاملة   على

yyyy  22.2 
 :أف نفرض لذلك صراحة    بروي لا الثانية الرتبة من معادلة: الحل

yd

pd
p

xd

yd

yd

pd
ypy  ; 

 : لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض
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 حصلنا نكوف إلغاده بعد   بالدتحوؿ كدالة    بالمجهوؿ الأولى الرتبة من تفاضلية معادلة
 .بالدكاملة   على

1.3  yy 
 :أف نفرض لذلك صراحة   بروي لا الثانية الرتبة من معادلة: الحل

yd

pd
pypy  ; 

 : لصد التفاضلية بالدعادلة نعوض
 

  

  
      

 حصلنا نكوف إلغاده بعد   بالدتحوؿ كدالة   بالمجهوؿ الأولى الرتبة من تفاضلية معادلة 
 .بالدكاملة   على

               
 :أف نفرض لذلك. صراحة   بروي ولا الثانية الرتبة من: الحل 

                          
 .  بالدتحوؿ كدالة   المجهوؿ في الأولى الرتبة من تفاضلية معادلة

                      
 : أف نفرض لذلك. صراحة   الدتحوؿ بروي ولا الثالثة الرتبة من: الحل

         
  

  
 
  

  
  

  

  
      

 

  
  

  

  
  

  

  
  

   
  

  
    

   

   
         

  

  
        

   
      

   
 

  
  

  
    

  

  
  

               
   

   
  

  

  
   

  

  
     

 .  في كدالة   المجهوؿ في الثانية الرتبة من تفاضلية معادلة وىي
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 (1) غير محلولة تمارين
 :لمجموعة الدنحنيات كوف الدعادلات التفاضلية  -1
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ذلك بتخفيض حوؿ الدعادلات التفاضلية الآتية، إلى معادلات من الرتبة الأولى و  -5
 :رتبتها
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 ثانيال الفصل

 المعادلات التفاضلية من الرتبة لأولى. 1
 :الشكل العاـ للمعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى ىو: 1-2:تعريف

             
  

  
    

 :أو من الشكل
                     

 :المحلولة بالنسبة للمشتقنماذج المعادلات التفاضلية  1.1

 :معادلات ذوات المتحولات المنفصلةال 1.1.1
تعد الدعادلات التفاضلية ذوات الدتحولات الدنفصلة من الأنواع البسيطة والأساسية 

، وأمثاؿ   ػػل فقط تابعة    الأولى، وفيها يكوف أمثاؿللمعادلات التفاضلية من الرتبة 
    :، وىي تكتب بالشكل  ػػل فقط تابعة   

                 
 .توابع معطاة     و     : حيث

 : الحل العاـ لذا يكفي أف نكامل الطرفتُ ولإلغاد
                   

 (.ثابت اختياري ) ثابت التكامل    حيث
 :  أوجد الحل العاـ للمعادلة التفاضلية :1-2 مثال

              
 :  نكتب الدعادلة بالشكل :الحل

  

  
            

  

    
                   

 : وبالدكاملة لصد أف الحل العاـ
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 :   الدعادلة التفاضلية :2-2 مثال
                               

 :بالدكاملة لصد الحل العاـ لذا وىو، وىي معادلة منفصلة الدتحولات :الحل
                

 

من  و ىي، منفصلة الدتحولات سمى معادلاتضلية تىناؾ معادلات تفا :ملاحظة
 :الشكل

                               
 :لات إذا قسمنا الطرفتُ على تصبح معادلة منفصلة الدتحو  حيث

كوف حلًا يقد  وفه،              أما جذر الدعادلة .              
 .للمعادلة التفاضلية اً خاص
 :أوجد الحل العاـ للمعدلة الآتية: 3-2 مثال

                          
 :دالةتحولات ولكن بالتقسيم على المنفصلة الدف ىذه الدعادلة في ظاىرىا غتَ إ: الحل

 :لضصل على             
  

      
   

    

    
      

 :تحولات منفصلة بدكاملة الطرفتُ لصد أفمذات معادلة 
                      

 :وبالتالي
     

 

      
         

 

      
  

 .وىو الحل العاـ للمعادلة التفاضلية
 :أثبت أف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية التالية :4-2 مثال

                
                                     :ىو

 

  
 .       المحقق للشرط الابتدائي  و       ثم أوجد الحل الخاص الدار من النقطة 
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 :نكتب الدعادلة الدفروضة بالشكل: الحل
                   

 
                   

 :لصد    بالتقسيم على  
  

  

 
 

   

 
      

 :بالدكالدة لصد أف
                       

 
                  

 

 
       

   

 
  

 
   

  
  

 

 
         

 

 
   

لإلغاد الحل الخاص المحقق للشرط الابتدائي الدفروض نوجد قيم الثابت . وىو الحل العاـ
 :في الحل العاـ، فنجد              (أي نعوض)   

           
   

 
  

 :لحل العاـ لصد الحل الخاص التاليبالتعويض في ا
    

   

 
 

 

 
   

 :تحولات مترد إلي معادلات منفصلة الالمعادلات التفاضلية التي  1.1.1
، تتحولاتوجد بعض الأشكاؿ من الدعادلات التفاضلية التي ترد إلى معادلات منفصلة الد

 .تتحولاالدوذلك بتغيتَ ا
 

 :المعادلات التفاضلية من الشكل 1-
 .ثوابت         :حيث                                

 :نفرض أفالدعادلات لحل مثل ىذا النوع من 
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 :فنجد   نشتق الطرفتُ بالنسبة لػ ، ثم

   أو          
 

 
   

 

 
  

 :تعويض في الدعادلة التفاضلية لصدبال

b

a

dx

du

b
uf 

1
)()( أو )( ufaubf

dx

du
 

 .معادلة تفاضلية منفصلة الدتحولاتوىي 
 

 :للمعادلة التفاضليةأوجد الحل العاـ  :5-2 مثال
2)4( xyy  

xyt نفرض أف: الحل 4  4: ومنو ty بالتعويض في الدعادلة التفاضلية
24:لصد tt 

 :وبالتالي 



















 xec
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t
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 .الدفروضةعاـ للمعادلة التفاضلية وىو الحل ال
 

 :المعادلة التفاضلية من الشكل  -2
0).().( 21  dyyxfxyxfy 

 :الدعادلة إلى معادلة ذات متحولات منفصلة بأف نفرضترد ىذه 
yxz .، ومنوxzy /. بالدفاضلة لصد: dx

x

z
dzxdy  

 :عوض في الدعادلة التفاضلية فتصبحن
0)()( 221  dxf

x

z
dzzfdxzf

x

z 
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0         :أو بالشكل 
))()((

)(

21

2 
 x

dx

zfzfz

dzzf 

 .وىي معادلة منفصلة الدتحولات
 

 :الحل للمعادلة التفاضلية التاليةأوجد  :6-2 مثال
0).1()1.( 22  dyyxyxxdxyxy 

yxz: نفرض أف :الحل . ،ومنو: 

2
,

x

zdxxdz
dy

x

z
y


 

 :الدفروضة لصدلتعويض في الدعادلة وبا
0))(1()1(

2

2 



x

zdxxdz
zzxdxz

x

z 
 :لصد بإصلاح الدعادلة الأختَة

0)1( 23  dzzzxdxz 
 :وبفصل الدتحولات لصد

0
23


z

dz

z

dz

z

dz

x

dx 
 :بالدكاملة

cz
zz

x  ln
1

2

1
ln

2 
22 12ln2 czz

x

z
z  

2222 12ln2 ycxxyyyx  
 

ة لزلولة بالنسبة للمشتق           :كل معادلة تفاضلية من الشكل: 1-1-2:مبرىنة
ثابت   ، حيث  مهما كانت قيمة    بػ    ولا تتغتَ إذا بدلنا كل           

 .ترد إلى معادلة تفاضلية منفصلة الدتحولات، اختياري
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),(لتكن الدعادلة التفاضلية من الأولى والمحلولة بالنسبة للمشتق : الإثبات yxfy  ،
 :ادلة التفاضلية الدكافئة التالية، لضصل على الدع  بػ   لنبدؿ كل 

),(
1

yxcfy
c

، 
   كيفي فبإمكاننا أف نأخذه مساوياً    و بدا أف الثابت 

 

 
بالتعويض في ،      

 :ادلة التفاضلية السابقة لضصل علىالدع
)(),1( ygyfxy     أو)(

1
yg

x
y  

 .ادلة تفاضلية ذات متحولات منفصلةوالدعادلة الأختَة ىي مع

 :المعادلات التفاضلية التامة  1.1
 :نقوؿ عن الدعادلة التفاضلية

                     
من الدستوي    تابعاف قابلاف للمفاضلة باستمرار في الساحة       و       حيث 

 :أي        لتابع ما (تاماً ) كلياً   إنها تامة، إذا كاف طرفها الأيسر تفاضلاً  ،   
                     

 

 :الكافي لتكوف الدعادلة التفاضليةالشرط اللازـ و   2-1-2 :مبرىنة
                                     

 :معادلة تامة ىو أف تتحقق العلاقة
  

  
 

  

  
  

     لنفرض أف الطرؼ الأيسر من الدعادلة التفاضلية السابقة : لزوـ الشرط :الإثبات
 :، عندئذ      تفاضل تابع للتابع 

                  
  

  
   

  

  
    

 :فإوعليو ف
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 :على التًتيب لضصل على   و  لػػػػػوباشتقاؽ ىاتتُ العلاقتتُ بالنسبة 
   

    
 

  

  
 

   

    
 

  

  
  

، أنو إذا كانت الدشتقات الجزئية الدختلطة مستمرة فهي متساوية وىذا يؤدي إلى وكما نعلم
 :أف

  

  
 

  

  
  

  لنفرض أف الشرط  : كفاية الشرط

  
 

  

  
لزقق ولنبرىن على أف الطرؼ الأيسر من  

 .يطلب إلغاده        ىو تفاضل تاـ لتابع ما    الدعادلة 
  لنأخذ العلاقة الأولى 

  
 :ثابت فنجد أف  معتبرين   ونكاملها بالنسبة لػػ         

                                         
من أجل ذلك نشتق جزئياً  .يطلب تعينو  تابع كيفي في الدتحوؿ      ف إحيث 

 :فنجد    العلاقة السابقة    بالنسبة لػ 
  

  
 

 

  
                         

 : وبالتالي
              

 

  
                  

  

  
           

لذلك نشتق بالنسبة   بقي أف نبرىن أف الطرؼ الألؽن من العلاقة الأختَة غتَ متعلق بػػػػ 
  خذين بعتُ الاعتبار أف  آ  لػػػ 

  
 

  

  
 : فنحصل على  

 

  
         

  

  
    

  

  
 

 

  
 

  

  
   

  

  
 

 

  
 

 

  
           

  

  
 

  

  
    

 . وىذا يعتٍ فعلًا أف الطرؼ الألؽن غتَ متعلق بػػػ 
 :، فنجد  بالنسبة لػػػ     نكمل العلاقة 

               
  

  
     

 :فنجد التابع الدطلوب    في العلاقة      نعوض قيمة 
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 :التفاضلية التاليةأوجد الحل العاـ للمعادلة : 7-2 مثال
                              

 :لدينا :الحل
  

  
        

  

  
  

 :  الذي لػقق العلاقتتُ        ىذا يعتٍ أف الدعادلة تامة لحلها نفتش عن التابع
                               

 :ثابت فنجد  معتبرين أف   نكامل العلاقة الأولى بالنسبة لػػػ 
                                  

 : ثابت التكامل لنشتق جزئياً العلاقة الأختَة بالنسبة لػػػ      حيث 
                    

 :ولكن
                 

 :وبالتالي نستنتج أف
                       

 :ثابت كيفي إذاً التابع الدطلوب إلغاده ىو  حيث 
                 

 :وبالتالي الحل العاـ يعطى بالشكل
                

 

  انطلقنا من العلاقة    في عملية إلغاد التابع : 1 ملاحظة
   وكاملناىا بالنسبة لػ  

  ثابت وبالإمكاف الحصوؿ على النتيجة نفسها إذا انطلقنا من العلاقة   معتبرين أف 
  

 . ثابت   معتبرين أف   وكاملناىا بالنسبة لػػػػ
 

لؽكن أف نستخدـ طريقة أخرى مباشرة ولا تستخدـ إلا في الدعادلات : 2 ملاحظة
 :طريقة تتلخص بالشكل التاليالتفاضلية التامة وىذه ال
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ىذين ( ابراد)، ثم نأخذ اجتماع          : وثانياً            :نوجد أولاً 
 .التكاملتُ فنحصل على الحل العاـ

 :حتى تكوف الدعادلة التفاضلية  عتُ قيمة الثابت  8-2: مثال
                           

 .أوجد الحل العاـ لذاثم تامة 
 :نلاحظ أف :الحل

  

  
            

  

  
      

 :تكوف الدعادلة تامة عندماو 
  

  
          

  

  
          

 :والدعادلة التفاضلية تصبح بالشكل
                          

 :بالتًتيب     و     :   نوجد ولإلغاد الحل العاـ،
                     
                 

 

 
    

 :اجتماع ىذين التكاملتُ لصد الحل العاـ الدطلوبوبأخذ 
         

 

 
      

نلاحظ أننا لم نضع الثوابت الاختيارية في التكاملات السابقة وذلك لأف الثابت النهائي 
 .الثابتتُ الاختياريتُ السابقتُ  لرموع فييعبر ضمنياً   

 : التكميلالمعادلات التفاضلية غير التامة وعوامل  1.1
 : إذا لم تكن الدعادلة التفاضلية

                                       
 :تامة ، أي أف
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الدعرفة على نفس ساحة تعريف كلا من           فإننا نضرب طرفي الدعادلة بالدالة  
 : من الشكل. تامة    بحيث تصبح الدعادلة التفاضلية                

                                                
، لغب أف تامة    حسب النظرية السابقة حتى تكوف الدعادلة التفاضلية : ملاحظة

 :يتحقق
      

  
 

      

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
     

 
 

  

  
  

  

  
   

  

  
 

  

  
                  

 .      لضصل على عامل التكميل     وبحل الدعادلة  

 :ق إيجاد عوامل التكميل ائطر  1.1.1
  إذا كاف  -1

  
 :   ومنو             

 
  

  
   

  

  
 

  

  
   

 

      
  

 
 

 
  

  
   

  

  
 

 
 

        

  
       

 
          

      
بالدكاملة
                              

 

  فإف        إذا كاف   -2

  
 :   عندئذ عامل التكميل ىو    

                        

  

  
   

  

  

 
 

  

  
   

  

  

 
  

 

 :لؽكن معرفة عوامل التكميل للمعادلة التفاضلية غتَ التامة بالشكل :ملاحظة

  إذا كاف
 
  

  
 

  

  
 

 
 .      عندئذ عامل التكميل من الشكل        
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  إذا كاف
 
  

  
 

  

  
 

 
 .       عندئذ عامل التكميل من الشكل        

 

 :د الحل العاـ للمعادلة التفاضليةأوج :9-2 مثال
                 

 :لحلا
  

  
    

  

  
 

  

  
    

  
         

 .فالدعادلة غتَ تامة
 :نلاحظ أف

  

  
   

  

  

 
 

        

     
 

        

       
 

  

 
  

 :ومنو        ىذا يعتٍ أف 
        

  
 

  

 
           

    

 
        

 

  
  

 :، لصد أفضرب طرفي الدعادلة بعامل التكميلن

 
 

 
      

  

  
    

تامة
 

  

  
 

  

  
 

  

  
     

  

 
 

 

  
      

 

     
       

  
     

 

 
      

 

 
   

بالدكاملة
   

 

 
   

 

 
     

 
                

 .دلة التفاضليةوىو الحل العاـ للمعا
 

 . و  دالة معلومة في          حيث ،        إذا كاف عامل  التكميل -3
   :فإف              لدا كاف 

  
  

  

   
 
  

  
و   

  
  

  

  
 
  

  
ومنو،  

 :لصد
 

   

  

  
  

  

  
   

  

  
   

  

  
  

  

  
  

 :أي
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فإف  ، عليوو . فإف الطرؼ الأيسر كذلك، فقط  فإذا كاف الطرؼ الألؽن دالة في الدتغتَ 
 :عامل تكميل يعطى بالعلاقة

                   

             
       

شكلًا  ،أولاً ، لغب أف نفتًض ،ل للمعادلة التفاضلية غتَ التامةلإلغاد عامل تكمي ،إذف
...        أو     أو        أو       :كأف نفرض،  معيناً للدالة 

 . لفقد لا نصل لح، شكل بسيط  باستثناء الحالات التي يكوف فيها للدالة و  إلخ
لضصل على     وإذا كاف ،       لضصل على     فإذا كاف 

 : فإف عامل التكميل ىو       أما إذا كاف ،        
                   

   
      

 : فإف عامل التكميل ىو      وإذا كاف  
                   

         
      

 

لأنو ، لؽكن إلعاؿ ثابت الدكاملة الاختياري لدى حساب عامل التكميل :1ملحوظة 
 . يكافئ ضرب الدعادلة التفاضلية بثابت موجب

 

قد        إف ضرب طرفي الدعادلة التفاضلية الغتَ التامة بعامل التكميل  :2ملحوظة 
 أي أف ،       أو       ف  عندما يكو ، يفقدىا أو يكسبها بعض الحلوؿ

 . بالضرورة متطابقتتُ، لرموعتا حلوؿ الدعادلتتُ  ليستا
 

فإف الحل ، مستقلتُ خطياً   و   إذا وجد للمعادلة التفاضلية عاملي تكميل: 3ملحوظة 
 . ثابت اختياري  حيث ،      العاـ لذذه الدعادلة التفاضلية يعطى بالعلاقة  
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. عامل تكميل لذا    أي أف ، تامة            : الدعادلة، فمثلاً 
  : والدعادلة

 
 

  

 
وىي تنتج من الدعادلة السابقة بضرب طرفيها بالدقدار ، تامة    
        . 

، مستقلتُ خطياً   و  عامل تكميل آخر للمعادلة الأصلية ولدا كاف         ، إذف
 : التفاضلية الدعطاة يعطى بالعلاقةفإف الحل العاـ للمعادلة 

   
 

   
 أو    

    
   

 

وىذا واضح لأنو . إف للمعادلة التفاضلية عدد غتَ منتو من عوامل التكميل: 4ملحوظة 
، التكامل العاـ لذذه الدعادلة    وكاف  ،دلة التفاضليةعامل تكميل للمعا  إذا كاف 

يكوف للمعادلة التفاضلية عامل تكميل من النمط  ، وفقاً للملحوظة السابقة، فإنو
 . دالة اختيارية في   حيث ،           

 

:   فإف،             متجانسة وكاف إذا كانت الدعادلة: 5ملحوظة 
  

 

        
 .الدعادلةعامل تكميل لذذه   

 

 : د الحل العاـ للمعادلة التفاضليةأوج :10-2 مثال
                               

 : لضسب الفرؽ: الحل
  

     
                          

 :ولكن نلاحظ أف، فالدعادلة التفاضلية غتَ تامة، رولدا كانت ىذه العبارة لا تساوي الصف
  

      
 

 
        

 : يعطى بالعلاقة، فقط   أي أف للمعادلة عامل تكميل يتبع 
                                    

 

       
  

 : فتصبح، الدعطاة بعامل التكميل ىذانضرب طرفي الدعادلة 
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  :بحيث يكوف       لدالة  تاماً  وىي معادلة تامة ويكوف الطرؼ الأيسر تفاضلاً 
  

  
         و                     

   
   

 

     
       
 : بالنسبة إلى     تكامل الدعادلة 

            
  

       
                

 :    نعوض في الدعادلة 
       

  
                         

 :وعليو فإف              ومنو           :أي أف
                        

 : كامل العاـ للمعادلة الدفروضة ىوويكوف الت
            

 

 :أوجد الحل للمعادلة: 11-2 مثال
    

 

   
           

 

   
  

  

         

  لأف ، واضح أف الدعادلة غتَ تامة:  الحل

  
 

  

  
 :لكنو  

  

  
 

  

  

 
  

     
 

 
  

 

   

     
 

 
  

  

  

    
 

 
  

 :ويعطى بالعلاقة    أي أف عامل التكميل يتبع فقط للمتغتَ
      

  
  

 
   

            
 

   
  

 : فنحصل على الدعادلة التامة، عطاة بعامل التكميلنضرب طرفي الدعادلة الد 
 

 

   
  

 

   
        

 

   
  

 

         
 : نكتبها كما يليو 

  

  
   

 

   
        

       

  
    

 :أي أف
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 : فالحل العاـ للمعادلة، وعليو
                

 

   
    

 
 : أوجد الحل العاـ للمعادلة: 12-2 مثال

                                       
 :لضسب الفرؽ:  الحل

                        
 :ولدا كاف، فالدعادلة غتَ تامة

       

       
   

 

  
  

 :      للمعادلة عامل تكميل يتبع للمقدار  ،إذف
      

     
   

 
    

  
  

  
  

 
  أي أف 

   

    
    : ويكوف التكامل العاـ لذا ىو  

 

 
  

 

 
   . 

 

 :للمعادلة أوجد الحل العاـ :13-2 مثال
                  

   كاف و ، لدا كانت الدعادلة متجانسة: الحل
 

        
  

 

  
  فإف ،    

 : فتصبح الدعادلة التفاضلية تامة،   بضرب طرفي الدعادلة بالدالة. عامل تكميل لذا
 

 

   
  

  

       
  

  
      

 : ويكوف التكامل العاـ لذا ىو
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 المعادلات المتجانسة  1.1
   بالنسبة لػ   من الدرجة  ةنو متجانسإ        دالةنقوؿ عن ال: 1-4-2:تعريف

ثابت اختياري فنحصل على  حيث  yبػػ  yوكل xبػ xإذا بدلنا كل   و
 :الدطابقة

      yxfyxf n ,, 
 

 :نقوؿ عن الدعادلة التفاضلية : 2-4-2 :تعريف
                     

 . ومن درجة واحدةتتُمتجانس        ،        ف دالتانها متجانسة إذا كاف الإ
 : 3-4-2 :تعريف

      : كل معادلة متجانسة تكتب بالشكل
 

 
       :بالشكلأو    

 

 
   

 .تسمى معادلة تفاضلية متجانسة 

 :طريقة حل المعادلة التفاضلية المتجانسة  1.1.1
 :لحل مثل ىذا النوع من الدعادلاتىناؾ طريقتاف 

 :فرض أفن .1
  

 

 
           

 :، لصد أفالدعادلة الدتجانسةالتعويض في بالاشتقاؽ و 
            

 
  :                والتي تكتب بالشكل

 
 

  

      
 

بقيمتها   وىي معادلة تفاضلية ذات متحولات منفصلة وبعد إجراء عملية الدكاملة نبدؿ 
 . فنحصل على الحل العاـ للمعادلة الدتجانسة

 : بفرض أف  .2
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 :لصد  نسبة لػػ بال       : بدفاضلة طرفي العلاقة 
  

  
  

  

  
    

  

  
        

  

 
 

  

      
  

 
  وبعد الحل نعوض   

 

 
. 

 

 :العاـ للمعادلة  التفاضلية أوجد الحل: 14-2 مثال
  

  
 

  

     
  

 :ومنو       إف الدعادلة متجانسة لذلك نفرض أف   :الحل
                                 

  

  
    

  

   
  

 :       ، فنجد أفنعوض في الدعادلة الدعطاة
   

  

  
 

   

       
 

 

    
   

  

  
 

  

     
      

 
    

  
   

  

 
                      

 

  
 

 

 
    

  

 
    

 
  

   
                     

  

   
          

 
    
    

   

   
             

   

    
       

   

          
 

 
        

 

  و     بػػ  تكوف متجانسة إذا بدلنا              لشا سبق نستنتج أف الدعادلة 
 : يأ، ولم تتغتَ الدعادلة     بػػ

                                       
 

 : أوجد الحل العاـ للمعادلة التفاضلية التالية: 15-2مثال 
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      :ىذه الدعادلة متجانسة لأنها مكتوبة بالشكل: الحل
 

 
لذلك نفرض   

 

 
نعوض في الدعادلة ،           وبالتالي        :  أي أف   

 :فنجدالدفروضة 
    

  

  
         

        :وبالتالي

    
 

  

 
      أو                      

    
 

  

 
  

                     :             بالدكاملة لضصل على
             :   وبالتالي ،              :أي أف

 :بقيمتها لصد  وبالتعويض عن 
                

 : أوجد الحل العاـ للمعادلة التفاضلية التالية :16-2 :مثال
  

   
 

    

        

إف ىذه الدعادلة متجانسة لأف التابع الدوجود في الطرؼ الألؽن متجانس من : الحل
  لذلك نفرض ، الدرجة صفر

 
       :أي أف    

  :  وبالتالي

   
     

  

   
 : بالتعويض لضصل على    

  

  
 

  

    
ل صبف 

 :الدتحولات نكتب
        

  
 

  

 
  

 

  
 

 

 
    

  

 
  

 
 :        وبالدكاملة لصد

 

   
                   

 أو                        
 

   
         

ة الدفروضة الذي ىو عبارة عن بقيمتو لضصل على الحل العاـ للمعادل   وبالتعويض عن 
 :                         ةضمني دالة
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 :المعادلات التفاضلية التي ترد إلى معادلات متجانسة 1.1.1
ىناؾ بعض الدعادلات التي لا برقق بالشكل الدطلوب شرط التجانس وإلظا لؽكن ردىا إلى 

 :الدعادلات ىوالشكل العاـ لذذه  ،معادلات متجانسة
     

         

         
   

    تابع مستمر على لراؿ ما من لرموعة الأعداد الحقيقة   حيث 
 . ثوابت معلومة من                    و

: معادلتو   نلاحظ أف بسط الكسر في الطرؼ الألؽن ىو معادلة مستقيم 
: معادلتو   وكذلك الدقاـ ىو عبارة عن معادلة مستقيم               

            . 
 :لحل العاـ نناقش الحالات التاليةلإلغاد ا

ف الدعادلة التفاضلية الدفروضة تصبح متجانسة وىذا ما إف        : إذا كاف -1
 .سابقاً  هرأينا

 :فإننا لظيز حالتتُ     أو      إذا كاف  -2
 : إذا كاف: الحالة الأولى

    

    
 :ىذا يعتٍ أف،    

             
لإلغاد الحل في ىذه الحالة نوجد . متقاطعاف      أف الدستقيمتُ  وىذا يعتٍ ىندسياً 

الدذكورين وذلك بحل معادلتي ىذين الدستقيمتُ حلًا مشتًكاً،  قطة تقاطع الدستقيمتُأولًا ن
نسحب بعد ذلك بصلة المحاور الإحداثية           لنفرض أف نقطة التقاطع ىي 

الأصلية إلى ىذه النقطة فنحصل على بصلة إحداثيات جديدة ولأجل ذلك نستخدـ 
 (:التحويل)دساتتَ الانسحاب 

                  
                 

 :والدعادلة التفاضلية الدفروضة تصبح بعد التعويض بالشكل
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 :ثم نعود للمتحولات الأصلية وذلك بوضع، وىي معادلة تفاضلية متجانسة برل كما سبق
             ،       

 : إذا كاف: الحالة الثانية
    

    
أي             وىذا يعتٍ ،    

  : أف

  
 

  

  
 . متوازياف      وىذا يعتٍ ىندسياً أف الدستقيمتُ ،    

التعويض في الدعادلة بثابت التناسب   حيث                   : إذاً 
 : التفاضلية لصد

     
             

          
   

 :ولحلها نفرض الدقدار الدشتًؾ بتُ البسط والدقاـ متحوؿ جديد
           

      :ومنو             :    وبالاشتقاؽ يكوف 
     

  
 :وبالتعويض لصد   

     
     

  
   

     

    
   

 :وبفصل الدتحولات لضصل على
  

         
     

     ثم نستبدؿ. حولات منفصلة برل بالطريقة الدعروفةتوىي معادلة تفاضلية ذات م
 .على الحل النهائيلدفروضة للحصوؿ بقيمتها ا

 

 : أوجد الحل العاـ للمعادلة التفاضلية التالية: 17-2 مثال
   

     

     
  

 : بدا أف :الحل
   
  

 : ، نبحث عن نقطة تقاطع الدستقيمتُ      
                   

: ق دساتتَ الانسحاببنط             بالحل الدشتًؾ لذاتتُ الدعادلتتُ لصد أف 
 .            :وبالتالي ,           

 :بالتعويض في الدعادلة التفاضلية لصد 
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   :وىي معادلة تفاضلية متجانسة لحلها نفرض 
باشتقاؽ      أي أف     

 :والتعويض لصد   الطرفتُ بالنسبة لػػػػػ
   

  

  
 

   

   
  

 :ومنو
        

       
 

   

 
  

 :بدكاملة الطرفتُ لصد ، وىي معادلة ذات متحولات منفصلة
 

 
                        

 :أي أف 
               

 :بقيمتو فنحصل على  نعوض عن 
 

              
 

 :وبالعودة إلى الدتحولات الأصلية لضصل على الحل العاـ التالي
                    

 

 :لعاـ للمعادلة التفاضلية التاليةأوجد الحل ا :18-2 مثال
                             

 :لدينا  :الحل
  

  
 

       

         
 

  

  
 

         

          
  

            :وبالتالي         : نفرض
  :   أي أف

  
 

 

 
 

  

  
 :الدعطاة لصد التعويض في الدعادلة، ب    

  

  
 

    

    
  

    

    
        

 :ادلة تفاضلية ذات متحولات منفصلة، بالدكاملة لصدوىي مع
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 :بقيمتو فنجد الحل العاـ الدطلوب   ثم نعوض عن
                            

 :الأولى المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة  2.1

 :تعريفها وحلها 1.2.1
                                        :         شكلها العاـ ىو

 

وحلها           تفاضلية تامة إذا ضربت بعامل التكميل     تصبح الدعادلة  :نظرية
 :العاـ ىو

                             
 

فاضلية إلى التحويلات، رد عدد كبتَ من الدعادلات التلؽكن، بإجراء بعض  :ملاحظة
،                        فمثلاً ، الدعادلة . معادلات تفاضلية خطية

 :كتب كما يلي تلؽكن أف 
    

     
   

 

    
     

  و بفرض 
 

    
 :تصبح الدعادلة 

         
 . وىي معادلة تفاضلية خطية في الدالة المجهولة 

تصبح خطية، بفرض                          وكذلك، فالدعادلة 
       : 

                     
 :إلى معادلة خطية من الدرجة الأولى تردالمعادلات التفاضلية التي  1.2.1

 :يوجد لظاذج عديدة ألعها
 : من الشكل: معادلة برنولي -1
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،  ف على لراؿ ماتادالتاف مستمرا          عدد ثابت و        حيث

 .ة السابقة خطيةتصبح الدعادل       وعندما 
 

 :        من الشكل :معادلة ريكاتي -2
                      

 .تصبح الدعادلة السابقة خطية        عندما 
 .   تصبح الدعادلة السابقة برنولي  حيث         عندما 

لا لؽكن حل ىذه الدعادلة إلا إذا علمنا حلًا خاصاً لذا سلفاً نوجده بالتجريب فإذا كاف 
     :  فإننا نفرض   الحل الخاص ىو 

 

 
وبهذا الفرض لضصل على معادلة   

ثم نعود إلى الدالة المجهولة ( الدالة المجهولة )   خطية من الرتبة الأولى وبحلها لضصل على 
 . 

 
أوجد الحل العاـ لدعادلة ريكارتي التالية، مع العلم أنها تقبل حلًا خاصاً  :19-5 مثال

 :  حدود من الدرجة الأولى بالدتحوؿ  على شكل كثتَة

                    
،    ، لنعتُ الثابتتُ         ف الشكل العاـ للحل الخاص ىو إ: الحل

  وذلك بالاشتقاؽ والدطابقة فنجد 
ريكارتي فهو ىو حلًا لدعادلة    ف أ، وبدا    

 : لػققها، أي أفّ 
                             

 :منوو 
                          

                       : وبالدطابقة لصد أفّ 
      :                  الدشتًؾ لصد وبالحل

لنحوؿ معادلة ريكارتي        : عادلة ريكارتي ىوالخاص لدف الحل إوبالتالي ف
 :إلى معادلة خطية بالتحويل التاليالدفروضة 
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 :والتعويض في معادلة ريكارتي لصد   لػباشتقاؽ طرفي الدعادلة السابقة بالنسبة 
   

       

    
  

 

    
  

 .الدعروفةوىي معادلة تفاضلية خطية، برل بالطرؽ 
 

 :طريقة استبدال الدالة بالمتحول وبالعكس -3
ىو الدالة المجهولة   ولكن إذا اعتبرنا   أحياناً لا تكوف الدعادلة خطية في الدالة المجهولة 

 .وؿ الدستقل فقد تنتج معادلة خطيةىو الدتح  و
 

 :الحل العاـ للمعادلة التفاضلية أوجد :22-2 مثال
                                         

 :لذلك نفرض أف      من الواضح أف الدعادلة ىي معادلة برنولي حيث فيها  :الحل

  
 

    
 

 

  
 
بالاشتقاؽ نسبة لػ 
           

    

  
 
 نقسم الطرفتُ على  
          

  

  
 

 

  
     

 بتعويض قيم     
                                       

 : وحلها  نسبة لػ بالىذه الدعادلة خطية 
                                

                       
نضرب الطرفتُ بعامل التكميل  
                     

 

         
    

     
             

          
           

    
      

        
     

    
 :لحل العاـ للمعادلة التفاضلية ىوفا    : نضرب الطرفتُ بػ

            
 
  

 

  
                

    
 

     
     

  

 :معادلة داربو التفاضلية  -4
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من الدعادلات التفاضلية الخطية التي ترد إلى معادلة برنولي معادلة داربو التي بسلك الشكل 
 :التالي

                                     
 تابع        ، و تابعاف متجانساف من الدرجة               حيث 

 . متجانس من الدرجة 
معادلة ف معادلة داربو السابقة ترد الى إف      من الواضح أنو إذا كاف 

 .متجانسة
 

:   لى معادلة برنولي التفاضلية بالتحويل التاليإترّد معادلة داربو التفاضلية :1-4:مبرىنة
 . تابع لرهوؿ نسبة لػ    حيث       

 :لدينا :الإثبات
                   

            
 

 
                     

 :لؽكن كتابة معادلة داربو بالشكل
      

 

 
          

 

 
          

 

 
              

 :لصد    وبالاستفادة من 
                                             

 : وبتجميع الحدود لصد   وبالاختصار على 
                                                   

 : نقسم طرفي الدعادلة الأختَة على
                      

 :لضصل على الدعادلة التفاضلية(  متحولًا مستقلاً   اعتبرنا ) 
  

  
 

      

              
   

      

              
        

كاملة ىذه الدعادلة بد.  والدتحوؿ الدستقل   وىي معادلة برنولي بالنسبة للتابع المجهوؿ 
 .عادلة داربو التفاضلية الدفروضةلضصل على الحل العاـ لد  وبالعودة إلى التابع 
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 :لعاـ للمعادلة التفاضلية التاليةأوجد الحل ا : 21-2 مثال
                       

حيث ،       :فروضة ىي معادلة داربو التفاضلية، لحلها نفرضالدعادلة الد :الحل
 . تابع لرهوؿ نسبة لػ    

 :والتعويض في الدعادلة لصدالسابق بدفاضلة التحويل 
                        

 :أو
                                  

 
 :ومنها لصد معادلة برنولي التالية

  

  
 

 

    
   

  

    
  

 :لصد  دالة لى الإوبحل ىذه الدعادلة وبالعودة 
                        

 

 
         

 .العاـ لدعادلة داربو التفاضليةىو الحل 
 

 :جاكوبي معادلة -5
 :معادلة تفاضلية من الشكل التالي نسمي معادلة جاكوبي كل

 
                                       

 
                   

 .ثوابت حقيقية                       حيث  
 :خاصة من معادلة جاكوبي وذلك لأجلبو ىي حالة ر من الواضح أف معادلة دا

            
 .إف فكرة حل معادلة جاكوبي التفاضلية ىي لزاولة إعادتها إلى معادلة داربو

 : معطى بالعلاقتتُ                   :من أجل ذلك نقوـ بانسحاب في المحاور
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 :بحيث تكوف الأمثاؿ ،     : لنحاوؿ تعيتُ 

                 
 .   توابع متجانسة في الدتحولتُ 

 دالة        بالتعويض في معادلة جاكوبي وترتيبها بشكل تكوف فيو أمثاؿ 
 :    من الدرجة الأولى في  ةمتجانس

                    
 

                                    
 

                                     
 

                         :                   حيث
وذلك  من الدرجة الأولى،     تابعتُ متجانستُ في        : لؽكن جعل أمثاؿ

 :بحيث تتحقق العلاقتاف     باختيار
                    

المحققة لذدفنا ىي القيم التي برقق     ، عندئذ لصد أف قيم وسيطاً      : لنعتبر 
 : بصلة الدعادلات التالية

 
              

                

                
      

 
ف المحدد التالي لغب أف يكو     ولكي تقبل ىذه الدعادلات الثلاث حلًا مشتًكاً لػ 

 :يساوي الصفر
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    فتتعتُ قيم (   معادلة من الدرجة الثالثة في ) من ىذا المحدد   لػ تعينت قيمة  ذاإ

 .   من حل معادلتتُ في بصلة الدعادلات الثلاث 
 :بة الدعادلة التفاضلية على الشكلوعندىا لؽكن كتا

                             
 .وىي من نوع معادلة داربو التفاضلية

 .التفاضلية يعيدىا الى معادلة برنولي        والتحويل 
 

  :أوجد الحل العاـ للمعادلة التالية : 22-2 مثال
                                      

 :تكتب الدعادلة الدفروضة بالشكل  :الحل
                                         

 .وىي معادلة جاكوبي التفاضلية
 :ىو   إف المحدد الذي يعتُ قيمة

 
      

      
      

     

  :ومنو
            

 .    :  التي برقق ىذه الدعادلة ىي  ف قيمة إوبالتالي ف
 :الشكلعلى     تصبح الدعادلتاف الأولى والثانية من 

                    
 :تحويل؛ وبالتالي يكوف لدينا ال         :  ومنو

                    
 :الدعادلة التفاضلية إلى الدعادلةالذي يعيد 

                            
 .الشهتَة نتًؾ إكماؿ الحل للطالب وىي معادلة داربو
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 : ةالتفاضلية غير المحلولة بالنسبة للمشتقنماذج المعادلات  3.1
وىذه  ،في طرؼ وما تبقى منها في طرؼ آخر   الدعادلة التي لا لؽكن فيها عزؿ الدشتق 

احد، ونكتب ىذه الدعادلة  ، إما ليس لذا درجة أو أف درجتها تزيد على الو الدعادلة، عادةً 
 :كما يلي

                          
في النقطة      للمنحتٍ البياني للدالة    ، في ىذه الحالة، الديل ويكوف، عادةً 

بة إلى غتَ وحيد، لشا يؤدي إلى وجود أكثر من حل للمعادلة غتَ المحلولة بالنس        
أما حل . بعد مانناقش مسألة وجود الحل ووحدانيتو فيسو . الدشتق لؽر بالنقطة نفسها

 .ت تعتمد على شكل الدعادلة نفسهاالدعادلة، فيمكن إلغاده في عدة حالا

 :الاختزال إلى معادلات محلولة بالنسبة إلى المشتق 1.3.1
من     ، كحدودية في    لنفرض أنو لؽكن كتابة الدعادلة غتَ المحلولة بالنسبة إلى الدشتق 

 :، أي كما يلي الدرجة 
                                                   

عاملاً من الدرجة الأولى في   ولنفرض، أيضاً ، أنو لؽكن برليل ىذه الحدودية إلى جداء 
 :كما يلي    الدشتق 

                                                
وتتحقق ىذه الدعادلة، إذا برققت إحدى الدعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة 

 :تاليةالأولى ال
                                    

 :اد الحلوؿ العامة لذذه الدعادلاتفإذا استطعنا إلغ
∅                                     

برقق   لدا كانت كل دالة من الدواؿ .          ثوابت اختيارية،     حيث
تكافئ   ولدا كانت العلاقات .  ، فإف كل من ىذه الدواؿ بسثل حلولاً للمعادلة  الدعادلة 
 :العلاقة

∅          ∅           ∅             
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، أف لػوي ثابتاً اختيارياً واحداً لدا كانت الدعادلة من الرتبة الأولى، فإف حلها العاـ لغب 
نعوض في العلاقة الأختَة، فنحصل على الحل و  ،         ،     لذا، لطتار 

 . للمعادلة ( التكامل العاـ)العاـ 
∅         ∅          ∅                 

 

وذلك لأف .  بدلاً من الصيغ   وفق الصيغة   يفضل كتابة الحل العاـ للمعادلة : ملحوظة
بسثل   للمعادلة التفاضلية  (حلولاً )بسكننا من تعيتُ منحنيات تكاملية   الصيغة 

في لراؿ معتُ، بحيث   تركيباً لمجموعة من الدنحنيات التكاملية، لػقق كل منها الدعادلة 
حم فيها ىذه الدنحنيات يكوف لذذه الدنحنيات لشاسات مشتًكة في النقط التي تلت

 . التكاملية
 

،أي ىي من    وي فقط إذا كانت الدعادلة غتَ لزلولة بالنسبة إلى الدشتق بر: حالة خاصة
 :النمط

                
ثابت    ،       حقيقياً لذذه الدعادلة، فإنو بالدكاملة لصد ً جذرا     كاف و 

   : أي أف .اختياري
   

 
. 

 :يعطى بالعلاقة  فإف الحل العاـ للمعادلة  ،       لدا كافو 
  

   

 
     

 
                        :أوجد الحل العاـ للمعادلة :23-2 :مثال
 :لدا كاف: الحل

                                
 :، تكافئ الدعادلة فإف الدعادلة الدعطاة

         
 :لعاـ للمعادلة التفاضلية الدعطاة، وىو الحل ابالدكاملة، لصد الحل العاـ لذاو 

        



 
 لأولى الرتبة من التفاضلية الدعادلات: الفصل الثاني 21

 
 .              : أوجد الحل العاـ للمعادلة : 24-2 مثال
 :، فإف الحل العاـ لذا يعطى بالعلاقة   لدا كانت ىذه الدعادلة، لا بروي سوى : الحل

 
   

 
 
 
   

   

 
 
 
   

   

 
     

 التمثيل الوسيطي 1.3.1
بالنسبة إلى الدشتق، أو عندما لطفق في حل     عندما يتعذر علينا حل الدعادلة التفاضلية 

 .وسيطياً     لحل الدعادلة  ،عادةً  ،نضطرفإننا  ، الدعادلات المحلولة بالنسبة إلى الدشتق 
 :الأشكاؿ الوسيطية التالية  نستبدؿ بالدعادلة 

                               
 :لصد،          باستخداـ العلاقة و 

  

  
   

  

  
          

  

  
   

  

  
     

   وبحل ىذه الدعادلة بالنسبة للمشتق

  
 :لضصل على الدعادلة ، 

  

  
 

             

             
  

  وىي معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى لزلولة بالنسبة للمشتق 

  
 .ابقاً برل كما درسنا س 

 

 :خاصة حالات
 :أي أف الدعادلة من النمط:  لا بروي الدتغتَ الدستقل     الدعادلة  -1

                 
، كما  ًً فإننا ندخل وسيطا  ،  إذا كاف من الصعب حل ىذه الدعادلة بالنسبة للمشتق 

 :      ييل
        و                         

   فإف  ،       لدا كاف و 
     

    
  . 

 :      ، بالعلاقتتُوسيطياً   يعطى الحل العاـ للمعادلة و 
   

     

    
       و                    
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 .على عبارة الحل العاـ ديكارتياً  لضصل ، و  من عبارة   بحذؼ و 
 

 . ىو الوسيط    ، فإنو لؽكن اعتبار  بالنسبة إلى   إذا أمكن حل الدعادلة : ملحوظة
 

يعطى   ، حيث إف    حل شاذ من النمط   لؽكن أف يكوف للمعادلة : ملحوظة
 .        من الدعادلة 

 

 .               :أوجد الحل العاـ للمعادلة: 25-2 مثال
 :كما يلي   ندخل الوسيط  ،صراحةً   واضح أف الدعادلة لا بروي : الحل

         و                      
   ومنو 

  

  
   

     

     
 :، وبالدكاملة لصد  

              
 :، بالعلاقتتُالعاـ للمعادلة الدعطاة، وسيطياً ويعطى الحل 

        و                      
 

 :أي أف الدعادلة من النمط:  لا بروي الدالة     الدعادلة  -2
                

 :كما يلي    ، فإننا ندخل وسيطاً   إذا كاف من الصعب حلها بالنسبة للمشتق 
            و                 

 .               ، فإف        ولدا كاف 
 :، كما يليوسيطياً  ، ويعطى الحل العاـ للمعادلة 
                  و                     

 .لضصل على عبارة الحل العاـ ديكارتياً   و  من عبارة   بحذؼ و 
 :، بحيث يكوف إذا وجد العدد : ملحوظة

                   
 .، قد يكوف شاذاً  ، للمعادلة حل    فإف 
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 .             :أوجد الحل العاـ للمعادلة: 26-2 مثال
 :كما يلي   صراحة، ندخل الوسيط   واضح أف الدعادلة لا بروي : الحل

    
 

 
        و                    ;     

 :ومنو، فإف
                         

 :بالدكاملة لصدو 
           

 :، بالعلاقتتُ ويعطى الحل العاـ للمعادلة الدعطاة، وسيطياً 
           و                    

 :الحل العاـ ديكارتياً  عبارةمن ىاتتُ العلاقتتُ لضصل على   وبحذؼ الوسيط 
             

 

 :أي أنها من النمط:  لزلولة بالنسبة إلى     الدعادلة  -3
                 

 يكوف بحيث ، ندخل وسيطاً جديدا ً الدالة المجهولة، و   والدتغتَ الدستقل    فإننا لصعل
 :، كما يلي عليو، تكتب الدعادلة و .     

          
 :ويعطى التفاضل التاـ لذا بالعلاقة

   
  

  
   

  

  
    

 ، فإف      ، أي        ولدا كاف 
     

  

  
   

  

  
        

 

   
 

  

  
 

  

  
 

  

  
  

  ىي معادلة تفاضلية عادية من الرتبة الأولى بالنسبة إلى الدشتق و 

  
فإذا بسكنا من . 

  ، فإف الحل العاـ للمعادلة          ∅الحصوؿ على تكاملها العاـ مكاملتها و 
 :، بالعلاقتتُيعطى وسيطياً 

          ∅و                          
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 .، لضصل على عبارة الحل العاـ ديكارتياً تتُمن ىاتتُ العلاق  وبحذؼ الوسيط 
 

                :أوجد الحل العاـ للمعادلة: 27-2 مثال
 :تصبح الدعادلة كما يلي     بفرض : الحل

            
 :بالدفاضلة لصدو 

    
 

 
            

  

 
  

 

 
          

 :لأف
   

  

  
 

  

 
  

 :الدكاملة لصدوبالإصلاح و 
                  

 :، للمعادلة الدعطاة بالعلاقتتُويعطى الحل العاـ، وسيطياً 
                     و                  

 

 :أي أنها تكتب كما يلي:   لزلولة بالنسبة إلى     الدعادلة  -4
           

 :تكتب ىذه الدعادلة كما يلي     بفرض 
   

  

  
   

  

  
             

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
  

  ىي معادلة تفاضلية لزلولة بالنسبة إلى الدشتق و 

  
فإذا بسكنا من مكاملتها والحصوؿ . 

 :، فإف بصلة الدعادلتتُ         ∅على التكامل العاـ لذا 
          ∅و                           

، لضصل على عبارة ، من ىاتتُ العلاقتتُ  بحذؼ الوسيط . بسثلاف الحل العاـ وسيطياً 
الدعادلات التي برل بهذه معادلة كلتَو من أىم تعد معادلة لاغرانج و . الحل العاـ ديكارتياً 

 .الطريقة
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 :ىي معادلة من النمط : Lagrange  –معادلة لاغرانج 
                           

 :فتصبح الدعادلة كما يلي      لحلها ندخل الوسيط
              

 :فنجد ، نشتق ىذه الدعادلة بالنسبة إلى 
  

  

  
            

  

  
      

  

  
  

  وبالقسمة على 

  
  بشرط ،  

  
 :، والتًتيب لصد   

        
  

  
                      

  مشتقها و   ىي معادلة تفاضلية خطية في الدالة و 

  
     و الدالة  حيث نعتبر ،  

 :العاـ دالة خطية في ثابت اختيارييكوف حلها الدتغتَ الدستقل، و 
              

 .، لضصل على الحل العاـ وسيطياً  وبإضافة ىذه الدعادلة إلى الدعادلة 
  ندرس الآف الحالة الدستثناة، 

  
، لضصل على  نعوض في الدعادلة . ثابت   ، أي  

 .        العلاقة 
، فإننا لضصل     جذوراً حقيقية          ، فإف كاف للمعادلة وىكذا

، وىي بسثل مستقيمات في               على بصلة الدعادلات الخطية 
ولكنها لا تنتج من الحل العاـ، أي . الدعطاةبرقق الدعادلة التفاضلية ىي ، و    الدستوي 

 .شاذة لدعادلة لاغرانج أنها بسثل حلولاً 
 

           : أوجد بصيع حلوؿ الدعادلة : 28-2 مثال
 :، فتصبح الدعادلة كما يلي    نفرض  :الحل

                   
 :  نشتق ىذه الدعادلة بالنسبة إلى 

  
  

  
       

  

  
 

  

  
  

   نقسم الطرفتُ على

  
  ، بشرط  

  
 :الدعادلة النابذة، فنجد ، ونرتب   
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  و مشتقها   ىي معادلة تفاضلية خطية في الدالة و 

  
 :بحلها لصد.  

  
       

      
              

 .لضصل على الحل العاـ للمعادلة الدعطاة     و     بحذؼ الوسيط من الدعادلتتُ و 
  ، الحالة الدستثناة تتبقى، لدينا

  
   ، حيث إف الثوابت      ىي تكافئ، و    

منو، فإف و .        أي ،           ىي الجذور الحقيقية للمعادلة
. شاذاً  بسثل حلاً     ، لصد أف    في الدعادلة     بتعويض .    و    

حل شاذ لدعادلة لاغرانج  ،ىو أيضاً       ، لصد     كذلك من أجل و 
 .الدعطاة

 

 :ىي من النمط : Clairaut –معادلة كليرو 
             

لذا نتبع  .       ، حيث  ىي حالة خاصة من معادلة لاغرانج واضح أف الدعادلة
 :كلتَو كما يليتصبح معادلة  ، ف     فنفرض . الخطوات السابقة نفسها

                                                           
 :فنجد  نشتق الطرفتُ بالنسبة إلى 

  
  

  
    

  

  
      

  

  
  

            
  

  
    

     أنو، إما   ،وىذا يعتٍ

  
 .             أو  

      نعوض في الدعادلة،  ثابت اختياري  حيث ،     لصد أف  :في الحالة الأولى
 :فنحصل على الحل العاـ لدعادلة كلتَو

                                                         
 :يتعتُ حل الدعادلتتُ الوسيطيتتُ:  وفي الحالة الثانية

             و                        
 .كلتَو لا ينتج عن الحل العاـ أي أنو حل شاذ لذاوىذا الحل لدعادلة  
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                   :أوجد بصيع حلوؿ الدعادلة :29-2 مثال
 :تُكتب الدعادلة كما يلي     بفرض  :الحل

            
 :بالعلاقة.        استناداً للعلاقة ،حلها العاـ يعطى، وىي معادلة كلتَو

            
 :من الدعادلتتُ  فينتج بحذؼ الوسيط  ،الشاذ لذاأما الحل 

                 ,                
 .ثل حلًا شاذاً للمعادلة الدعطاةبسُ         فإفَّ الدالة ، وعليو

 :مبرىنات الوجود والوحدانية - مسألة القيمة الابتدائية 4.1
، تعتٍ إلغاد منحن       إف مسألة القيمة الابتدائية، والتي تسمى مسألة كوشي 

 .   في الدستوي         تكاملي للمعادلة التفاضلية مار بالنقطة 
أمراً  الحصوؿ على الحل العاـ للمعادلة التفاضلية، وف في كثتَ من الدسائل التطبيقيةيك

لذا نشأ علم . بواسطة الطرائق العادية التي درسناىا سابقاً ، صعباً إف لم يكن مستحيلاً 
، والتي لن نتعرض لذا في ىذا الكتاب ،ضلية بالطرائق العددية التقريبيةل الدعادلات التفاح

(. طريقة بيػػػػكار) وىي طريقة التقريبات الدتتالية، ولكن سنعطي فكرة موجزة عن إحداىا
 .ولكن قبل ذلك لغب التحقق من وجود الحل لدسألة كوشي ومن وحدانية ىذا الحل

 :ةاضلية المحلولة بالنسبة للمشتقالمعادلة التف 1.4.1
 :ىنا، الشروط الكافية لوجود ووحدانية حل مسألة كوشي التالية ،نعطي

                                                                            
 :كما يلي  ،الدعرفة( مستطيل)  ساحة الدغلقة الفي 

 :                                     (ثابتاف موجباف  و  ) 
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 :          :شرط لبشػػػػػتز
إذا وجد  ، شرط ليبشتز بالنسبة إلى الدتغتَ ،   برقق، في        نقوؿ إف الدالة 

 :، بحيث تتحقق الدتًاجحة عدد ثابت موجب 
                                                      

  و        بسهولة، أنو إذا كانت الدالتافويبرىن، 

  
إف ف   تُ على تمستمر       

 .(تقبل بدوف برىاف) . سبة إلى بال    برقق شرط ليبشتز في        الدالة 
في   و  مستمرة بالنسبة إلى         إذا كانت الدالة  (: Picard-بيكار) مبرىنة

حل وحيد         فإف لدسألة كوشي ،  بالنسبة إلى،    وبرقق شرط ليبشػػتز، في ،  
 :، حيثُ         ، على المجاؿ  معرَّؼ وقابل للاشتقاؽ بالنسبة إلى      

        
 

 
                                    

أف تكوف الدالة ،         في المجاؿ       يكفي لوجود حل مسألة كوشي 
 .(Peano -مبرىنة بيانو)  مستمرة في الساحة الدغلقة        

كنهاية متتالية ، عند برقق شروط مبرىنة بيكار،       لؽكن إلغاد حل مسألة كوشي 
 :إلى اللانهاية معرَّفة بالعلاقة التكرارية  عندما تسػػعى ، متقاربة بانتظاـ         دواؿ

                        
 

  
                                      

     عند تبديل الحل الدقيق  ،وتعُطى دقة الخطأ. بات الدتتاليةوالتي تسمى دستور التقري
 :بالدتًاجحة،      بالحل التقريبي 

             
     

  
    

 

 :استخدـ دستور التقريبات الدتتالية لإلغاد حل مسألة كوشي التالية: 28-2 مثال
     و                  

 : نعوض في دستور التقريبات الدتتالية : الحل
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 :إلى اللانهايػػػػػػػػة فنجد  نأخذ نهاية الطرفتُ عندما تسعػػػػػػى 
                        

  

  
  

  

  
  

   
 
       

ومن السهل التحقق أفَّ ىذه         متقاربة من الدالة         إذاً فإف الدتتالية 
 .النهاية برقق الدعادلة التفاضلية الدفروضة

 :ةالمعادلة التفاضلية غير المحلولة بالنسبة للمشتق 1.4.1
 :برقق الشرط الابتدائي    نفرض أفَّ الدعادلة التفاضلية غتَ المحلولة بالنسبة إلى الدشتق 

                                                                               
حيث إنَّو لؽكن أف لؽر أكثر           إفَّ حل ىذه الدسألة لؼتلف عن حل مسألة كوشي

يوجد لكل من ىذه ، وعليو .لػقق شروط مبرىنة بيكػػػار        من حل من النقطة 
ا لضتاج إلى معرفة لذ         حل وحيد لػقق الشػػػػرط           الدعادلات 

  .  شرط آخر، وىو ميل لشاس منحتٍ الحل الدطلوب في النقطة 
وىو أنو لا يوجد سوى  :في الدعتٌ التالي ،اصيػػػة وحدانية الحل تفهم، عادةً وعليو، فإف خ

 فمثلًا، .وفي ابذاه معتُ        منحن تكاملي واحد للمعادلة التفاضلية لؽر بالنقطة 
لأنو لؽر في كل نقطة من  لزققة دائماً،        إفَّ خاصية الوحدانية لحل الدعادلة 

ولكل منها ميل       و       كاملياف لذانقاط الدستوي منحنياف ت
 .لستلف عن الآخر

 

على    مستمرة بالنسبة إلى          إذا كانت الدالة ( افتقبل دوف برىػ: )مبرىنة
          جوار للنقطػػػة 

 
 
  حيثُ   

 
 :أحد جذور الدعادلة الجبرية 

                   
بالنسبة  ةالدشتق ت، وكان  و   قابلة للاشتقاؽ باستمرار بالنسبة إلىوكانت ىذه الدالة 

 :أي ،  عند النقطة  ةغتَ معدوم   إلى 
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ؼ على جوار  معر       و       للمسألة        عندئذ  يوجد حػل وحيػد 
  ، بحيػػػث يكوف   ػر بشكل كاؼ، للنقطػػػة صغي

 
        . 

 

أي أنَّػػػو إذا اختلَّ  ،ىي شروط كافية وغتَ لازمة السابقتتُ إفَّ شروط الدبرىنتتُ :ملحوظػة
 .أو غتَ وحيد، فإفَّ ىذا لا يعتٍ أف الحل غتَ موجود، أحد الشروط

 :حل مسػألة كوشي باستخدام متسلسلات القوى الصحيحة 1.4.1
 قابلة للنشر وفق قوى       إذا كانت الدالػػػة ( تقبل بدوف برىاف) :مبرىنػػة

ة قابلة ال، دأيضاً  يكوف،         فإف حل مسألة كوشي       و       
 :الآتية ويعُطى بالعلاقػػػة       للنشر وفق قوى 

        
  

 

  
       

   

  
      

      
  

   

  

 
              

            
   :حيثُ  

   
معطى من شروط    والحد                           

 .البدء
  لصد الدعامل 

  من الدعادلة التفاضلية نفسػػػػها   
          . 

  ولإلغاد الدعامل  
 :ويكوف،  نشتق الدعادلة التفاضلية بالنسبة إلى    

    
       

  
             

   
       

  
 

    

    

     
 

   

 .      في العلاقة   ونتابع ىكذا لإلغاد بقية الدعاملات 
 

 :عتُ، في صورة متسلسلة قوى صحيحة، حل الدسألة: 29-2 مثال
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فإنها قابلة للنشر ،  و   حدودية في             لدا كانت الدالة : الحل
، في صورة متسلسلة ىالتعبتَ عن حل مسألة كوشي الدعط عندئذ  لؽكن ،في كل الدستوي

 :       قوى صحيحة من النمط 
  

          و                      
    

       

  
                             

     
    

  
                                          

 :ونتابع ىكذا فنجد
       

 

  
 

 

  
   

  

  
      

 :تطبيقات المعادلات التفاضلية العادية من الرتبة الأولىبعض  5.1
 :دراسة دارة كهربائية بوجود برريض ذاتػػػي: (1) تطبيق

، فإنو يتولد  في وشيعة عامل برريضها الذاتي      نعلم أنو إذا مر تيار كهربائي متغتَ 
    في الوشيعة قوة لزركة كهربائية  

  

  
، وتكوف ىذه القوة المحركة عكسية من أجل 

  

  
 :أي أفَّ فرؽ الكموف بتُ طرفي الوشيعة ىو   

          
  

  
                                      

 .مقاومة الوشيعة  حيث إفَّ 
 

ثابتة ووشيعة   تشمل دارة كهربائية مولداً كهربائياً قوتو المحركة الكهربائية : 30-2 مثال
أوجد  .   نغلق الدارة في اللحظة .  وعامل برريضها الذاتي   مقاومتها الأومية 

ثم حل الدعادلة النابذة، بتُّ أف شدة التيار تثبت      الدعادلة التفاضلية التي لػققها 
  :أف قصتَ جداً، علماً  عملياً بعد زمن

   
     . 

 :كما يلي             نكتب الدعادلة: الحل
      

  

  
            

  

  
 

 

 
  

 

 
  

 :بالدكاملة لصػػػد، وىي معادلة تفاضلية خطية
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: فيكوف. لحظة إغلاؽ الدارة ،      من شروط البدء   ونعتُ ثابت الدكاملة 
 :وعليو يتعتُ شدة التيار من العلاقة ،    

  
 

 
    

  

 
                                     

 وبدلاحظة أف 

   
     لصػػػد       

 

 
                 

أفَّ شدة    وىذا يعتٍ من العلاقة. وىذا العدد يتقارب كثتَاً من الصفر بعد زمن قصتَ جداً 
 .     التيار تثبت عملياً بعد زمن قصتَ جداً وتساوي 

 

فإذا كانت . عندما تنفتح مظلتو          يسقط مظلي بسرعة  :(2)تطبيق 
 مقاومة الذواء  

    

  
 
 

سرعة الدظلي في   والوزف الكلي للمظلي والدظلة    ، حيث 
 . بعد انفتاح الدظلة، كدالة في الزمن   أوجد سرعة الدظلي  . ة اللحظ
 :تساوي وزف المجموعة مطروحاً منو مقاومة الذواء، أي، القوة المحصلة الدؤثرة على المجموعة :الحل

 

   
 
  

  
   

    

  
         

  

    
  

   

  
    

 :بالدكاملة فنجدوىي معادلة تفاضلية منفصلة الدتغتَات، لضلها 
 

  
   

   

   
   

   

  
     

  : فنجد     و      نعوض   ولحساب 
 

  
  

 

   
 :وعليو فإفَّ  

    
       

       
  

 .     إلى سرعة ثابتة تقريباً وىي السرعة النهائية  نلاحظ أف الدظلي يصل سريعاً و 
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 (1)تمارين محلولة 
 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :  التمرين الأوؿ
                                   

 :لضوؿ الدعادلة إلى معادلة ذات متحولات منفصلة  : الحل
  

    
 

  

    
  

       

    
 

       

    
  

        

    
 

        

    
 

بالدكاملة
     

                                     
 

              :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية : التمرين الثاني
 :الحل

              
  

 
 

  

 
    

بالدكاملة
     

 
                 

  

 
    

  

 
     

                  
 

             :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين الثالث 
 :الحل

               
  

  
            

                                           
 

              :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين الرابع 
 :الحل

               
متجانسة
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بفرض
    

 

 
            

  

  
   

بالتعويض
     

 
  

  
             

  

 
 

  

     
 

بالدكاملة
     

                                    

   
 

 
     

 

   
       

        

 
   

              
 

                     :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين الخامس 
 :الحل

                    
نقسم على     
          

   (     معادلة خطية ) 
 

     
   

 

   
 

 :وبالتالي حلها العاـ ىو
   

 

     
      

 

 
  

 

     
         

    
  

     
     

     
               

  

 
                    

    
  

    
                 

بالتعويض بالحل العاـ
           

            
   

 
                     

                              
 

   
       

 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين السادس 
         

 :الحل
صراحة لذلك لؽكن إرجاعها إلى معادلة رتبة أولى وذلك   لم يذكر فيها  في الدعادلة

 :بفرض
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 نعوض في الدعادلة
          

  

  
       

  

 
 

  

 
                            

  

  
                                 

      
 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين السابع 
                                  

 :الحل
                                

            

           
           

         

 
         

         

 
                                   

 

                 :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين الثامن 
 :الحل

                              ( برنولي ) 
 

   
   

    

  
   

 :خطية من الدرجة الأولى وذلك بفرضنردىا إلى معادلة 

          
 

    
 

 

  
        

    

  
  

نقسم طرفي برنولي على   
             

  

  
 

 

   
 

 

  
   

    

  
  

بالتعويض بقيم     
           

 

   
    

 

   
  

     

  
     

   
 

 
  

     

  
   

 حل الدعادلة الخطية

                  

                     
   

   

     
    

  
   

   

               
    

  
       

  
  

  
                  

                
 

 :الآتية أوجد الحل العاـ للمعادلة :التمرين التاسع 
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 :الحل

                        
    

    
                  

 
   

     
 

    

    
      

   

     
 

        

    
   

  

     
 

      

    
  

     
    

  
   

  

     
                                

   
   

 
           

  

      
   

  

 
  

      

     
    

   

 
  

      
     

   
         

   
    

  
     

     

   
                              

     
 

    
                             

      
 

 
        

  
 

  
                                 

 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة الآتية :التمرين العاشر 
                     

  : نلاحظ أف: الحل

  
     

  

  
 (فالدعادلة غتَ تامة )    

  

  
 

  

  
 

    

  
 

 

   
                    

        

  
 

 

 
                          

نضرب الطرفتُ بػ  
          

                         
 : نلاحظ أف 

  

  
     

  

  
  الدعادلة تامة      

    :شكل لرموع تفاضلات تامة من الشكلوبالتالي لؽكن كتابتها على 
  

 

 
      

 

 
      

 

 
         

 

 
   

 

 
   

 

 
        

نضرب بػ   
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 (1)تمارين غير محلولة 
 

 الدعادلات التي لؽكن فيها فصل الدتغتَات .1
عتُ أيضاً الحلوؿ التي . حل الدعادلات الدعطاة ثم ارسم لكل منها عدة منحنيات تكاملية

 (.في الدسائل التي يشار فيها إلى الشروط الابتدائية)برقق الشروط الابتدائية 
1.                  
2.                
3.                          
4.                     
5.          

         
6.                    
7.             
8.            
9.       

  

  
    

10.          
11.  

  

  
     

12.             
13.           
14.                     
15.             

  :الأجوبة
1.                   ;  2.                 
3.                                          
4.                   ; 5.                 
            ; 6.                            

7.        
 

    ; 8.       
               

9.           ; 10.              , 



 
 لأولى الرتبة من التفاضلية الدعادلات: الفصل الثاني 89

11.            ;  12.    
   

 
          

                    13.             
14.                      
 15.                              

 

 الدعادلات الدتجانسة .2
 :حل الدعادلات الآتية

1.                  
2.                     
3.                     
4.                 
5.              
6.               
7.           

 

   
 

8.          
 

    
9.              

   

   
 

10.           
 

   
 

11.                 
12.              
13.                           
14.                            
15.                    
16.                  
17.                      
18.      

   

     
 
 
 

19.         
   

   
 

   

   
 

20.    
   

   
    

    

   
 

21.             
22.             
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23.                      
24.                    
25.            
26.       

 

  
 

27.                    
28.  

   
                  

29.                   
 :الأجوبة

1.                2.                      

 
    3. 

                   4.                     5. 
    

 

       6.                   7.       

 
        8. 

              9.   
   

 
        10. 

         
   

 
  

   

 
                           11. 

                    12.         

 
               

      13.                             14. 
                 15.                  16. 
                       17.        

                   18.               
   

       19. 
   

   

   
   

 

   
     20.        

   
            21.    

                    22.                   23. 

                    24.    
  

 

                  
25.                                    26. 

                         27.    
 

   
   

                  28.        

    
                    29. 
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 الدرتبة الأولىالدعادلات الخطية من  .3
 :حل الدعادلات

1.            
2.                
3.               
4.             
5.             
6.                
7.               
8.               
9.                   
10.                
11.             
12.                   
13.                        
14.    

 

     
 

15.                  
16.            
17.                 
18.                 
19.             
20.                 
21.              
22.                 
23.     

   

 
 

  

    
 

24.                 
25.                 

 :الأجوبة
1.             2.                           3. 
                4.                  5.      
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         6.                7.       
         8. 

               9.                 10.      

           11.              12.                   
13.                        14.       

           15.                             16. 
                     17.                   

          18.                               19. 
              20.                   21.   

                22.                       23. 
                    24.                      
25.               

 

بواسطة تعويضات مناسبة أو عمليات تفاضل حوّؿ الدعادلات الآتية إلى معادلات  .4
 .خطية وأوجد حلها العاـ

1.                   
2.                 
3.            
4.                               
5.              

 

 
     

6.              
 

 
             

 

 
 

 :الأجوبة
1.            ;  2.                     
3.             ; 4.                        
5.          ; 6.         

 

 :أوجد الحل الخاص لدعادلات ريكاتي الدعطاة ثم حولذا إلى معادلات برنولي ثم حلها .5
1.                
2.        
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3.                    
4.                
5.                   

 :الأجوبة
1.    

 

   
 

 

     
     

 

   
 , 2.    

 

   
 

 

  
 
     

     
 

   
   

3.      
 

   
      , 4.        

 

      
          

5.       
 

   
       

 

 :الدعادلات التفاضلية التامة، ومعامل التكاملي. 6
 برقق من أف الدعادلات الدعطاة معادلات تامة وحلها

1.                     
2.                                
3.                       
4.  

   
                  

5.       

  
    

      

  
      

6.                            
7.                             
8.                    

  

 
     

9.  
 

    
       

          

         
      

 :الأجوبة
1.          ;  2.               ; 3.            
4.             5.   

  

  
 

   

 
    6.    

 

   
      

 

       
7.              8.                9.      

            
 

التكاملي لكل منها بأية طريقة أو بإجراء التعويض حل الدعادلات الآتية بتعيتُ الدعامل .7
 .بالدتغتَات
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1.                     
2.                     
3.                       
4.               
5.                    
6.    

 

   
     

  

 
   

7.                     
8.                       
9.                        
10.                             
11.                          
12.                 

   

 
    

13.                   
14.                      
15.                           
16.                            
17.                           
18.                                 
19.                          
20.                           
21.                         
22.                                  
23.                             
24.                      
25.                        
26.                                

 :الأجوبة
1.                 2.         

   
    3.       

      4.              5.                     6. 
            7.                  8.           
9.   

 
                  10. –               
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              11.          
 

   
   

   

 
         

12.    
   

 
        13.                    14. 

   
  

  
               15.                

        16.                  17.        
   

 
  

              18.      
 

  
              19. 

  
   

 
 

      

   
         20.                   21. 

          22.                        23. 
                         24.              25. 

    
  

  
    

 

   
    

  

            26.        

                 
 

 الدعادلات غتَ المحلولة بالنسبة للمشتقة .8
1.          
2.          
3.                  
4.             
5.           
6.              
7.        
8.          
9.                  
10.                    

 :الأجوبة
1.         2.                 3.               

    4.                    5.                 6. 
                         7.                
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         8.      
 

     
 

       9.                   10. 
                    

 

. ذلك عتُ الحلوؿ العامة بالطرؽ الدعتادة، وبعد   حل الدعادلات الآتية بالنسبة إلى .9
 (.إف وجدت)جد أيضاً الحلوؿ الدفردة 

1.               
2.                
3.               
4.               
5.          
6.               
7.              
8.              
9.                   
10.                   
11.           
12.                     
13.                  
14.                    
15.                         
16.                

 :الأجوبة
  1.                    2.              3.              

    4.                       5.                    

        6.     
 

         
   

     7.                   8. 

         
 

   
  9.          

 

          10.                   

11.        
 

   
   

   

   
             

 

  

 
             12. 

                   13.                     14.     

                  15.            16.                   
 

 حل الدعادلات الآتية بطريقة إدخاؿ البارامتً.10
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1.          
2.              
3.            
4.              
5.            
6.             
7.                 
8.             
9.            
10.            
11.             
12.                
13.                
14.              
15.             
16.                
17.           
18.             
19.              
20.                 

 :الأجوبة
1.                       2.   

  

    
    

 

    
             

3.                              4.       
 

   
      

       5.                            6.           

                    7.         
   

 
   

      

      
             

       
 

           8.                          9.   

            
 

   
                     10. 

       
      

      
                           11.   

                                         12. 

                      13.     
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14.                         
 

      
   15.        

                       16.                           17. 
               18.                              19. 
                               20.                     

 

 حل معادلات لاغرانج وكلتَو. 11
1.           
2.            
3.             
4.              
5.               
6.             
7.            
8.             
9.               
10.             
11.              

 الأجوبة
1.                 2.                                

3.             
 

                   
 

                4.           
5.                         6.                    

                            7.                    8. 
                 9.                        10.       

                  11.                     
 

 .   جد الدنحتٍ الذي يكوف كل لشاس لو مع لزوري الإحداثيات مثلثاً مساحتو .12
        :الجواب

 

جد الدنحتٍ الذي يقطع كل لشاس لو على لزوري الإحداثيات جزأين بحيث يكوف .13
 . لرموع الدقدارين الدقلوبتُ لدربعي طولي ىذين الجزأين يساوي 
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         :الجواب
 

جد الدنحتٍ الدار بنقطة الأصل والذي يكوف لجزء العمودي عليو الدقطوع بضلعي .14
 . يساوي  الزاوية الإحداثية الأولى طوؿ ثابت

 :الجواب
  

       

       
     

  

       
      

  
 

       
     

     

       
   

 
 معادلات متنوعة من الرتبة الأولى .15

 :حل الدعادلات الآتية، وخطط الرسوـ البيانية لحلولذا
1.               
2.           
3.                    
4.               
5.             
6.              
7.          

   
8.             
9.                   
10.                    
11.                      
12.             
13.                 
14.             
15.    

 

      
 

16.                  
17.   

 

  
 

 

   
 

18.               
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19.             
20.                  
21.   

 
  

 

   
        

22.            
23.                 
24.                    
25.                  
26.                   
27.        

       
   

28.                  
29.                  
30.                   
31.          

 :الأجوبة
1.               2.                    3.               

   4.                   5.                   6.      

         7.               8.                9.    

                10.                             11. 

           12.         
 

     13.                         14. 
                   15.                16.          

                     17.                    18.         

                 19.               20.            21. 
             22.                23.                       

24.         
 

      25.        
             26.                  

27.                 

   
     28.                     29. 

                       30.                        31. 
                      

 

 الدعادلات التي لؽكن بزفيض رتبتها. 16
 :حل الدعادلات الآتية

1.           
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2.               
3.         
4.             
5.          
6.            
7.                
8.           
9.              
10.                   

 :الأجوبة
1.       

                             , 
 2.    

       
                     , 

 3.    
            

  , 
 4.            

         
5.                     

    

    
                           

6.                                            ,  
7.                    
8.                                 ,  
 9.                        
 10.                     
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 فهرس الفصل الثالث

 135 ................... الثابتة الأمثاؿ ذات الدتجانسة الخطيّّة التفاضليّة الدعادلات. 1

 135 ................................................ :الاشتقاقيّة الدؤثرّات 1.1

 135 .................................. : الاشتقاقيّة الدؤثرّات خواص 1.1.1

 132 ................ :الأسّيّة الدواؿ مع الاشتقاقيّ  الدؤثرّ يتعامل كيف 5.1.1

 n:132 الرتبة من الخطيّّة الدعادلات حلّ  في الاشتقاقيّة الدؤثرّات استخداـ 1.1.1

 132 ...... :الثابتة الأمثاؿ ذات الدتجانسة الخطيّّة التفاضليّة الدعادلة حلّ  1.1.1

 115 .................................................. الثالث للفصل لزلولة بسارين

 111 .............................................. الثالث للفصل لزلولة غتَ ينبسار 
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 الفصل الثالث

 المعادلات التفاضليّة الخطيّّة المتجانسة ذات الأمثال الثابتة. 1

 :المؤثرّات الاشتقاقيّة 1.1
أعطى مشتقّتها ونرمز   الدؤثرّ الاشتقاقيّ ىو الذي إذا أثرّ على دالة : 1-1-3:تعريف

  لو بػ 
  

   
 :و لصد أفّ ومن  

   

   
     

   

   
         

   

   
      

 :  فإذا كانت

 :ثوابت حقيقيّة فإفّ                           
   

   

   
      

     

     
      

   

   
        

 
     

        
                        

 
 . ىو كثتَ حدود في مؤثرّ اشتقاقيّ ذو أمثاؿ ثابتة و      : حيث

 :خواص المؤثرّات الاشتقاقيّة  1.1.1
إذا كانت  داـ قواعد الاشتقاؽ أعداد صحيحة موجبة وباستخ s,rثوابت و ,
 :الدعروفة لصد

  

     yDyDDyDD

DvDuvuD

srrssr 



:2

:1 
      
 yDDy

yDDyDD





:4

:3 2  

ونلاحظ أفّ الدؤثرّ الاشتقاقيّ لا يتمتّع بالخاصّة  xدواؿ بالدتحوؿ  v,u,yعلى اعتبار 
 .لتبديليّةا
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 :ر الاشتقاقيّ مع الدوال الأسّيّةكيف يتعامل المؤثّ  1.1.1
عدد صحيح موجب و rثابت و ليكن  Df الدؤثرّ الاشتقاقيّ، عندئذ: 
1  ّبدا أف  xx eeD    منو و  xrxr eeD    ىذا يعتٍ إذا كتبنا Df  بشكل

 :مفصّل لصد
     

    



fePPPe

ePDPDPeDf

xn

n

x

xn

n

x





01

01

.....

.....

 

 
ىذا يعتٍ أنوّ في التًكيب   xeDf   أجرينا انزياحاً لػxe  إلى يسار Df  ّناستبدلاثم D 

في  بػ  Df. 
2  إذا كافv  دالة بالدتحوّؿx  ّفإف: 

   vDev
dx

dv
e

dx

dv
eveveD xxxxx   








 

 :كوفي   v      وبوضع
 
       

    vDeveD

vDeUDeUeDveD

UeveD

rxxr

xxxx

xx

















22 

ىذا يعتٍ في التًكيب    veDf x  تّم إزاحةxe  إلى يسار Df  ثّم استبداؿD  بػ
 D  في Df. 

 :nاستخدام المؤثرّات الاشتقاقيّة في حلّ المعادلات الخطيّّة من الرتبة  1.1.1
 : nالدعادلة الخطيّّة من الرتبة 

ّـ للمعادلة التفاضليّة الخطيّّة الدتجانسة : 2-1-3 :تعريف ( بدوف طرؼ ثاف  )الشكل العا
 :باستخداـ الدؤثرّ الاشتقاقيّ، ىو، و nذات الأمثاؿ الثابتة من الرتبة 

  0yDf  
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إذا كانت : ملاحظة
n10 P,.....,P,P  دواؿ بالدتحوؿx  في Df  فإننّا لضصل على

 .معادلة خطيّّة ذات أمثاؿ متحوّلة
نقوؿ عن لرموعة  الدواؿ :3-1-3 :تعريف

n21 y,.....,y,y نّها مستقلّة خطيّّاً في إ
 : إذا أدّى برقّق الدطابقة Iالمجاؿ 

0y.....yy nn2211   
 :إلى أفّ  Iفي بصيع نقاط المجاؿ 

0..... n21   
 

تكوف لرموعة الدواؿ : 1-1-3 :ةىنر مب n21 y,.....,y,y  مستقلّة خطيّّاً في المجاؿI 
 :مستمرةّ فيو وكاف nإذا كانت مشتقّاتها من الرتبة 

     

0

.....

....................

.....

.....

11

2

1

1

21

21




 n

n

nn

n

n

yyy

yyy

yyy

 

 .سمّى بدعتُّ رونسكي لمجموعة دواؿىذا ما يفي ىذا المجاؿ و 

 :ات الأمثال الثابتةذطيّّة المتجانسة حلّ المعادلة التفاضليّة الخ 1.1.1
 :بالشكل (دوف طرؼ ثاف) اعتماداً على ما سبق لؽكن أف نكتب الدعادلة الدتجانسة

        10.....21  yDDDyDf n 
 :أيةّ معادلة من الدعادلاتفّ حلّ إ

      0,.....,0,0 21  yDyDyD n 
ىو حلّ للمعادلة الدتجانسة  1  ّالدعادلات السابقة على التًتيب وحل: 

x

n
x

2
x

1
n21 ey,.....,ey,ey


 
ّـ للمعادلة  وباعتبار أفّ ىذه الحلوؿ مستقلّة خطيّّاً فالحلّ العا 1 ىو: 

x

n
x

2
x

1
n21 eC.....eCeCy


 



 
 الثابتة الأمثاؿ ذات الدتجانسة الخطيّّة التفاضليّة الدعادلات :الفصل الثالث 138

xeyفإذا كاف للمعادلة الدتجانسة حلّ   الحلّ لػقّق الدعادلة الدتجانسة فإفّ ىذا: 
  0yDf 

      00   feeDfeDf xxx 
 :حيث

     20.....2

210  n

nPPPPf  
تدعى الدعادلة  2 بالدعادلة الدميّزة للمعادلة الخطيّّة الدتجانسة. 

 

إذاً لحلّ الدعادلة الدتجانسة نشكّل معادلتها الدميّزة ثّم نفتّش عن الجذور  :ىامّة نتيجة
n21 ,.....,,  عندئذ لظيّز الحالات الآتية: 
 

1:  إذا كانت n21 ,.....,, ، n  ًللمعادلة الدميّزة فإفّ التوابع جذراً لستلفا: 
x

n
x

2
x

1
n21 ey,.....,ey,ey


 
ّـ ىوبسثّل حلولًا خاصّة مست  :قلّة خطيّّاً للمعادلة الدتجانسة، فالحلّ العا

x

n
x

2
x

1
n21 eC.....eCeCy


 
 

ّـ للمعادلة التفاضليّةأوجد ا :1-3 مثال   :لحلّ العا
0y2yy2y  

 :دلالة الدؤثرّ الاشتقاقيّ بالشكلنكتب الدعادلة ب :الحلّ 
 

   2,1,1021

022022

321

2

2323







yDDD 

ّـ ىوو   :الحلّ العا
x2

3
x

2
x

1 eCeCeCy   
 

2:  إذا كاف للمعادلة الدميّزة 2 جذور مكرّرة :
m21 ,.....,,   حيث: 

1  مكرّر
1s 

مرةّ و
2  مكرّر

2s  و... مرةّ وىكذا
m  مكرّر

ms مرةّ حيث: nsss m  ...21 
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 :عادلة التفاضليّة تصبح من الشكلبالتالي الدو 
       30.....21

21  yDDD ms

m

ss
 

 :حل لأيّ من الدعادلاتكل   إفّ و 
       40,.....,0,0 21

21  yDyDyD ms

m

ss
 

ىو حلّ للمعادلة  3.  ولؽكن إلغاد حلوؿ الدعادلات 4 بالطريقة التي لضلّ فيها الدعادلة: 
  0yD

s
 

1sفإذا كاف    مثلاً فإفّ حلّ الدعادلة  0yD  ىو :x
1eCy  

2sإذا كاف و    فإفّ حلّ الدعادلة  0yD
2
 ىو :  xeCxCy 

21  
3sإذا كاف و    فإفّ حلّ الدعادلة  0yD

3
 ىو:   xeCxCxCy 

32

2

1  
بالتالي لؽكن استنتاج حلّ الدعادلة و   0yD

s
  :وىو  

  x

s

ss eCxCxCy   .....2

2

1

1
 

الحلّ للمعادلة الدفروضة ىو لرموع حلوؿ الدعادلات و  4. 
 

ّـ للمعادلة التفاضليّةأوجد ا: 2-3 مثال 0 :لحلّ العا yyyy 
 :الحلّ 

 
    1,1,1011

0101

2

2323







yDDD 

 ّـ                :ىو الحلّ العا  xx eCeCxCy  321 
3:  إذا كاف للمعادلة الدميّزة 2 جذراف عقدياّف:  i,i 21   ّفإف

 :للمعادلة الدتجانسة حلّتُ خاصّتُ   xi
2

xi
1 ey,ey    

 :لة الدتجانسةإذاً الحلّ العاـ للمعاد
     xixixxixi eCeCeyeCeCy    2121 

 :وحسب علاقة أولر فإفّ 
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        xCCixCCey

xixe

xixe

x

xi

xi













sincos

sincos

sincos

2121 












 

 :أو
    xBxAey x  sincos  

 

إذا كاف كل من الجذرين العقديتُ  :ملاحظة i,i   ّراً مرتّتُ فإفّ الحلّ مكر
ّـ ىو  :العا

        xsinxBBxcosxAAey 2121
x   

ّـ ىو sبشكلّ أعمّ إذا كاف كلّ من الجذرين العقدين الدتًافقتُ مكرّراً و   :مرةّ فإفّ الحلّ العا
        xxBxBBxxAxAAey s

s

s

s

x  sin.....cos..... 1

21

1

21

  
 

ّـ للمعادلة التفاضليّةأوجد ا: 3-3 :مثال  :لحلّ العا  01
22  yDD 

  :الحلّ 
 

  

ii

ii

2

3

2

1
,

2

3

2

1

3331141

01

21

2

22

















 

ّـ ىو. مرتّتُمكرّر وكلالعا   :فالحلّ العا

   












































xxBBxxAAey
x

2

3
sin

2

3
cos 2121

2 
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 (1) محلولة تمارين
ّـ للمعادلات التفاضليّة التاليةأوجد   :الحلّ العا

    
  
  
  





 029

0338

097

06

0235

0544

0643

082

0431

)4(

2

23

3

22



















yyy

yyyy

yy

yy

yyy

yDD

yDDD

yD

yDD

 

 :الحلّ 
    
    ii

yDD

2,2,3,3043

0431

4321

22

22






 

     xCxCCxCey x 2sin2cos 4321

3  
 

  
      

     xx eCxCxCey

ii

yD

2

321

321

2

2333

3

3sin3cos

2,31,31

02,042

04220208

082

















 

  
  

  
    





2,1,30213

023064

0643

321

223

23





yDDD

 

 ّـ xxx              :الحلّ العا eCeCeCy 2

32

3

1

  
 :نعوّض في الشروط
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 3,0,2 321 CCC 
xx                    :الحلّ الخاصّ  eey 23

1 32   
 

  




iiii

yDD

2,224054

0544

21

22

2


 

    xCxCey x sincos 21

2   
 



     2,1021023023

0235

21

22 



yDD

yyy

xx eCeCy 2

21  
 



    



1,1,00100

06

321

233 yDD

yy  
xx eCeCCy  321 

 

    iyDyy 30909097 22   
   xCxCy 3sin3cos 21  

 


   

1

01013300133

0338

321

32323









DDD

yyyy

 

  xexCxCCy 2

321  
 



    iyDD

yyy





 01012012

029

222424

)4(

 

       xxCCxxCCy sincos 4321  
 

  



 
 الثابتة الأمثاؿ ذات الدتجانسة الخطيّّة التفاضليّة الدعادلات :الفصل الثالث 111

 (1)تمارين غير محلولة 
 الدعادلات الخطية ذات الدعاملات الثابتة. 1

 :حل الدعادلات الآتية
1.             
2.              
3.           
4.               
5.              
6.                 
7.                
8.             
9.                  
10.                   

 :الأجوبة
1.      

     
      2.      

      
      3.         

     
 4.      

      
 

      5.                        6.      
   

   
        

 

  
     

 

  
       7.                   

 8.       
  

 
          

 

   
       9.                

 
 

  
 

 

  
       10.         
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 فهرس الفصل الرابع

 112 ............... الثابتة الأمثاؿ ذات متجانسة الغتَ الخطية التفاضلية الدعادلات. 1

 112 ............................................... :العاـ وحلها تعريفها 1.1

 112 .......................... :     عليها يؤثر التي لدواؿا بعض 1.1.1

 118 ...................... :دواؿال بعض على        الدؤثر تأثتَ 5.1.1

 118 ............. :الدتجانسة غتَ الخطية للمعادلة الخاصة الحلوؿ إلغاد 1.1.1

 151 ................ (:الوسطاء تغيتَ طريقة) الخاص الحل لإلغاد عامة طريقة 5.1

 152 ... الصحيحة القوى متسلسلات بطريقة الخطية التفاضلية الدعادلات حل 1.1

 158 .....................الثانية الدرتبة من العادية التفاضلية الدعادلات تطبيق 1.1

 158 ....................................... :الكونية السرعة مسألة 1.1.1

 113 .......................................................... (1) لزلولة بسارين

 112 ................................................................ عامة بسارين

 119 ....................................................... (1)لزلولة غتَ بسارين
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 الثابتة
 الفصل الرابع

 الأمثال الثابتةذات المعادلات التفاضلية الخطية الغير متجانسة  .1

 :وحلها العام تعريفها 1.1
 :ذات الأمثاؿ الثابتة ىو( بطرؼ ثاف)الشكل العاـ للمعادلة الخطية الدتجانسة 

                                           
بينما إذا             يكوف      للمعادلة الدتجانسة حلًا خاصاً      فإذا كاف

وبالتالي          فإف         حلًا مكملًا للمعادلة الدتجانسة     كاف 
 :الحل العاـ ىو

         
 .    الحل الدكمل لػ   ،     الحل الخاص لػ    حيث

 :دوالبعض العلى      تأثير المؤثر  1.1.1
1)                       
2)                        
3)                        
4)                                   ;          

 

  ةدالفإف الةً ،مستمر  ةدال      تإذا كان:1-1-4:تعريف

    
بالتعريف  يى      

 ونسمي            الحل الخاص للمعادلة التفاضلية 
 

    
 .بالدؤثر العكسي 

 

 وإذا أثر  اهقتتمش ىعطأ      ةدالعلى   إذا أثر الدؤثر  :نتيجة

   
      ةدالعلى  

 إذف الدؤثر  .اتكامله ىعطأ

   
 .تكاملياً  يسمى مؤثراً  

 

  :   1-1-4 :مثال
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 الثابتة
 :دوالالعلى بعض        تأثير المؤثر  1.1.1

1)  

    
          

 

    
                 

2)  

    
      

     

    
                    

3)  

     
       

     

       
              

4)  

     
       

     

       
             

5)  

    
         =      

      
     

 :ادلة الخطية غير المتجانسةإيجاد الحلول الخاصة للمع 1.1.1
 :للمعادلة غتَ الدتجانسة      لؽنؼ الأأشكاؿ الطر 

                   :   أولاً 
 ف الحل الخاص اعتماداً إف        جذر للمعادلة الدميزة أي  إذا لم يكن  - أ

   يعطى بالعلاقة      على الدساواة
     

    
في   بػ   حيث نبدؿ كل   

 .الدعادلة الدميزة
فإف الحل الخاص يعطى         جذرا للمعادلة الدميزة أي أف   ذا كاف إ - ب

       :بالعلاقة
 

∅   
 
  

  
 .في الدعادلة الدميزة  بػ    حيث نبدؿ كل      

 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة التفاضلية :2-1-4 :مثال
                   

 :لدعادلة بدلالة الدؤثر  التفاضلينكتب ا: الحل
                    

 : ىيوالتي الدعادلة الدميزة نوجد  :الحل العاـ دوف طرؼ
                                        

      
                 

 :ثاف الحل الخاص مع طرؼ
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 الثابتة
 .للمعادلة الدميزة ومنو لا لؽثل جذراً      ف العددإحيث 

 
    

   

         
     

 :وبالتالي الحل العاـ ىو
        

               
 

 :الحل العاـ للمعادلة التفاضيلية أوجد: 3-1-4:مثال
                  

                  
مكرر     و      :ىيابق أف جذور الدعادلة الدميزة نلاحظ كما في الدثاؿ الس

 :وبالتالي. مرتتُ
      

                
 :بينما

   
 

            
      

 :مرة وبالتالي    ىو جذر للمعادلة الدميزة مكرر     ولكن العدد 
    

 

∅   
 
  

  
     

 

∅   
 
  

  
         ∅       

 : ومنو      يقبل القسم على      و      ∅: نلاحظ أف
                    

 :وبالتالي          ∅         و          ∅ :حيث
   

 

   
 
  

  
     

 

   
       

 :الحل العاـ
     

                
 

   
       

                 أو          
 :لظيز الحالتتُ: ثانياً 
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 الثابتة
قوى زوجية  تحدود ذا ةكثتَ         تجذراً للمعادلة الدميزة وكان   يكنإذا لم  - أ

 :لصد أف،  (5.1.1)في البند (4) ،(3)فإنو حسب 
              حيث         

     

       
          أو       

      

       
  

 ةكثتَ       توكان         :للمعادلة الدميزة أي أف جذراً   إذا كاف  - ب
 :ولرألك قوى زوجية ففي ىذه الحالة بالإعتماد على علاقة بستولا ،حدود

                    
                                  :فإنو بحل الدعادلة

نختار القسم التخيلي من ، ف             إذا كانت الدعادلة الدعطاة من الشكل
 .          الحل الخاص للمعادلة  

نختار القسم الحقيقي ، ف             إذا كانت الدعادلة الدعطاة من الشكلو 
 .           من الحل الخاص للمعادلة

 

إلى العودة إلى            في بعض الأحياف قد نضطر في حل الدعادلة : ملاحظة
و      حيث      أي نرجع ىذا الشكل من الحل الخاص إلى الشكل ( أ)الحالة 

أـ لا للمعادلة  جذراً    أي أف        أو        فيما إذا كاف  ،لظيزىنا 
 .الدميزة
 :د الحل الخاص للمعادلة التفاضليةأوج :4-1-4: مثال

             
 :بدلالة الدؤثر التفاضليالدعادلة نكتب 

                    
 

    
       

 :وبالاعتماد على( 1) للمعادلة الدميزة وحسب ليس جذراً     إف 
   

 

     
       

     

       
    

      

     
  

 

 
        

      
 

   
        

 

 :أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية:5-1-4:مثال
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 الثابتة
              

  :الحل
              

وذلك بإلغاد لضل الدعادلة ( ب)فحسب  زوجياً  وحداً  فردياً  لك حداً تبس     نلاحظ أف 
 :الحل الخاص للمعادلة

             
 :وىو

   
 

      
    

     

      
 

   

    
  

    

 
     

   

 
 

 

 
       

  
   

 
 

 

 
               

 

 
     

 

 
      

  
  

 
     

 

 
       

   :لصد أف             باختيار القسم الحقيقي للحل الخاص للمعادلة
   

 

   
     

 

   
      

 

              :أوجد الحل الخاص للمعادلة :6-1-4:مثال
 :للمعادلةمن الدثاؿ السابق بأخذ القسم التخيلي للحل الخاص : الحل

              
 :لى الحل الخاص للمعادلة الدطلوبةلضصل ع

    
 

   
     

 

   
      

 

 :الحل الخاص للمعادلةف، عدد صحيح موجب  حيث         إذا كاف  :ثالثاً 
            

 :ىو
   

 

    
    

 ففي ىذه  الحالة ننشر الدؤثر 

    
فنحصل  جبرياً  عدداً    كما لو كاف      بجوار 

أي لغب أف نتوقف في النشر            مع العلم أف  على كثتَ حدود في 
ونستمر      ثم نقسم الواحد على  تصاعدياً       ويتم ذلك بتًتيب   من أجل 
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 الثابتة
كوف تبحيث    الدرجةمن       في عملية التقسيم حتى لضصل على ناتج القسمة

 :بالتالي الحل الخاصو   من  أكبر بساماً       درجة كل حد من حدود باقي القسمة
   

 

    
               

                    
 :أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية :7-1-4:مثال 

                   
 :الحل الخاص ىو: الحل

   
 

       
         

 : نقسم

 

    

   
 

   
  

 

   
  

 
 

 
  

 

 
  

 

 
  

  

 
   

 

 
  

  

 
   

 

 
  

  

 
   

  

  
   

  

  
  

 
 

  
   

  

  
  

 

 

 

       

 

   
 

 

   
  

  

  
  

 
 
 
   

 

     
 

 
 

 

 
  

  

  
              

 

 
   

  

 
  

  

  
  

 

 لإلغاد الحل الخاص،        حيث               إذا كاف  :رابعاً 
 .(5)نعتمد الخاصة                 :  لمعادلة التفاضليةل
 

 :د الحل الخاص للمعادلة التفاضليةأوج :8-1-4:مثال
(              

   
 

       
   

حسب علاقة  
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 الثابتة
      

               
     

  
  

 

 
       

   
 

 
      

ثابتتُ    حيث              أو               : خامساً 
 .حقيقيتُ

   
 

 

    
              

 

      
          

   
 

 

    
                

 

      
           

 (ثانياً )ثم نتابع كما في              بوضع
 

 :ف الحل العاـ للمعادلة التفاضليةإ (:1.1.1) :ةىنر مب
                          

 :ىو من الشكل
   

 

    
      

 

    
        

 

    
       

 .دواؿ مستمرة                    :    حيث
 

                    :أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية :9-1-4:مثال
                         

 

    
      –          

 
 

    
         

 

    
          

     

    
 

     

     
   

                           

             (:طريقة تغيير الوسطاء)طريقة عامة لإيجاد الحل الخاص  1.1

لدعادلة تفاضلية غتَ متجانسة إذا كاف نستخدـ طريقة تغيتَ الوسطاء في إلغاد الحل الخاص 
 .من غتَ الإمكاف استخداـ الطرؽ الدختصرة السابقة

 : لتكن الدعادلة
                                            

 :وتابعهما الدكمل
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 الثابتة

             
فحلا مستقلاف خطياً     لػ      دوف طرؼ ثاف           

    ثابتاف اختيارياف أو وسيطاف 
   

   
       

              
       

                    
 :  ىو    بفرض أف حلًا خاصاً لػ 

                        
 .( وسيطاف تابعاف لػ     , حيث )

 :ينتج    باشتقاؽ 
  

                              
                                                 
  

                                              
 :ينتج    باشتقاؽ 

       
 

                                    
  نعوض عن (  )و(  )و(  )من 

     
 :ينتج(  )في       

     
       

            
       

       
     

                
 :تنعدـ في العلاقة الأختَة ومنو    أف أمثاؿ (  )ونلاحظ من 

    
                                            

 :ينتج   ,   لضسب المجهولتُ(  )و(  )من الدعادلتتُ 

   
     

           
     

     

           
    

         

مستقلاف خطياً     
   

(  )ونهمل ثوابت الدكاملة الاختيارية ثم نعوض الناتج في     بالدكاملة لضصل على 
 .على الحل الخاصفنحصل 

 :أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية :1-2-4:مثال
       

 

     
  

  نلاحظ أنو لا لؽكن إلغاد الحل الخاص :الحل

    

 

     
لذلك  ،بالطرؽ الدختصرة 

 .لطريقة تغيتَ الوسطاء نلجأ
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 الثابتة
       :من الدعادلة الدميزة لصد

                       
  :فيكوف التابع الدكمل

        ثابتاف اختيارياف                     
 :نفرض حلًا خاصاً 

                               
 :بالاشتقاؽ لصد.  تابعاف للمتحوؿوسيطاف    ,  حيث

  
                                       

 :نفرض أف
                                            

 : وبالتالي
  

 
                       

   
 

                                                   
       بالتعويض عن  

 
 :في الدعادلة الأصلية لصد    و     من     

                                     

                 
 

     
  

                 
  

     
                      

 :فنجد    و  لحساب  ( )و(  )لضل الدعادلتتُ 
             

     
  

 : فنجد ( )نعوض في 
          

     

     
—             

                       
      

     
   

   
        

       
             

 :ينتج حلًا خاصاً للمعادلة     في    نعوض بقيم 
                               



 
 الثابتة الأمثاؿ ذات متجانسة الغتَ الخطية التفاضلية الدعادلات :الفصل الرابع 152

 الثابتة
         

  =  الحل العاـ                                 

 حل المعادلات التفاضلية الخطية بطريقة متسلسلات القوى الصحيحة 1.1
 :لتكن لدينا الدعادلات التفاضلية الخطية: السابقةنقدـ الآف تعميماً للمبرىنة 

                                    
 :مع شروط البدء

                  
                 

     
                    

         قابلة للنشر في جوار للنقطة   إذا كانت الدالة 
       

     
فإف ،  

في جوار ، دالة قابلة للنشر يكوف أيضاً   ،        مع شروط البدء،         حل الدعادلة
 :عطى بالعلاقةت،   للنقطة 

          
       

  
   

         

  
      

          

  
    

     
   

 
       

  
  

                         
     إف الدعاملات 

      
  أما الدعامل ، معطاة من شروط الدسألة      

    ،
 : جده من الدعادلة التفاضلية نفسهافن

  
   

           
      

     
   

  ولإلغاد الدعامل 
 :    نشتق الدعادلة التفاضلية الدعطاة      

       
 

  
                    

        بالقيم               ومن ثم نعوض 
      

فنجد القيمة ،    
  

 .        لإلغاد بقية الدعاملات في العلاقة... ونتابع ىكذا        
 :انت الدعادلة التفاضلية من النمطإذا ك

                                                        
وكاف ،   في جوار النقطة ، قابلة للنشر                    كانت الدواؿ و 

وىو من    جوار للنقطة  فيفإف حل ىذه الدعادلة أيضاً ىو قابل للنشر ،         
 :النمط
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 الثابتة
           

  
     

لضصل على ، الدطابقة بتُ الطرفتُو         والتعويض في الدعادلة، وباشتقاؽ ىذه الدالة
 :  بدلالة الثوابت،     حيث ،    قيم الثوابت 

        
          

     
       

بعد دراسة ، لضصل على الدسألة التي بسثل الحلأي  .ألة الابتدائيةالدعطاة من شروط الدس
يكوف ىذا المجاؿ ىو المجاؿ الذي  و،على لراؿ تقاربها الحصوؿتقارب ىذه الدتسلسلة و 

 .     نستطيع فيو حل الدعادلة التفاضلية
 :حل مسألة كوشي التالية، عتُ في صورة متسلسلة قوى: 10-4 مثال

                                  
فإف حل ىذه ، وعليو. لأنها حدودية، قابلة للنشر دوماً     واضح أف الدالة  :الحل

 :  نعتُ الآف الدعاملات في العلاقةو :  الدعادلة يعطى بالعلاقة 
                 

             
                  

  لإلغاد 
  : منو فإفو ،         : فنجد، نشتق الدعادلة الدعطاة،    

      
    

   :وىكذا لصد
   

 . مهما تكن    
    

 

  
 

  

  
   

  

  
    

  

  
 
        

 

 :حل الدعادلة، عتُ في صورة متسلسلة قوى:1-3-4:مثال
                           

 .                :المحقق للشروط
في جوار للنقطة ، قابلتاف للنشر      و           الدالتاف : الحل

 : الدعاملات في العلاقة ، نعتُ الآف.  يعطى حل الدسألة بالعلاقة ،  ذفإ      
                             

 :الدختلفة لصد  والدطابقة بتُ قوى ، بالاشتقاؽ والتعويض في الدعادلة
                                          

 .            :  ومنو
 :وعليو فإف
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 الثابتة
              

 

   
  

  :التفاضلية العادية من المرتبة الثانيةتطبيق المعادلات  1.1

 :مسألة السرعة الكونية 1.1.1
بحيث لا يعود إلى ، يقذؼ بها جسم رأسياً لضو الأعلى لغب أف، ما ىي أصغر سرعة

 .جاذبية الكواكب الأخرىالأرض مع إلعاؿ مقاومة الذواء و 
، تعطى حسب قانوف نيوتن.  لكتلة الجسم الدقذوؼ و    بػنرمز لكتلة الأرض : الحل

 :بالعلاقة  الدؤثرة على الجسم   قوة جاذبية الأرض 
   

  

  
  

 ،ثابت الجاذبية  و، مركز ثقل الجسم الدقذوؼىي الدسافة بتُ مركز الأرض و   : حيث
 :لدعادلة التفاضلية لحركة الجسمتكوف ا، حسب قانوف التحريك الأساسيو 

 
   

   
   

  

  
     

  
    

   

   
   

 

  
           

ىذه الدعادلة ىي معادلة تفاضلية و  (.لأف التسارع سالب في ىذه الحالة ،الإشارة السالبة)
بإدخاؿ ، لطفض رتبة ىذه الدعادلة.  ومتحولذا الدستقل   من الرتبة الثانية دالتها المجهولة 

 :الرموز
   

   
 

  

  
 

  

  

  

  
  

  

  
         و      

  

  
  

 :كما يلي،    تصبح الدعادلة . سرعة الحركة  حيث 
 

  

  
   

 

  
     

 
              

  

  
  

وىي ،  متحولذا الدستقل و   دالتها المجهولة ، معادلة تفاضلية من الرتبة الأولىوىي 
 :بالدكاملة لصد. منفصلة الدتغتَات

  

 
  

 

 
    

     يكوف ،    حيث في لحظة البدء ، من شروط البدء  نعتُ ثابت الدكاملة 
 .سرعة القذؼ     نصف قطر الأرض و
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 الثابتة
  

 

 
  

 

 
         

 
           

 

 
 

  
 

 
  

 :ومنو فإف
  

 
  

 

 
  

 

 
 

  
 

 
  

 

 
  

  
 

 
  

 

 
   

  عليو فإف و ، لغب أف تكوف السرعة موجبة دوماً  ،ولكن من شروط الدسألة

 
   . 

 فإف الدقدار ، ازدياداً غتَ لزدود   واضح أنو كلما زادت الدسافة
 

 
، يصبح صغتَاً للغاية 

  فالشرط  

 
 :فقط، في الحالة(  مهما تكن قيمة الدسافة )يتحقق    

  
 

 
  

 

 
             

 
               

   

 
  

 :يعود إلى الأرض تتعتُ بالدساواة عليو فإف أقل سرعة يقذؼ بها الجسم ولاو 

    
   

 
                            

وف تسارع ويك            و                      حيث 
 .           ىو ،    أي عندما يكوف ، الجاذبية على سطح الأرض

 :على العلاقة    ولضصل من 
  

  

  
          

 
            

  

 
  

 : فنجد،     نعوض في العلاقة 
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 الثابتة
 (1)تمارين محلولة 

 :ة من الدعادلات التفاضلية الآتيةأوجد الحل العاـ لكل معادل
   251042561 32  xeyDD 

 :الدعادلة الدميزة: الحل
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 الثابتة
xxcheCeCy xx 2
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 الثابتة
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 الثابتة
 :الحل
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 الثابتة
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 الثابتة
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 الثابتة
 تمارين عامة

1  3 :التفاضليةحل الدعادلةy و استنتج حلها الخاص إذا كاف: 
   2,0,0,1  yxyx 

وىو الحل العاـ      :الحل
21

2

1
2

3
33 CxCxyCxyy   

(
1C و

2C بالشرطتُ الدفروضتُ لصدوبالتعويض  (ثابتاف اختيارياف: 

2
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3 2
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yp (الحل الخاص) 
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 الثابتة
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 الثابتة
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 الثابتة
 (1)محلولة  غير تمارين

لا تعتُ القيم العددية )اكتب لكل معادلة معطاة حلها الخاص بدعاملات غتَ لزدودة 
 (للمعاملات

1.                     
2.                             
3.                        
4.                        
5.                         
6.                        
7.                            
8.                    
9.                               
10.                           

 

 لات الآتية بطريقة تغيتَ الثوابتحل الدعاد
1.           

  

 
 

2.            
 

    
 

3.       
 

    
 

4.              
5.                    
6.                

 :الأجوبة
1.                       
2.                         

      
     

3.                                  
4.                                         

5.       
 

   
     

   

             
6.    
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 الثابتة
 

 عتُ حلوؿ الدعادلات التي برقق الشروط الدذكورة
1.                                           
2.                                      
3.                                           
4.                                        
5.                                          
6.                                     

 

   
    

7.                                          
8.                                   

 :الأجوبة
1.        , 2.             , 3.         

           4.                  5.   
     

     
      

        .8   (لا توجد حلوؿ) .7                 .6

  اختيارية                  
 

 :حل معادلات أويلر الآتية
1.                 
2.                
3.                
4.            
5.                 
6.                  
7.                
8.                   
9.                  
10.                 

 :الأجوبة
1.      

     
    2.      

     
     3.                

            4.                 
    5.                       
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 الثابتة
6.                                   7.      

  
 

   
    

 

   
                8.                                 

9.      
     

                 10.      
     

   

                        
 

 حل الدعادلات بواسطة الدتسلسلات
احسب بعض . عتُ في صورة متسلسلة قوى الحل الذي لػقق الشرط الابتدائي الدعطى

 (شمولاً    حتى معامل )الدعاملات الأولى للمتسلسلة 
1.                    
2.      

 

   
            

3.                      
4.                       
5.                     
6.                                
7.                                 

 :الأجوبة
1.        
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 :عتُ تلك الحلوؿ للمعادلات الدعطاة التي لؽكن التعبتَ عنها في صورة متسلسلات قوى

1.               
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 الفصل الخامس

 جمل المعادلات التفاضلية. 2

 تعاريف ومفاىيم أولية 1.2
 :التفاضلية من النمطنسمي بصلة تفاضلية نظامية، لرموعة الدعادلات 

(1   )             niyyyxf
dx

dy
ni

i ,.....,2,1;),........,,( 21  
nyyyحيث إف ,...,, nfff، بينما دواؿ لرهولة في الدتغتَ الدستقل  21 ,...,, دواؿ  21
nyyyxمعلومة في ,...,,,  .وىي مستمرة على جوار ما 21

 (.1)رتبة الجملة التفاضلية النظامية   نسمي العدد 
 :ولؽكن كتابة الجملة التفاضلية بالشكل الدتناظر

(2   )                    
1

...
2

2

1

1 dx

f

dy

f

dy

f

dy

n

n  

، خطية بالنسبة   إنها خطية، إذا كانت بصيع الدواؿ ( 1)ونقوؿ عن الجملة التفاضلية 
nyyyإلى  ,...,,  :وىي تكتب كما يلي 21

)()(...)()(،               :حيث 21 21
xfyxPyxPyxP

dx

dy
iniii

i

n
 

IRعلى المجاؿ ( 1)إف حل التفاضلية   ىو لرموعة الدواؿ: 
)(),...,(),( 2211 xyyxyyxyy nn  

ة الدعطاة إلى اضليوالتي بروؿ معادلات الجملة التف  القابلة للاشتقاؽ باستمرار على المجاؿ 
 . من المجاؿ   ، مهما تكن مطابقات صحيحة

بعمليات جبرية تركيباً ( 1)نسمي الدعادلة التفاضلية، النابذة من بصلة الدعادلات التفاضلية 
 ة، إذا كانت ىذه الدعادلة عبارة عن تفاضل تاـ لدالللمكاملة قابلاً 

),...,,,( 21 nyyyx0: ، أي),...,,,( 21 nyyyxd ُلصدوبدكاملة الطرفت ،: 
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(3               )                          cyyyx n ),...,,,( 21 
( 1)، نسمي ىذه الدعادلة تكاملًا أولياً لجملة الدعادلات التفاضلية ثابت اختياري  حيث 

 (:1)  تكاملًا أولياً مستقلاً خطياً للجملة التفاضلية من الدرتبة   إذا علمنا أف 
),....,,(...,,),....,,(,),....,,( 11211 nnnn yyxyyxyyx  

 :فإف لرموعة الدعادلات
(4)                    nicyyx ini ,.....2,1;),....,,( 1  

 (.1)العاـ للجملة بسثل التكامل 
، على أي حل لذذه الجملة وذلك بحل الدعادلات من التكامل العاـ الحصوؿ عملياً  ولؽكن

nyyyبالنسبة إلى ( 4) ,...,, 21. 
( 3)فإنو بحل الدعادلة ( 1)، لا يطابق الثابت للجملة التفاضلية إذا علمنا تكاملًا أولياً 

nyyyبالنسبة إلى أحد متغتَاتها  ,......,,  .  وليكن مثلًا   21
(5        )             ),,......,,,( 121 cyyyxy nn  
لضصل على بصلة ( 1)، من معادلات الجملة معادلة      في أوؿ ( 5)وبتعويض  

 .     معادلات تفاضلية جديدة من الرتبة 

 :طريقة حل المعادلات التفاضلية النظامية 1.2

 :طريقة التكاملات المتتالية 1.1.2
لة من الرتبة الأولى، وكل معادلة بروي دالة معاد  ، مؤلفة من إذا كانت الجملة التفاضلية

 :، أي أف الجملة من النمطلرهولة واحدة
),(,...,),(),,( 22

2
11

1
nn

n yxf
dx

dy
yxf

dx

dy
yxf

dx

dy
 

 .، يؤوؿ إلى حل كل معادلة من ىذه الدعادلات على حدةفإف حل ىذه الجملة
 :وإذا كانت الجملة من النمط
 nn

n yyyxf
dx

dy
yyxf

dx

dy
yxf

dx

dy
,...,,,),....,,,(,),( 21212

2
11

1  



 
 التفاضلية  الدعادلات بصل :الفصل الخامس 112

في  ، حيث تكامل الدعادلة الأولى، ونعوض الحل العاـ الناتجفإف تكاملها يتم بالتتالي
 ...، ونتابع ىكذاالدعادلة الثانية، ونكاملها

 

: أوجد الحل العاـ للجملة :1-2-5 مثال








 xye
dx

dz
xy

dx

dy cos,sin 

 :، بغض النظر عن الدعادلة الثانيةلضل الدعادلة الأولى: الحل
xecyxdx

y

dy cos

1sin  

 :نعوض ىذه القيمة في الدعادلة الثانية من معادلات الجملة

211

coscos

1 . cxczceec
dx

dz xx   
 :وعليو، فإف الحل العاـ للجملة الدعطاة

 21

cos

1 , cxczecy x   
 .ثابتاف اختيارياف   و    

 :طريقة الحذؼ 1.1.2
إلى معادلة تفاضلية من الرتبة   لؽكن حل كثتَ من الجمل النظامية، برد الجملة من الرتبة 

ويتم ذلك .  بدالة لرهولة واحدة، أو إلى عدة معادلات تفاضلية لرموع رتبها يساوي   
الجملة وحذؼ بصيع الدواؿ عن طريق التفاضل الدتتالي لدعادلة واحدة من معادلات 

، صل على دالة من الدواؿ المجهولةوبتكامل الدعادلة النابذة لض. المجهولة باستثناء أحدىا
ونعتُ الدواؿ المجهولة الباقية من معادلات الجمل التفاضلية الأصلية ومن الدعادلات النابذة 

 .من تفاضلها

: أوجد حل للجملة: 2-2-5 مثال











xy
z

z
y

1
,

1
1  

)0(1,)0(1: المحقق للشروط  zy 
طرفي الدعادلة  بالنسبة لػ  ، نفاضل الحل العاـ للجملة بطريقة الحذؼ نوجد: الحل
 :الثانية
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 1
)(

1
2




 y
xy

z 

من الدعادلة النابذة، وذلك بتعويض قيمة  yو  لضذؼ  1
1











yو

xy
من  

 :قيمها من معادلات الجملة لصد

z

z
z

2'
 

 :وعليو فإف
xc

eczzcz
z

z

z

z
1

21'
'

'

''
 

الجملة،  من معادلات ولىحصلنا عليها، في الدعادلة الأالتي   نعوض قيمة   لإلغاد 
 :فنجد

xc
e

cc
xy 1

21

1 
 

 : ، فإف عبارة الحل العاـ للجملةوعليو










 xcxc

ecze
cc

xy 11

2

21

,
1 

21حيث ,cc ثابتاف اختيارياف. 
، نعوض في عبارة (أي الحل المحقق للشروط الابتدائية)لإلغاد حل مسألة كوشي الدطلوب

: الحل العاـ  1)0(,1)0(,00  zyx،  1,1فنجد أف 21  cc. وعليو ،
 :فإف الحل الدطلوب

 xx ezexy  , 

 :طريقة التكاملات الأولية 1.1.2
ة معادلات تفاضلية كل معادلة تفاضلية تنتج عن بصلتركيب قابل للمكاملة   دعون

، أي بسثل التفاضلية قابلة للمكاملة مباشرة، وبحيث تكوف ىذه الدعادلة بعمليات جبرية
),,,...,(تفاضلاً تاماً للدالة  21 nyyyx. 



 
 التفاضلية  الدعادلات بصل :الفصل الخامس 119

 :أي أف التًكيب القابل للمكاملة يكتب كما يلي 
0),...,,,( 21 nyyyxd 

cyyyx: وبالدكاملة، لضصل على التكامل الأولي n ),...,,,( 21 
ملة التفاضلية مرة وإذا أمكن إلغاد تكامل  أولي واحد، فإننا نستطيع بزفيض رتبة الج

 تكاملًا أولياً   إلغاد ،  معادلة  ، إذا استطعنا من أجل بصلة مؤلفة من واحدة، وىكذا
 .ا وجدنا التكامل العاـ لذذه الجملةنخطياً، فإف ىذا يعتٍ أن مستقلاً 

إلغاد التًاكيب ، لتسهيل الجملة الدعطاة بالشكل الدتناظر كتابةويكوف من الدفيد أحياناً  
 :، وذلك باستخداـ إحدى الطرائق التاليةالقابلة للمكاملة

 .1n، والتي عددىا النسب الدتساويةمن ىذه   الدكاملة الدباشرة لػ  -1
، ومن ثم نعوض ىذا التكامل في النسب حساب تكامل أوؿ من ىذه النسب -2

 :تكامل أولي  الأخرى لحساب تكامل ثاف، وىكذا للحصوؿ على 
 :طريقة الأمثاؿ غتَ الدعينة ، وذلك بالاستفادة من خواص التناسب -3

1
...

2

2

1

1 dx

f

dy

f

dy

f

dy

n

n 









nn

nn

fff

dxdydydy

.....

...

2211

2211  

: حيث ,,......,, 21 n بحيث يصبح البسط تفاضلًا أمثاؿ غتَ معينة، يتم اختيارىا ،
كوف البسط عبارة عن تفاضل تاـ ث ينعدـ الدقاـ ويتاماً للمقاـ في الطرؼ الألؽن، أو بحي

 .لة  ماالد
 

:  أوجد الحل العاـ للجملة:3-2-5 مثال








 y
dx

dz
z

dx

dy
, 

 :ولصمع  والثانية بػ  لإلغاد تركيب قابل للمكاملة من ىذه الجملة نضرب الأولى بػ: الحل
0

dx

dz
z

dx

dy
y 

 :ومنو فإف
22

1

2

1

22 yczczy  
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شارة السالبة تعُطي حيث إف الإ،  لطتار القيمة الدوجبة لػ . وىو لؽثل تكاملًا أولياً للجملة
 .، وتعالج باسلوب مشابونفس النتيجة
، فنحصل على معادلة تفاضلية من عادلة الأولى من معادلات الجملةفي الد   نعوض قيمة
 :الرتبة الأولى

2

1

22

1 arcsin cx
c

y
yc

dx

dy
 

، والتكاملاف الأولياف مستقلاف خطياً وعليو، فإنو و تكامل أولي آخر للجملة الدعطاةوى
 :للجملةالحل العاـ 









 2

1

22

1 arcsin cx
c

y
ycz 

حيث 
21 ,cc ثابتاف اختيارياف. 

 

من الدعادلة الأولى في   لؽكن حل ىذا التمرين بطريقة الحذؼ، وذلك بتعويض : ملحوظة
 :، فنجدالثانية

0
2

2

 y
dx

yd 
 :، حلها العاـمن الرتبة الثانية بأمثاؿ ثابتة وىي معادلة تفاضلية

xcxcy sincos 21  
 

:    أوجد الحل العاـ للجملة: 4-2-5 مثال
xy

dz

zx

dy

yz

dx








 

 :، باستخداـ خواص النسبقابلاف للمكاملة نشكل تركيباف: الحل

0

dzdydx

xy

dz

zx

dy

yz

dx 









 

 :ومنو فإف
0 dzdydx 

 :أي أف

10)( czyxzyxd  
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، ولحساب التكامل الأولي الآخر نضرب البسط والدقاـ في الجملة وىو تكامل أوؿ للجملة
zyxالدعطاة بػ   :، ومن ثم لصمعبالتًتيب 2,2,2

0

)(

)(2

2

)(2

2

)(2

2 222 zyxd

xyz

zdz

zxy

ydy

yzx

xdx 









 

 :ومنو فالتكامل الأولي الآخر
2

2

222 czyx  
 :الحل العاـ للجملة، فإف لتكاملاف الأولياف مستقلاف خطياً ولدا كاف ا

},{ 1

2

2

222 czyxczyx  
حيث 

21 ,cc ثابتاف اختيارياف. 

 :جمل المعادلات التفاضلية الخطية 1.2
 :الجملة التفاضلية الخطية غتَ الدتجانسة ىي الجمل التفاضلية من النمط

(6      )    nkxfyxP
dx

dy
kiKi

n

i

k ,.....,2,1;)()(
1

 


 

)(0إذا كاف  xfk  حيثnik ,.....,2,1,  فإف الجملة  من أجل بصيع قيم ،
 .تسمى بصلة تفاضلية خطية متجانسة(  6)التفاضلية 

xfP)(نفرض أف بصيع الدواؿ  kki  معرفة ومستمرة على المجاؿ ،IR  يكوف عندىا ،
 :حل وحيد( 6)للجملة 

)(...,,)(,)( 2211 xyyxyyxyy nn  
 :، ولػقق الشروط الابتدائية معرؼ على المجاؿ 

0

)0()0(

22

)0(

11 ,.....,, xxyyyyyy nn  
 . من المجاؿ  0xحيث إنو لؽكن إعطاء الدعطيات الابتدائية بشكل اختياري و

لذا لؽكن حلها بالطرائق واضح أف الجملة التفاضلية الخطية ىي بصلة تفاضلية نظامية، 
 . 2.5نفسها التي مرت معنا في البند 

 .الذولكن يوجد طريقة خاصة لحل الجمل التفاضلية الخطية تعتمد على خواص حلو 
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لجملة التفاضلية الخطية غتَ ل نبدأ أولًا بدراسة الجملة التفاضلية الخطية الدتجانسة الدوافقة
 :الدتجانسة

(7  )            nkyxP
dx

dy
iKi

n

i

k ,.....,2,1,)(
1

 


 

 :الجملة التفاضلية الخطية المتجانسة 1.1.2
 (:التافو)دائماً الحل الصفري ( 7)يوجد للجملة التفاضلية الخطية الدتجانسة 

0,...,0,0 21  nyyy 
 :وىو الحل الوحيد الذي لػقق الشروط  الابتدائية الصفرية

021 ,0,...,0,0 xxyyy n  
 .ولا يوجد حلوؿ أخرى برقق شروط البدء الصفرية

، غتَ صفري اً خاص حلاً   يكفي معرفة ( 7)لإنشاء الحل العاـ للجملة الخطية الدتجانسة 
 : مستقل خطياً على المجاؿ 

(8     )                   
),...,,(

...............................

)...,,,(

),...,,(

21

222212

112111

nnnnn

n

n

yyyy

yyyy

yyyy







 

 :، إذا برققت الدطابقة وتكوف ىذه الحلوؿ مستقلة خطياً على المجاؿ 
Ixnky

n

i

ikiK 
1

,......,2,1;0 

iniiحيث إف   ......,,  :ثوابت، فقط عندما يكوف 21
0,....,0,0 21  inii . 

، بصلة حلوؿ أساسية للجملة  الدستقلة خطياً على المجاؿ ( 8)نسمي بصلة الحلوؿ 
.                                                      (7)الدتجانسة  التفاضلية الخطية

، للجملة (8)، من أف الشرط اللازـ والكافي كي تكوف بصلة الحلوؿ ولؽكن التحقق
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 و الذي المحدد التالي بصلة حلوؿ أساسية، ىو أف يكوف( 7)التفاضلية الخطية الدتجانسة 
 :لزدد رونسكي لذا يدعى

nnnn

n

n

yyy

yyy

yyy

xW

..........

.............

..........

.........

)(

21

22221

11211

 

 . لسالفاً للصفر، على الأقل في نقطة من المجاؿ 
 :بصلة حلوؿ أساسية فإف تركيبها الخطي(  8) تكانإذا  

(9)                   



n

i

ikiKk nkycy
1

......,2,1; 

nkkIkحيث  ccc .....,, ( 7)ثوابت اختيارية، لُؽثل حلًا عاماً للجملة النظامية الدتجانسة  2
 :في الساحة

(12 )            ||,...,,||, 21 nyyyIxD 
 (.9)لزتواة في الصيغة ( 7)أف نشتَ إلى أف كل حلوؿ الجملة الخطية الدتجانسة بقي 

 :الجملة التفاضلية الخطية غير المتجانسة 1.1.2
يكفي معرفة حل عاـ للجملة الخطية ( 6)لإلغاد الحل العاـ للجملة غتَ الدتجانسة 

( 6)وحل خاص للجملة الخطية غتَ الدتجانسة ( 9)من الشكل ( 7)الدتجانسة الدوافقة 
)](,)(,,...)([: من النمط 21 nppp yyy. 

 :، كما يلي في الساحة ( 6)ويعطى الحل العاـ للجملة الخطية غتَ الدتجانسة 
(11)           




n

i

ikikpk nkycyy
1

......,2,1;)( 

 (.11)لزتواة في الصيغة ( 6)وف كل حلوؿ الجملة وتك
( طريقة لاغرانج)باستخداـ طريقة برويل الثوابت ( 6)لؽكن إلغاد الحل العاـ للجملة 

 (.7)وذلك انطلاقاً من بصلة الحلوؿ الأساسية للجملة الخطية الدتجانسة الدوافقة 
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 (:طريقة لاغرانج)طريقة تحويل الثوابت  1.1.2
 :من النمط( 7)للجملة الخطية غتَ الدتجانسة  نبحث عن حل خاص

(12        )     



n

i

ikikp nkyxcy
1

......,2,1;)( 

)(,),(.....)(حيث إف  21 xcxcxc n  بردد .  ، قابلة للاشتقاؽ باستمرار على  دواؿ في
 :ىذه الدواؿ من بصلة الدعادلات





n

i

kiki nkxfyxc
1

......,2,1;)()(' 

),()(,,...)(ويكوف لذذه الجملة الجبرية في المجاىيل  ''

2

'

1 xcxcxc n
، حل وحدي، لأف معتُ 

 :وبحلها لصد( 8)ملة الحلوؿ الأمثاؿ لذا لا يساوي الصفر، وىو معتُ رونسكي لج
nixxc ii ........,2,1;)()('  

 :، فإفوعليو
nidxxxc ii ...,,2,1;)()(   

 .مع إلعاؿ ثوابت الدكاملة لأننا نبحث ىنا، عن الحل الخاص
في الساحة ( 6)، فنحصل على حل خاص للجملة (12)نعوض ىذه القيم في الصيغة 

 (:6)لضصل على الحل العاـ للجملة الخطية غتَ الدتجانسة ( 11)وبالتعويض في  . 
  nkycdxxyy ik

n

i

i

n

i

iikk ,...,2,1;
11

  


 
 

 :أوجد الحل العاـ للجملة التفاضلية الخطية :1-3-5 مثال









  12,sin 2coscos xey
dx

dz
exy

dx

dy xx 

 :إف الحل العاـ للمعادلة الدتجانسة الدوافقة، يعطى بالعلاقات: الحل
21

cos

1 , cxczecy x   
 :نفرض، الآف، أف الحل الخاص للجملة الدعطاة يعطى بالعلاقات

 ixcxxczexcy x )()(,)( 21

cos

1   
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 :نشتق ىذه الحلوؿ ونعوض في الجملة التفاضلية الدعطاة، فنحصل على الدعادلات
 iixxcxxceexc xx 12)()(,)( 2'

2

'

1

coscos'

1   
'1من الدعادلة الأولى لصد 

1 c  في الدعادلة الثانية من    نعوض قيمة      وعليو فإف
 :فنجد     معادلات 

x
x

xcxxc 
23

2
12

2
3

2

2'

2
 

، وىكذا، فإف الحل العاـ ل على الحل الخاص للجملة الدعطاة، فنحص   نعوض في 
 :الدطلوب ىو

}
23

2
)(,)({ 2

2
3

1

cos

1 cx
x

xxcxzecxy x   
 .ثابتاف اختيارياف   و   حيث 

 :الجمل التفاضلية الخطية بأمثال ثابتة 1.2

(13)               


ki

n

i

iki
k ankxfya

dx

dy
;,.....,2,1;)(

1

 

، كما يوجد طرؽ أخرى ؽ التي مرت معنا سابقاً بالطر يتم حل ىذا النوع من الجمل و 
 5.5، كطريقة دالامبتَ وطريقة الدعينات، التي سنناقشها في الحالة العامة في البند لحلها

يقتضي حل بصلة ( 13)غتَ الدتجانسة ونشتَ قبل ذلك إلى أف حل بصلة الدعادلات 
 :الدعادلات التفاضلية الدتجانسة الدوافقة لذا

(14    )             nkya
dx

dy n

i

iki
k ,.....,2,1;

1




 

 :طريقة أولر -حل الجملة التفاضلية الخطية المتجانسة بأمثال ثابتة  1.1.2
 وىي طريقة مشابهة للطريقة الدتبعة في حل الدعادلات التفاضلية العادية الخطية بأمثاؿ ثابتة

 :من النمط( 14)نبحث عن حل للجملة  السابق فصلفي ال
(15   )           ),,( 2211

x

nn

xx eyeyeyY    
nثابت وكذلك  λحيث  ,.....,,  .ثوابت أحدىا على الأقل لسالف للصفر 21
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 :فنحصل على الجملة xeونقسم على ( 14)في الجملة ( 15)نعوض الحل 

(16)                
0)(...

....................................................

0...)(

0...)(

2211

2222121

1212111







nnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa







 

ولكي يكوف لذذه الجملة حلًا غتَ صفرياً يلزـ ويكفي أف يكوف لزدد الأمثاؿ لذا مساو  
 :جذراً للمعادلة للصفر، أي أف يكوف 

(17)              0

)(...

............

...)(

...)(

21

22221

11211















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

 

( 14)، تسمى الدعادلة الدميزة للجملة التفاضلية λفي   وىي معادلة جبرية من الدرجة 
قابل كل عدد لشيز، على الأقل، حل خاص لدميزة للجملة، وياوتسمى جذورىا، الأعداد 

 (:15)من النمط 
nieyeyeyY ix

inin

ix

ii

ix

iii ....,2,1;)...,,,( 2211    
),,....,(حيث  21 inii   الدقابل للقيمة ( 16)ىو حل لجملة الدعادلاتi   ولظيز

 :ىنا حالتتُ
 :بصيع جذور الدعادلة الدميزة بسيطة: أولاً 

nلتكن  ,...,, لضصل في ىذه الحالة على ( 17)جذوراً حقيقة بسيطة للمعادلة  21
 (.14)حلًا خاصاً خطياً للجملة الدتجانسة   

),...,,( 111

112111

x

n

xx
eeeY
  

)...,,,( 222

222212

x

n

xx
eeeY
  

……………………………………. 

),...,,( 21

x

nn

x

n

x

nn
nnn eeeY
  

 :ىو( 14)وعليو، فإف الحل العاـ للجملة التفاضلية الدتجانسة 
nkecY

n

i

x

ikik
i ,.....,2,1;

1
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ncccحيث  ,...,,  .ثوابت اختيارية 21
إذا كانت بعض الجذور البسيطة عقدية، ليكن مثلًا،  i1  جذراً عقدياً للمعادلة

عندئذ فإف مرافقو ( 17)الدميزة  i 12
ىو أيضاً جذراً لذذه الدعادلة، نشكل  

 :1 يقابل الجذر ( 15)من النمط ( 14)حلاً للجملة التفاضلية الدتجانسة 
)...,,,( )(

11

)(

1212

)(

11111

xia

nn

xiaia eyeyeyY     
نعزؿ من ىذا الحل، الجزء الحقيقي والجزء التخيلي، بالاستفادة من علاقة أولر 

)sin(cos)( xixee axxia   ، ُوبذلك لضصل على حلتُ خاصتُ حقيقيت
121ف الجذراف العقدياف الدتًافقاف يقابلا( 14)مستقلتُ خطياً للجملة الدتجانسة  ,   

ننشئ الحلوؿ الخاصة الدقابلة لجميع أزواج الجذور العقدية الدتًافقة، وبصيع الجذور الحقيقية، 
إف وجدت ونأخذ التًكيب الخطي للحلوؿ الخاصة الدستقلة خطياً التي أوجدناىا، مع 

 (.14) ةللجمل ، فنحصل على الحل العاـثوابت اختيارية
 

 :بعض الجذور مكررة:  ثانياً 
 ليكن مثلًا 

 
ولؽكن بسهولة البرىاف ( 17)مرة للمعادلة الدميزة   جذراً حقيقياً مكرراً  

 :أنو يقابل ىذا الجذر حل خاص من النمط
(18    )})(,......,)(,)({ 1

1

1

212

1

1111

x

nn

xx exPyexPyexPyY   
)(,)(,....)(حيث  21 xPxPxP n  1(حدوديات من الدرجة( k  نو إعلى الأكثر، وبحيث
اختيارياً من بتُ أمثاؿ ىذه الحدوديات مستقلة خطياً، وباقي الأمثاؿ تنتج  ثابتاً   ىناؾ 

 .من ىذه الثوابت الاختيارية الدستقلة
، وىكذا أف أحد ىذه الثوابت مساو  للواحد، والبقية مساوية للصفر، نفرض بالتتالي

 مستقلة خطياً مقابلة للجذر  اً خاص حلاً   لضصل على 
 

. 
إذا كاف  i1 فإف مرافقو (17)مرة للمعادلة الدميزة   ياً مكرراً جذراً عقد ،

 i 12
حلًا عقدياً   نوجد كما فعلنا أعلاه . مرة  كذلك جذر مكرراً 

 خاصاً مستقلة خطياً تقابل الجذر 
 

 (.18)وىي من النمط  
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حلًا خاصاً حقيقياً مستقلة    ، فنحصل على والجزء التخيلي منها نعزؿ الجزء الحقيقي
,121خطياً، تقابل الجذرين   . 

 إذا كاف ىناؾ حلولًا أخرى غتَ 
حلًا خاصاً   ، فإنو بإنشاء (بسيطة أو مكررة)  

، ارية، تقابل الجذور كلها، وبأخذ تركيبها الخطي مع ثوابت اختيحقيقياً مستقلة خطية
 (.14)لضصل على الحل العامل للجملة الدتجانسة 

 

: أوجد الحل العاـ للجملة :1-4-5 مثال








 zy
dx

dz
zy

dx

dy
43,2 

     :نبحث عن الحل العاـ للجمل من النمط: الحل xx ezey   21 ,  
 :نكتب الدعادلة الدميزة الدقابلة للجملة

0230
43

21
2 










 
11: والجذور ىي   22و   الدقابل للجذر     ننشئ الحل الخاص، من النمط 

 
 .

 :من الجملة الخطية 2و 1نبحث عن العددين ( 18)من العلاقة 
033,022 2121   

021 :توافق معادلة واحدة ىيوالتي   
11لنفرض . اختيارياً  2أو 1أي لغب اختيار أحد العددين    12ويكوف . 
 وعليو فإف الحل الدقابل للجذر 

 
ىو   xx ezey  11 , 

 وبأسلوب مشابو نوجد الحل الخاص الدقابل للجذر 
 

 : xx ezey 2

2

2

2 3,2  
 :والحل العاـ للجملة الدعطاة ىو

 xxxx ececzececy 2

21

2

21 3,2  
 .ثابتاف اختيارياف مستقلاف   و    حيث
: أوجد الحل للجملة :2-4-5مثال









 zy
dx

dz
zy

dx

dy
2,2 

  :نكتب الدعادلة الدميزة للجملة: الحل
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0540
21

12
2 








 

iوجذراىا  22,1  ننشئ الحلوؿ العقدية الدقابلة للجذرi2من النمط: 
 xixi ezey )2(

2

)2(

1 ,    
021من الدعادلة  2و1 ولضصل على العددين  i  11بفرض  لصد: 

i2ومنو ،: 
)sin(cos2)2( xixeey xxi   
)cossin(2)2( xixeiez xxi   

وبعزؿ الجزء الحقيقي عن الجزء التخيلي، لضصل على حلتُ خاصتُ حقيقيتُ مستقلتُ 
 :خطياً 

xezxezxeyxey xxxx cos,sin,sin,cos 2

2

2

1

2

2

2

1  
 :والحل العاـ للجملة الدعطاة

)}cossin(,)sincos({ 21

2

21

2 xcxcezxcxcey xx  
 .ثابتاف اختيارياف مستقلاف   و    حيث

 

 :  أوجد الحل العاـ للجملة :3-4-5 مثال









 zyx
dt

dz
zyx

dt

dy
zyx

dt

dx
938,66,524 

 :نكتب الدعادلة الدميزة للجملة: الحل

02540

938

616

524
23 















 
21وجذورىا    132و  . 

 :1نوجد أولًا، الحل الخاص الدقابل للجذر
 ttt ezeyex 2

3

2

2

2

1 ,,   
321نوجد الأعداد  ,,  من بصلة الدعادلات: 
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0738

0636

0526

321

321

321













 

11: بحل ىذه الدعادلات لصد  22و  23و ويكوف الحل الخاص ،: 
 ttt ezeyex 2

1

2

1

2

1 2,2,  
132، يقابلاف الجذر الآف، حلاف خاصاف مستقلاف خطياً  ننشئ   ولعا من ،

 (:18)النمط 
ttt eCtCzeBtByeAtAx )(,)(,)( 212121  

212121حيث إف  ,,,, CCBBAA  ثوابت نوجدىا من تعويض العلاقات السابقة في
 :معادلات الجملة

222111211 524)524( CBAtCBAAAtA  
222111211 66)66( CBAtCBABBtB  

222111211 938)938( CBAtCBACCtC  
 :وبالدطابقة بتُ الأطراؼ وحل الجملة الجبرية النابذة لصد

11121212 ,0,,3 CABCCACB  
 .مستقلاف ثابتاف اختيارياف   و    حيث

 :ويكوف حل الجملة الدعطاة
})(,3,)({ 211211

ttt eCtCzeCyeCCtCx  
132ولؽكن، بدثابة حلاف مستقلاف خطياً، مقابلتُ للجذر    اختيار: 

},3,)1({ 222

ttt etzeyetx  
},0,{ 333

tt ezyex  
 :والحل العاـ للجملة الدعطاة

tt eCCtCeCx )( 322

2

1  
tt eCeCy 2

2

1 32  
tt eCtCeCz )(2 32

2

1  
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 .ة مستقلةابت اختياريو ث   و   و    حيث

 :حل الجملة التفاضلية الخطية غير المتجانسة بأمثال الثابتة 1.1.2
، كما  2.3.5بطريقة برويل الثوابت البند ( 6)لؽكن إلغاد حل الجملة غتَ الدتجانسة 

 .لؽكن إلغاد الحل بطريقة التكاملات الأولية والتي تسمى طريقة دالامبتَ
 :ن معادلتتُنعرض لذذه الطريقة من أجل بصلة مؤلفة م: طريقة دلامبير

(19)     








 )(,)( 2222111211 xfzaya
dx

dz
xfzaya

dx

dy 

 :كما يلي( 19)نوجد تركيب قابل للمكاملة للجملة 
 :ولصمع مع الدعادلة الأولى  نضرب الدعادلة الثانية بالعدد 

)()()()(
)(

2122122111 xfkxfzakayaka
dx

zkyd




 
(22)       )()()( 21

2111

2212
2111 xfkxfz

aka

aka
yaka 














 

دالة خطية في ( 22)، بحيث يكوف الطرؼ الألؽن في الدعادلة   لطتار العدد zky  .
 :نضع

(21 )                         
2111

2212

aka

aka
k




 

 :فنجد
)()())((

)(
212111 xfkxfzkyaka

dx

zkyd




 
، بالنسبة إلى الدقدار نكامل ىذه الدعادلة الخطية zky  فنحصل على: 

(22)        dxexfkxfcezky
xakaxaka 21112111 )]()([ 21

)( 
 

، على (22)فإننا لضصل من  ،  و   جذوراً حقيقية بسيطة ( 21)إذا كاف للمعادلة 
 (.19)تكاملتُ أوليتُ للجملة 

طريقة دالامبتَ من أجل بصل خطية ذات أمثاؿ ثابتة مؤلفة من أكثر من  لؽكن تعميم
 .ادلتتُ تفاضليتتُمع
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 :أوجد الحل العاـ للجملة :4-4-5 مثال









 1,32 zy
dx

dz
zy

dx

dy 

 :نوجد أولًا الحل العاـ للجملة الدتجانسة الدوافقة: الحل









 zy
dx

dz
zy

dx

dy
,2

 
 :الدعادلة الدميزة لذا

010
11

21
2 










 
 :الحل العقدي 1يقابل الجذر i2و i1وجذورىا 

ixix eizey )1(,2  
 :ومنو فإف

}cossin,sin2{

}sincos,cos2{

22

11

xxzsxy

xxzxy



 

 :وعليو، فإف الحل العاـ للجملة الدتجانسة
}sin)(cos)(,sin2cos2{ 212121 xccxcczxcxcy  

 .ثابتاف اختياراف مستقلاف   و   حيث 
نلاحظ في ىذا الدثاؿ أنو . ننتقل الآف لإلغاد الحل العاـ للجملة غتَ الدتجانسة الدعطاة

، حيث إنو لؽكن ببساطة إنشاء حل ي الحل وفق طريقة برويل الثوابتليس من الضرور 
 :خاص للجملة كما يلي

byczنبحث عن الحل من النمط   }1,2{فنجد أف  ,  yz  ًبسثل حلًا خاصا
 :ومنو فالحل العاـ لذا ىو. ملة الدعطاةللج

}sin)(cos)(2,sin2cos21{ 212121 xccxcczxcxcy  
 

 :أوجد الحل العاـ للجملة :5-4-5 مثال
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  xx ezy
dx

dz
ezy

dx

dy
43,22

 
 :نوجد الحل العاـ بطريقة برويل الثوابت: الحل

لذا نبحث عن الحل العاـ للجملة . وجدنا سابقاً، الحل العاـ للمعادلة الدتجانسة الدوافقة
 :غتَ الدتجانسة الدعطاة من النمط

xxxx excexczexcexcy 2

21

2

21 )(3)(,)(2)(  
1)(ونوجد  xc 2)(و xc من الجملة: 

xxxxxx eexcexceexcexc   2

21

2

21 )('3)(',2)('2)(' 
 :فنجد

xx excexc 3'

2

2'

1 3)(,8)(   
 :ومنو فإف

2

3

21

2

1 )(,4)( cexccexc xx   
 :وعليو فإف الحل العاـ للجملة الدعطاة

}3,22{ 2

21

2

21

xxxxxx ececezececey   
 .ثابتاف اختياراف مستقلاف   و   حيث 

 

كاف من الدمكن، كما فعلنا في الدثاؿ السابق، عدـ اللجوء إلى ىذه الطريقة، : ملحوظة
xxوذلك بالبحث عن حل خاص للجملة الدعطاة من النمط  bezaey   , 

:  ولصد بطريقة الأمثاؿ غتَ الدعينة xx ezey   11 ,2 
 :أوجد الحل العاـ للجملة :6-4-5مثال

      
 









  154,45 zy
dx

dz
ezy

dx

dy x 
   ، نضرب الدعادلة الثانية من معادلات الجملة بػ نوجد الحل العاـ بطريقة دلامبتَ :الحل

 :ولصمع مع الدعادلة الأولى، فنحصل على التًكيب
)()54()45(

)(
kezkyk

dx

zkyd x 
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kez
k

k
yk x 














45

54
)45(

 
     :نضع

k

k
k

45

54




 

012       :أي k .1: ومنو فإفk. 
 (:22)، في العلاقة  إذف، لضصل على تكاملتُ أوليتُ للجملة بتعويض قيمة 

   ieecdxeecezy xxxxx

9

1

8

1
)1( 9

1

9

1

9  

 
   iixeecdxeecezy xxxxx 1)1( 22  

 .لؽثلاف الحل العاـ للجملة الدعطاة     و    وعليو فإف التكاملتُ الأوليتُ  

 :الجمل التفاضلية الخطية غير النظامية بأمثال الثابتة 2.2
 :لرموعة الدعادلات التفاضلية، ية خطية غتَ نظامية بأمثاؿ ثابتةنسمي بصلة تفاضل

),...,2,1(;)()(....)()( 221 nixFyDfyDfDf ininii  
Df)(حيث إف بصيع الدعاملات  ik  حدوديات تفاضلية في

dx

d
D  بأمثاؿ ثابتة. 

لجملة تفاضلية ىي لرموع رتب الدعادلات التفاضلية في ىذه الجملة فمثلًا   إف الرتبة 
 :الجملة

}ln2)2(,sin)1()13({ 432 xzDyDDxzDyDD  
zyىي بصلة تفاضلية خطية غتَ نظامية بأمثاؿ ثابتة في الدالتتُ المجهولتتُ  ورتبة ىذه  ,

 .، لأف الدعادلة الأولى من الرتبة الثالثة والدعادلة الثانية من الرتبة الرابعة   الجملة 
دالة لرهولة، تشبو طريقة حل الجملة الجبرية   معادلة تفاضلية في   إف طريقة حل بصلة 

وقاعدة  لدعينات إذ نستخدـ ا. الخطية التي يتساوى فيها عدد الدعادلات مع عدد المجاىيل
 .معادلة تفاضلية خطية برتوي كل منها على دالة لرهولة واحدة كرامر للحصوؿ على

 .نوضح ىذه الطريقة في حالة بصلة تفاضلية غتَ نظامية مؤلفة من معادلتتُ
(23)    )}()()(,)()()({ 222111 xFzDgyDfxFzDgyDf  

2121حيث إف  ,,, ggff  ذات أمثاؿ ثابتة  حدوديات في. 
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)(0حل وحيد، إذا كاف معتُ ىذه الجملة ( 23)يكوف للجملة   D: 

0
)()(

)()(
)(

22

11


DgDf

DgDf
D

 
من الدرجة   كما تنشر الدعينات العددية، وىو لؽثل حدودية في   D)(ويتم نشر الدعتُ

mrحيث    0. 
 

)(0إذا كانت  (:قبل دوف إثباتت) :ةمبرىن  D فإف العدد الكلي للثوابت الاختيارية ،
 . مساو  لدرجة الدعتُ كحدودية في ( 23)الدستقلة في الحل العاـ للجملة 

)(0وف ، عندما يكوفي الحالة الخاصة  D حل أو من ( 23)، لؽكن ألا يكوف للجملة
 .الدمكن أف يكوف لذا حلولًا بروي أي عدد من الثوابت الدستقلة

حسب كرامر، من حل كل من الدعادلتتُ التفاضليتتُ الخطيتتُ ( 23)يعطى حل الجملة 
 . بأمثاؿ ثابتة، من الدرتبة 

(24)                     zy zDyD  )(,)( 
 :حيث

)()(

)()(
,

)()(

)()(

22

11

22

11

xFDf

xFDf
z

DgxF

DgxF
y 

 
 . وفق عناصر العمود الحاوي على تركيب في  yو z على نشر الدعينتُ لضرص

، فيكوف عدد  ىو ( 24)إف عدد الثوابت الاختيارية في الحل العاـ لكل من الدعادلتتُ 
لغب أف لػقق ( 24)غتَ أف الحل العاـ لكل من الدعادلتتُ .   الثوابت الاختيارية الكلي 

، بحيث لؽكن بزفيض   بط بتُ الثوابت التي عددىا أي توجد علاقات تر ( 23)الجملة 
لكل من  العلاقات بتُ الثوابت الاختيارية، نعوض الحل العاـ، لإلغاد  عدد الثوابت إلى 

فنحصل على علاقات الارتباط ولضصل في  ( 23)في معادلات الجملة  ( 24)الدعادلتتُ 
من خلاؿ تعويض الحل العاـ  كثتَ من الدسائل على العلاقات بتُ الثوابت الاختيارية

 (. 23)في معادلة واحدة فقط من معادلات الجملة ( 24)للمعادلتتُ 
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)(0 إذا كاف  D  ُوكاف أحد الدعينت   أو  لؽكن أف  عل الأقل، لسالفاً للصفر فلا
 (.23)وعليو، لا يوجد حل للجملة ( 24)تتحقق الدعادلات 

)(0أما إذا كاف   D  وكاف الدعيناف  و   مطابقتُ للصفر، فإف معادلات الجملة
 .أي أف الحل لػوي عدد من الثوابت الدستقلة ولن ندرس ىذه الحالة مرتبطة،( 23)
 

  :أوجد  الحل العاـ للجملة :1-5-5مثال
}"",1'{ xzyyzzyzy  

 :نكتب الجملة كما يلي: الحل
 xzDyDzDyD  )1()1(,1)1()1( 22 

 :إف معتُ ىذه الجملة ىو

)1(
11

11
)( 22

2

2





 DD

DD

DD
D

 
)(0لدا كاف   D الدستقلة أربعة، ارية فإف للجملة حل وحيد، وعدد الثوابت الاختي

 :من الدعادلات( 24)، حسب العلاقات ويعطى الحل

xD

D
zD

Dx

D
yD

1

11
)(,

1

11
)(

2

2










 
 :أو

          xyDD  )1( 22 
           )1()1( 22  xzDD 

 :إف الحل العاـ، لكل من ىاتتُ الدعادلتتُ ىو

6

2

4321

x
eaeaxaay xx   

62

32

4321

xx
ebebxbbz xx   

4141حيث  ,...,,,..., bbaa ثوابت اختيارية. 
 :وللحصوؿ على العلاقة بتُ الثوابت والاختيارية ىذه، نعوض في الجملة الأصلية، فنجد
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02)()1( 422112  xebxbabab 
02)()()1( 43322121  xx ebebaxbabaa 

 :ومنو، لصد. ىاتاف الدطابقتاف، إذا كانت الدعاملات بصيعها أصفاراً وتتحقق 
0,,,)1( 43322211  bababaab 

 :ويكوف الحل العاـ للجملة الدعطاة ىو

6

2

4321

x
eaeaxaay xx  

 

62
)1(

32

3221

xx
eaxaaaz x 

 
4321حيث  ,,, aaaa ثوابت اختيارية مستقلة. 

 

، مباشرة بعد     للمعادلة   كاف من الدمكن الحصوؿ على الحل العاـ : محلوظة
، في الدعادلة الثانية  ، وذلك بأف نعوض قيمة    للمعادلة   الحصوؿ على الحل العاـ 

وىي .     ، وىذه الدالة ىي الحل العاـ للمعادلة  من معادلات الجملة، فنحصل على 
4321بروي الثوابت الاختيارية الدستقلة  ,,, aaaa بذنبنا ىذه الطريقة، البحث عن ،

4141العلاقات بتُ الثوابت الاختيارية الدرتبطة  ,...,..., bbaa. 

 :تطبيق على جمل المعادلات التفاضلية في دراسة الاىتزازات الكهربائية 3.2
لتكن لدينا دارتاف موصولتاف مغناطيسياً، أي أف التيار الدار بإحدى ىاتتُ الدارتتُ، يولد 

21فإذا كانت . حقلًا مغناطيسياً، لػرض في الدارة الثانية قوة لزركة كهربائية , II  شدتي
تكوف القوة المحركة الكهربائية في الدارة الأولى التيار في الدارتتُ، عندئذ 

dt

dI
M ، وفي 2

الدارة الثانية 
dt

dI
M منبع  نفرض عدـ وجود أي. ثابت التحريض الدتبادؿ  ، حيث إف 1

 :، عندئذ يكوفكهربائي في أي من الدارتتُ
(25  )            0

2

2

2

1

11
12

1

2

1 
dt

Id
M

C

I

dt

dI
R

dt

Id
L 
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(26 )            0
1

2

1

2

2

22
22

2

2

2 
dt

Id
M

Cdt

dI
R

dt

Id
L 

111حيث إف  ,, LRC ،بالتًتيب عامل التحريض الذاتي للدارة الأولى ومقاومتها وسعتها 
222و ,, LRC بالتًتيب عامل التحريض الذاتي للدارة الثانية ومقاومتها وسعتها. 

لضل ىاتتُ الدعادلتتُ، بطريقة الحذؼ، لضسب 
2

2

2

dt

Id  ونعوض الناتج في ( 26)من
 .فنحصل على الدعادلة التفاضلية( 25)

0)( 2

2

2
21

1

21
122

1

2
2

21  I
C

M

dt

dI
MRI

C

L

dt

dI
RL

dt

Id
MLL

 
ػ نشتق ىذه الدعادلة ونبدؿ ب

2

2

2

dt

Id
M العبارة: 

(27  )             
1

11
12

1

2

12

2

2

C

I

dt

dI
R

dt

Id
L

dt

Id
M  

 :فنجد( 25)التي لضصل عليها من 


2

1

2

12213

1

2
2

21 )()(
dt

Id
RLRL

dt

Id
MLL

 
02

2

1

1

21
21

1

2 









dt

dI

C

M
I

C

R

dt

dI
RR

C

L

 
نشتق ىذه العادلة ثانية، ونبدؿ 

2

1

2

dt

Id
M  فنحصل على الدعادلة( 27)من العبارة: 


3

1

3

12214

1

4
2

21 )()(
dt

Id
RLRL

dt

Id
MLL 

0
21

111

1

2

2

1

2

1

2

21

1

2

2

1 


















CC

I

dt

dI

dt

dI

C

R

C

R

dt

Id
RR

C

L

C

L

 
ومتغتَىا    وىي معادلة تفاضلية عادية من الدرتبة الرابعة بأمثاؿ ثابتة، تابعها المجهوؿ 

 (28) :معادلتها الدميزة.  الدستقل 
0)(2)4()(2)1( 2

2

2

1

2

12

2

21

2

21

2

2

2

1

3

21

42  k

 :حيث رمزنا اختصاراً 

2

2
2

1

1
1

22

2

11

1

21
2

,
2

,
1

,
1

,
L

R

L

R

CLCLLL

M
k  
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 :كما يلي( 28)ولؽكن كتابة الدعادلة 
(29)          0)2()2( 422

22

22

11

2   k 
في الدعادلتتُ  0Mوفي الحالة التي لا يوجد فيها وصل مغناطيسي بتُ الدارتتُ، يكوف 

، تعيناف لنا كيف يتم تفريغ الشحنة ولضصل على معادلتتُ منفصلتتُ( 26)و( 25)
 :الكهربائية

(32       )02,02 2

2

2
2

22

2

2

1

2

1
1

12

1

2

 I
dt

dI

dt

Id
I

dt

dI

dt

Id
 

الدارتاف اىتزازيتتُ، أي يكوف للمعادلتتُ الدميزتتُ الدوافقتتُ للمعادلتتُ  ،وف، عادةً وتك
(32:) 

02,02 2

22

22

11

2   
02 :حلوؿ عقدية، أي أف

1

2

1  02و

2

2

2 ، إذف: 

111

1 1

2 CLL

R
  و

222

2 1

2 CLL

R
 

 :أو

1

11

2 c

LR
   و

2

22

2 c

LR
 

 .، زوجتُ من الجذور العقدية الدتًافقة   تعطينا، من أجل ( 29)فالدعادلة 
، زوجتُ من الجذور (29)صغتَة، وىو ما لػدث عملياً فإف للمعادلة   أما إذا كانت 

inmibالعقدية الدتًافقة   2,14,3 ,  بأجزاء حقيقية سالبة. 
 :كما يلي    وتعطى 

)sincos()sincos( 43211 ntcntcebtcbtceI mtt  

 
، فنحصل على حل يشبو (25)ىذه، في الدعادلة    ، نعوض قيمة   وللحصوؿ على 

 .الحل السابق بثوابت جديدة
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021علنا أما إذا ألعلنا الدقاومات، أي إذا ج ،  وفرضنا إضافة إلى ذلك، أف
الدارتتُ مضبوطتاف على التواتر نفسو، أي   ( 29)، عندئذ تكتب الدعادلة 21

 :كما يلي

k
k




1
02)1(

2
242242 
 

 :وعليو، فإف

k

i

k

i







1
,

1
4,32,1







 
، أي إذا افتًضنا وجود وصل ور التخيلية الصرفة ذو شكل مثلثيوالحل الدوافق لذذه الجذ

، اىتزازات يرتبط تواترلعا بالتواتر الدشتًؾ مغناطيسي لدارتتُ متفقتتُ بالتواتر، ينشأ عندئذ  
:للوصل الدغناطيسي وفق العلاقتتُ  للدارتتُ وبثابت   

kk 





1
",

1
'





. 
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 (2)محلولة  غير تمارين
 :أوجد الحل العاـ لكل من الجمل التفاضلية التالية -1

}',','{,}','{
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yuuuzzuyazyzzayy
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}',','{ 22 uyuzyzuzy  

 

 :أوجد الحل العاـ للجمل التفاضلية -2

)()()(
,

2 yxz

dz

xzy

dy

zyx

dx

z

dz

y

dy

yz

dx
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dz
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 :الجمل التفاضليةأوجد الحل لعاـ لكل من  -3

}2',2',22'{

}',3',4'{

}',23'{

}',3'{

}4',25'{

uyzuuyzzuyy

uyuuzyzzyy

zyzzyy

zyzzyy

zyzzyy











 
 

 (:بطريقة برويل الثوابت)أوجد الحل العاـ لكل من الجمل التفاضلية التالية  -4

}423',2'{

}623',2'{

}74242',2'{

2

22

22

xx
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ezyzezyy

ezyzezyy

xxzyzxxzyy
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}2sin52cos823',2cos4'{

}sin2',cos42'{

xxzyzxzyy

xzyzxzyy



 
 

 :أوجد الحل العاـ لكل من الجمل التالية -5
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}0)16(6,06)16{( 22  zDDyDzyD 
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21)64()43()3(
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})1()1(,1)1()1{( 22 xzDyDzDyD  

}2','{ xezyzxzyy  
})1(2,)1{( xezDyxzyD  

}2)1(2,5)1{( 2 xezDyezyD xx  
0)1(,)1{( 22  zDDyeDzyD x 
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 الفصل السادس

 المعادلات التفاضلية الجزئية. 3

 :تعاريف ومفاىيم أولية 1.3
 نسمي معادلة تفاضلية جزئية، كل معادلة برتوي على دالة لرهولة بعدة متغتَات مستقلة،

 .وعلى الدشتقات الجزئية لذذه الدالة، بالنسبة إلى متغتَاتها الدستقلة
 .ونقوؿ عنها إنها خطية، إذا كانت من الدرجة الأولى في الدالة ومشتقاتها الجزئية

ة ودرجة الدعادلة التفاضلية الجزئية، كما عرفناىا من أجل الدعادلة التفاضلية وتعرؼ رتب
 .العادية سابقاً 

إف حل الدعادلة التفاضلية الجزئية ىو دالة لذا تلك الدشتقات الجزئية التي تظهر في الدعادلة، 
 .والتي برولذا إلى مطابقة بعد التعويض

فإف حلها      إذا حوت الدعادلة التفاضلية الجزئية الدالة المجهولة في الدتغتَين الدستقلتُ 
لياً ، ويسمى ىذا السطح سطحاً تكام    يقابل سطحاً في الفراغ          

، وعليو فإف الدعادلة التفاضلية الجزئية ليست إلا تعبتَاً عن صفة للمعادلة التفاضلية الجزئية
 .ندسية معينة يتمتع بها ىذا السطح التكامليى
 

22تعد الدالة : 1-1-6 مثال yxz   حلًا للمعادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة
0: الأولى










x

z
y

y

z
x،  و  مهما تكن  . 

كما أف كل الدواؿ من .    ولؽثل ىذا الحل ىندسياً، لرسم قطع مكافئ دوراني لزوره 
)(النمط  22 yxFz   تعُد حلولًا للمفاضلة باستمرارأي دالة قابلة   حيث إف ،

للمعادلة التفاضلية الجزئية الدعطاة، وىي بسثل، ىندسياً، لرموعة سطوح متناظرة لزورياً، 
 .  لزورىا 
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0: إف حل الدعادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة الأولى :2-1-6 مثال
),(






y

yxz 

،  ، وذلك بدكاملة الدعادلة التفاضلية الجزئية مباشرة، بالنسبة إلى       ىو الدالة 
، عند مكاملة  معادلة وىو يقابل الثابت الاختياري،  دالة اختيارية في      حيث إف 

، والتي مولداتها     ولؽثل، ىندسياً، بصيع الاسطوانات، في الفراغ . تفاضلية عادية
 .  توازي المحور 

 

: لؽكن أف تكتب الدعادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة الثانية :3-1-6 مثال

1
),(2






yx

yxz 1:  كما يلي
),(

















y

yxz

x
. 

 :، لصد وبالدكاملة، أولًا، بالنسبة إلى : الحل
)(

),(
yfx

y

yxz






 
 . دالة اختيارية  في  yf)(حيث إف 

 :، فنحصل على حل الدعادلة الدعطاة نكامل الآف، بالنسبة إلى 
)()( xgdyyfxyz   

 . دالة اختيارية في      حيث 
وىكذا، نلاحظ أف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة الأولى لػوي دالة 
اختيارية واحدة، والحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة الثانية لػوي دالتتُ 

 .اختياريتتُ
اختيارية دالة   ، لػوي  وعموماً، فإف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة 
 .وليس فقط ثوابت اختيارية، كما في الدعادلات التفاضلية العادية

نقدـ، الآف، بعض الألظاط الخاصة لدعادلات تفاضلية جزئية تكامل مباشرة مع الإشارة إلى 
 :عادلات التفاضلية الجزئية الخطيةننا سنقتصر في دراستنا، لاحقاً، على نوعتُ من الدإ

لة خاصة، معادلة لاغرانج، لجزئية الخطية من الرتبة الأولى، وكحاالدعادلات التفاضلية ا -
 .الخطية
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الدعادلات التفاضلية الجزئية الخطية من رتب عليا بدالة لدتغتَين مستقلتُ وذات أمثاؿ  -
 .ثابتة

 :معادلات تفاضلية جزئية تكامل مباشرة 1.3

: أوجد الحل العاـ للمعادلة: 1-2-6 مثال
x

z

x

z









2

2

),(حيث   yxzz . 

1: نكتب الدعادلة كما يلي: الحل
/

/ 22






xz

xz  لصد  وبالدكاملة بالنسبة إلى: 
xeyf

x

z
yx

x

z
)()(ln 

















 

 :، فنحصل على الحل العاـ للمعادلة الدعطاة نكامل ثانيةً بالنسبة 
)()( ygeyfz x  

 . دالتاف اختياريتاف في  yg)(وyf)(حيث إف 
 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة التالية :2-2-6 مثال
),(;)sin()cos(

2

yxzzyxyyx
x

z

yx

z
y 










 
])cos[(:       نكتب الدعادلة كما يلي: الحل yxy

yx

z
y

y




















 

)cos()(:       ، لصد وبالدكاملة بالنسبة إلى  xfyxy
x

z
y 


 
 :، فنجد ، ونكامل بالنسبة إلى  نقسم الطرفتُ على 

)(
)(

)sin()()(
1

)sin( yg
y

xF
yxzygdxxf

y
yxz   

 .دالتاف اختياريتاف     و     حيث إف 
 

 :3-2-6مثال

06:أوجد الحل العاـ للمعادلة 2

2

2

2
2

2

2


























yy

x

z

x

z حيث ،),( yxzz  
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023 :نكتب الدعادلة كما يلي:  الحل
2

2

2

2



























y

x

z
y

x

z 

02إما، : ومنو
2

2





y

x

z2)()(: ، وحلها العاـ ygyfxyxz . 

03 أو، 
2

2





y

x

zوحلها العاـ ، :)()(
2

3 2 ygyfxyxz . 
، ولؽكن أف اجتماع لرموعتي الحلوؿ السابقتتُ، ىو كوف الحل العاـ للمعادلة الدعطاةوي

 :نكتبو كما يلي
0)()(

2

3
])()([ 22 








 ygyfxyxygyfxx 

 .دالتاف اختياريتاف     و yf)(حيث إف 
 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة :4-2-6مثال
 

),(;1265 32

2

2

yxzzyzy
x

z
y

x

z









 
وسيطاً في الدعادلة، فتصبح معادلة تفاضلية عادية من الرتبة   نفرض، مؤقتاً، : الحل

065: معادلتها الدميزة  ومتغتَىا الدستقل   الثانية دالتها المجهولة  22  yy 
 :، فالحل العاـ للمعادلة بدوف طرؼ ثاف  ىوy3و y2 :وجذورىا

xyxy

c eygeyfz 23 )()(  
yz، وليكن اص للمعادلة مع طرؼ ثاف  خ، على حل ولضصل بسهولة p 2.  وعليو، فإف

 :العاـ للمعادلة الدعطاة ىوالحل 
yeygeyfzzz xyxy

cp 2)()( 23  
 :المعادلات التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الأولى 1.3

 :ىي الدعادلات كما يلي
...),....,,,(),,...,,(

2

212

1

211 









x

z
zxxxF

x

z
zxxxF nn
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(1)           ),....,,,(),,...,,( 2121 zxxxR
x

z
zxxxF n

n

nn 



 

nxxx: دالة لرهولة، في الدتغتَات الدستقلة  حيث إف  ....,,, RFFF، و21 n ,....,,, 21 
 .دواؿ معطاة

),,,....,(0إذا كاف  21 zxxxR n  وكانت الدواؿnFFF ....,,,  ، لا بروي الدالة  21
خطية تكوف ة التفاضلية الجزئية الخطية متجانسة، وفيما عدا ذلك فإننا نقوؿ إف الدعادل

 .غتَ متجانسة

 :مسألة كوشي 1.1.3
تعُد مسألة كوشي، أي مسألة إلغاد حل لػقق شروط ابتدائية مفروضة، من أىم الدسائل 
الددروسة في الفصوؿ السابقة، من أجل الدعادلات التفاضلية العادية، وىي كذلك من 

، إلغاد من (1)وتعتٍ مسألة كوشي، بالنسبة إلى الدعادلة . أجل الدعادلات التفاضلية الجزئية
),,,....(عادلة، الحل بتُ بصيع حلوؿ الد 21 nxxxfz  المحقق للشرط الابتدائي: 

nnn xxxxxz 0121 );....,,,(   
 .دالة مُعطاة قابلة للمفاضلة باستمرار بالنسبة إلى بصيع متغتَاتها حيث إف 

 :وفي الحالة الخاصة، معادلة لاغرانج الخطية، أي الدعادلة
(2)          ),,(),,(),,( zyxR

y

z
zyxQ

x

z
zyxP 








 

),(إف مسألة كوشي تعتٍ إلغاد الحل  yxfz  المحقق للشرط الابتدائي. 
0;)( xxyz  

 :المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية من الرتبة الأولى حلمبرىنة  1.1.3
، دالة اختيارية ، حيث (5)، ىو الدالة (2)إف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية 

: في الدالتتُ
 

و 
 

 :القابلة للمفاضلة باستمرار، وحيث إف 

1122 ),,(,),,( czyxczyx   
 (.3)تكاملاف أولياف مستقلاف، للجملة التفاضلية الدميزة 
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 (.2)للسهولة، بدعادلة لاغرانج الخطية ، أنبد
),(ليكن  yxfz   في الفراغ ( 2)سطحاً تكاملياً، للمعادلة التفاضلية الجزئية    . 

عندئذ تكوف أمثاؿ توجيو الناظم على ىذا السطح ىي 
















1,,

y

z

x

z
n.  ،ٍوىذا يعت

),,(عمودياً على متجو معتُ  nف الناظم إ( 2)من الدعادلة  RQPF  لأنو لُؽكن ،
.0، كما يلي اً يكتابتها متجه Fn.  أي أف الدتجوF  يقع في الدستوي الدماس عند كل

),,(لتكن . نقطة من السطح التكاملي zyxM  نقطة على السطح التكاملي
),( yxfz   تتحرؾ دائماً بابذاه الدتجوF ًتعُطى معادلتو من ، فهي ترسم منحنيا ،

),,(علاقة الارتباط الخطي بتُ الدتجو  dzdydx  لذذا   المحموؿ على الدماس في النقطة
 :وىي F، والدتجو الدنحتٍ

(3)                              
R

dz

Q

dy

P

dx
 

إذاً، فالدنحتٍ الناتج ليس إلا منحنياً تكاملياً لجملة الدعادلات التفاضلية العادية ىذه، والتي 
وحيد التعيتُ، فإف ىذا  Fولدا كاف الدتجو(. 2)نسميها الجملة التفاضلية الدميزة للمعادلة 

يقع، دوماً، في الدستوي  Fولدا كاف الدتجو. وحيد  نقطة الدنحتٍ التكاملي الدار بال
، أي أف ىذا و يبقى أثناء الحركة ملازـ للسطحالدماس عند كل نقطة من السطح، فإن

),(الدنحتٍ التكاملي يقع على السطح الدمثل بالدعادلة  yxfz  أف كل سطح  أي
ملة التفاضلية العادية يتولد بدنحنيات تكاملية للج( 2)تكاملي للمعادلة التفاضلية الجزئية 

),(وبالعكس، فإذا كاف السطح (.3) yxfz   يتولد بدنحنيات تكاملية للجملة

، فإف الناظم على ىذا السطح، أي الدتجو (3)التفاضلية العادية 
















1,,

y

z

x

z
n 

، Fعمودياً على  الدماس للمنحتٍ الدولد بتلك النقطة، والذي أمثاؿ توجيهو ىو الدتجو 
.0أي أف  Fn العلاقةونعبر عن ذلك، برليلياً، ب: 

0








R

y

z
Q

x

z
P 
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، وىذا يعتٍ، أف السطح (2)أي أف ىذا الشرط ىو الدعادلة التفاضلية الجزئية 
),( yxfz   (.2)ىو سطح تكاملي للمعادلة 

يولد بدنحنيات ( 2)وبذا نكوف قد برىنا، أف أي سطح تكاملي للمعادلة التفاضلية الجزئية 
 .(3)تكاملية للجملة التفاضلية العادية 

، الجملة (2)، للمعادلة التفاضلية الجزئية (3)التفاضلية العادية نسمي الجملة :وبالعكس 
 .التفاضلية الدميزة

 :نفرض أف بصلة الدعادلتتُ
(4   )                  2211 ),,(,),,( czyxczyx   

عندئذ ، فإف أي منحتٍ لا ينتمي إلى ىذه الجملة، (. 3)بسثل الدنحنيات التكاملية للجملة 
 :يتعتُ بتقاطع السطحتُيقع على سطح مولد بدنحنيات من ىذه الجملة، 

0),,(,0),,(  zyxgzyxf 
  و  ويتعتُ شرط التقاطع ىذا من حذؼ . وىو يقطع، حتماً، الدنحتٍ الدولد للسطح

 :بتُ الدعادلات الأربع  و
0),,(,0),,(,),,(,),,( 2211  zyxgzyxfczyxczyx  

 :ويصبح ىذا الشرط كما يلي
0),( 21  cc 

 :ولػقق الشرط السابق، ىي كما يلي( 4)وعليو، فإف معادلة السطح الدولد بالدنحنيات 
(5)                                0),( 21   

 .و الدطلوبوى
 :ىو الدالة( 1)إف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية : تعميم

0),....,,( 21  n 
nدالة اختيارية، في الدواؿ  حيث إف  ,....,, ، وحيث قابلة للمفاضلة باستمرار 21

 :إف
nnnn czxxxczxxx  ),,...,,(....,,),....,,( 211211  
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 :تكاملات أولية للجملة التفاضلية الدميزة

R

dz

F

dx

F

dx

F

dx

n

n  ....
2

2

1

1

 
 

 :للمعادلة التفاضلية الجزئيةأوجد حلاً عاماً : 1-3-6مثال
),(;)( 2 yxzzz

y

z
xy

x

z
x 










 
2,4: ومن ثم أوجد حلًا خاصاً لزققاً للشرط الابتدائي  xyz 

 :نكتب الجملة التفاضلية الدميزة للمعادلة الدعطاة: الحل

z

dz

yx

dy

x

dx





2 
 :ولإلغاد حلولذا الدستقلة، نكامل، أولًا النسبتتُ الأولى والثانية، فنجد

x

xy
c

x

xy
xcxy

2

11

2

1 )(





 
 

 :النسبة الأولى والثالثة فنجدولإلغاد تكامل أولي آخر، نكامل . وىو تكامل أولي

x

z
c

x

z
 22 

 
 :ويكوف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية الدعطاة ىو








 








 


x

xy
fxz

x

z

x

xy 22

0, 

دالة اختيارية في   حيث إف 
x

xy 2. 
 :نوجد الآف، الحل الدقابل للشرط الابتدائي الدعطى، أي السطح التكاملي الدار بالدنحتٍ

}2,4{:  xyz 
نعوض في التكاملتُ 

 
و 

 :فنجد  
}2,42{

2
,

2

4
2121  












 zy
zy

 
، في الشرط الابتدائي للحصوؿ على علاقة ارتباط بتُ  و  نعوض قيم 

 
و 

 
: ، فنجد

21   
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 ، نعوض قيمة التكاملتُ الأوليتُوللحصوؿ على السطح التكاملي الدار بالدنحتٍ 


 
و 

 
 :، فنجد علاقة الارتباط، في

2xyz  
 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة: 2-3-6مثال
zyx

z

u
uyx

y

u
uzx

x

u
uyz 














 )()()(

 
),,(: حيث zyxuu . 
 :الدميزةنكتب الجملة التفاضلية : الحل

zyx

du

uyx

dz

uzx

dy

uzy

dx










 
، نطرح النسب من النسبة الأولى، كل  على حدى ومن ثم نطرح النسبة ولحل ىذه الجملة

الرابعة من النسبة الثالثة، وأختَاً، لصعل كل ذلك مساوياً لمجموع ىذه النسب مع بعضها 
 :البعض، أي

zu

dudz

xu

dudx

xz

dzdx

xy

dydx

uzyx

dudzdydx

























)(2 
مستقلة  باستخداـ النسبة الأولى مع كل النسب الباقية، لضصل على أربعة تكاملات أولية 

 :خطياً 
1

2)()( cxyuzyx  
2

2)()( cxzuzyx  
3

2)()( cxuuzyx  
4

2)()( czuuzyx  
 :وعليو، فإف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الجزئية الدعطاة ىو

0),,,( 4321  cccc 
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المعادلات التفاضلية الجزئية الخطية من مراتب عليا بدالة لمتغيرين مستقلين  1.3
 :ذات أمثال ثابتة

نرمز بػ 
x

Dx



 و

y
Dy




وندرس الدعادلة ،: 

(6)                         ),(),( yxfDDL yx  
),(حيث إف  yx DDL وبأمثاؿ   و   ، في  ضلي متجانس، من الدرجة مؤثر تفا ،
 :ثابتة، أي

n

yny

n

xy

n

x

n

xyx DaDDaDDaDDDL   ....),( 22

2

1

1 
naaaو  ,...,  .ثوابت عددية 21

),(من الواضح أف  yx DDL  وكاف   و  دالتاف في   و  مؤثر خطي، أي أنو إذا كانت
 :، فإفعددين  و  

hDDLgDDLhgDDL yxyxyx ),(),()(),(   
1),(ومنو إذا كاف  yxz 2),(و yxz  0حلتُ للمعادلة الدتجانسةLz 01 :أي أف Lz 

02و Lz الحلتُ، ىو حل لذا أيضاً، لأف، فإف كل تركيب خطي في ىذين: 
0),(),()(),( 2121  zDDLzDDLzzDDL yxyxyx  
),(وإذا كاف  yxz p  أي كاف (6)حلًا خاصاً للمعادلة ،),( yxfLzp  وأجرينا ،

cpالتحويل  zzz   لوجدنا( 6)في الدعادلة: 
),()(),()( yxfLzLzzzDDLzDDL cpcpyxyx  

)(0وعليو فإف  cyx zDDLأي أف ، cz  ،ىو حل للمعادلة التفاضلية الدتجانسة الدوافقة
، أي للمعادلة  .بدوف طرؼ ثاف 

(7   )                         0),( zDDL yx 
عبارة عن لرموع  ( 6)وعليو، فإف الحل العاـ للمعادلة التفاضلية الخطية غتَ الدتجانسة 

، ويُسمى الدالة الدكمّلة (7)، الحل العاـ للمعادلة الدتجانسة الدوافقة czحلتُ الأوؿ 
 :أي(. 6)حل خاص للمعادلة غتَ الدتجانسة  pzوالثاني 
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cp zzz  
 :لمتجانسة بأمثال ثابتةالمعادلات التفاضلية الجزئية الخطية ا 1.1.3

 :، كما يلي(7)بفرض أنو لؽكن أف نكتب الدعادلة 
(8)             0))....()(( 21  zDDDDDD ynxyxyx  

 :واضح أف حل أي من الدعادلات
nizDD yix ,...,2,1;0)(  

 :لذا نبدأ بهذا النوع من الدعادلات، أي(. 8)ىو حل للمعادلة 
(9       )                  0)(  zDD yx  

 :وتكوف الجملة التفاضلية الدميزة لذا
0,

1



 dz

dydx


 

12: والتكاملتُ الأوليتُ الدستقلتُ لذذه الجملة لعا , czcxy   والحل العاـ
 :ىو( 9)للمعادلة 

)(0),( xyzxyz   
 .   دالة اختيارية في  حيث إف 

)(التي بذعل الدالة  ،فإننا سنبحث عن قيم  وىكذا، xyz  حلًا للمعادلة
(8.) 

xytلنضع    ونعوض)(tz   فنجد(8)في الدعادلة ،: 
0)....( 1

1

1 






nn

nn

n

n

aaa
dt

d


 
)(وىذا يعتٍ، أنو لكي تكوف الدالة  xyz  يلزـ ويكفي أف (7)حلًا للمعادلة ،

 :جذراً للمعادلة الدميزة يكوف 
(12)                 0.... 1

1

1  



nn

nn aaa  
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),(0التي تنتج من الدعادلة  yx DDL ثم استخداـ الرمز   ، بتقسيم طرفيها على ،


y

x

D

D ُولظيز الحالتت: 
 

 :(غتَ مكررة)بصيع جذور الدعادلة الدميزة بسيطة  -1
nلتكن ىذه الجذور ىي  ,...,, )(وعليو، فإف الدواؿ  21 xyz iii  حيث ،

ni ,....,2,1 ويكوف الحل العاـ لذا ىو(8)، ىي حلوؿ للمعادلة ،: 
)(...)()( 2211 xyxyxyz nn   

 

 :جذور الدعادلة الدميزة مكررة( كل أو)بعض  -2
 :لنبدأ بالدعادلة

(11       )                   0)( 2  zDD yx  
zDDtنفرض  yx )(  فتكتب ىذه الدعادلة كما يلي: 

0)(  tDD yx  
1)(والحل العاـ لذا ىو  xyt   لصد،  وبالتعويض في عبارة: 

)()( 1 xyzDD yx   
 :وىي معادلة لاغرانج الخطية، الجملة التفاضلية الدميزة لذا

)(1 1 xy

dzdydx

 





 
1cxy، لصد تكامل أوؿ من النسبتتُ الأولى والثانية  . نعوض الناتج في النسبة

211الثالثة، فنجد من ىذه النسبة والنسبة الأولى، التكامل الأولي  )( ccxz   ويكوف
 (:11)الحل العاـ للمعادلة 

)()( 21 xyxyxz   
 .   دالتاف اختياريتاف في   و   حيث إف 

 :وبتكرار المحاكمة السابقة من أجل الدعادلة
2;0)(  kzDD k

yx  
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 :لصد أف الحل العاـ لذا ىو
kk

kk xxxz  



12

2

1

1 ... 
nحيث إف  ,...,, xyدواؿ اختيارية في   21 . 

  مرة، وكاف ىناؾ   ، مكرراً جذراً ( 12)ينتج، لشا سبق، أنو إذا  كاف للمعادلة الدميزة 
 :تكتب كما يلي، (8)جذراً بسيطاً لذا، فإف الدعادلة 

0)().....()( 1  zDDDDDD yrxyx

k

yx  
 :وحلها العاـ ىو

)(...)()()(

)(...)()(

2211

12

2

1

1

xyGxyGxyGxy

xyxxyxxyxz

rrk

k

kk







 



 

rkحيث إف  GGG .....,,,,,..., 2121  دواؿ اختيارية. 

 :المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية غير المتجانسة بأمثال ثابتة 1.1.3
 (.6)نبحث الآف في إلغاد حل خاص للمعادلة غتَ الدتجانسة 

),(حلًا خاصاً لذا، أي أف  pzإذا كاف  yxfLzp فإننا نكتب ذلك كما يلي ،: 
),(),(),(

),(

1 1 yxfDDLyxf
DDL

z yx

yx

p

 

1),(ع الدؤثر التفاضلي الدعاكس ولؽكن التعامل م

yx DDL كما تم التعامل معو في ،
1),(إذ لؽكن برليل الدؤثر . الدعادلات التفاضلية العادية

yx DDL   إلى عوامل أو تفريقو إلى
 .الخ... كسور أولية، أو نشرة في متسلسلة قوى منتهية 

 :كما يلي   فإذا أمكن برليل الدؤثر 
)()...()(),( 21 ynxyxyxyx DDDDDDDDL   

 :القيمة ، يعتٍ إلغاد(6)فإف إلغاد حل خاص للمعادلة 
),(

)(...)()(

1

21

yxf
DDDDDD

z
ynxyxyx

p
 



 
 :، إلى إلغاد القيمةpzوبذا، تؤوؿ مسألة إلغاد الحل الخاص 
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),(
)(

1
yxf

DD
z

yx 
 

)(),(أي إلغاد حل خاص للمعادلة  yxfzDD yx  وىي معادلة لاغرانج ،
1cxyنستفيد من التكامل الأولي . الخطية   للجملة التفاضلية الدميزة لذا: 

),(1 yxf

dzdydx






 

 :، من النسبتتُ الأولى والثالثة في إلغاد عبارة 
dxxcxfz ),( 1   

 .ىنا، لأننا نبحث عن حل خاصمع إلعاؿ ثابت الدكاملة، 
 :وعليو، لؽكن أف نأخذ دائماً  .    بػ    وبعد إجراء الدكاملة نستبدؿ 

(12)           


 dxxcxfyxf
DD

z
yx

),(),(
)(

1



 

 . ولؽكن إعادة ىذه العملية مرة تلو الأخرى. بقيمتها بعد الدكاملة  على أف نستبدؿ 
 

 :د الحل العاـ للمعادلة التفاضليةأوج :1-4-6مثال
),(;234

2

22

2

2

yxzzyx
y

z

yx

z

x

z
















 
 :ىذه الدعادلة كما يلينكتب : الحل
yxzDDDDyxzDDDD yxyxyyxx 2)3()(2)34( 22  

وىي بسيطة فإف الحل العاـ  1و 3: لدا كانت جذور الدعادلة الدميزة الدوافقة ىي
 :للمعادلة الدتجانسة الدوافقة ىو
)3()( 21 yxyxzc  

 .دالتاف اختياريتاف  و  حيث إف 
 :ولصد الحل الخاص للمعادلة الدعطاة من العلاقة


















 )2(

)(

1

)3(

1
)2(

)()3(

1
yx

DDDD
yx

DDDD
z

yxyxyxyx

p  

 :  نوجد، أولاً 
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)2(
)(

1
1 yx

DD
z

yx






 
 :، لصد(12)من العلاقة 

xyxcx
x

dxxcxz 2
2

3
2

2
)](2[ 2

2

1   
 :، من العلاقةpzومنو، أصبح من الدمكن إلغاد حل خاص 












 xyx

DD
z

yx

p 2
2

3

)3(

1 2

 
 :، مرة أخرى، لصد(12)وحسب 

yxxcxxdxxcxxz p

23232 3
2

1

2

3
)3(2

2

3









  

 :ويكوف الحل العاـ للمعادلة الدعطاة
)3()(3

2

1
21

23 yxyxyxxzzz ep 
 

 

 :أوجد الحل العاـ للمعادلة :2-4-6مثال
),(;sincos2)( 2 yxzzyxyzDD yx  

لدا كاف للمعادلة الدميزة الدوافقة جذر : الحل ، فإف    مكرر مرتتُ، أي     
، يعُطى بالعلاقةالحل العاـ للمعادلة   :الدتجانسة، بدوف طرؼ  ثاف 

)()( 21 xyxyxzc  
 .دالتاف اختياريتاف  و  حيث إف 

 :ولصد الحل الخاص للمعادلة الدعطاة من العلاقة
)sincos2(

)(

1
2

yxy
DD

z
yx

p 




 
 

)sincos2(ونوجد، أولًا، 
)(

1
1 yxy

DD
z

yx




 ، لصد(12)من العلاقة ،: 
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yxyxcxxc

dxxcxxcz

cossin)cos()(sin

)]sin()cos(2[1



 

 
 :، من العلاقةpzومنو، أصبح من الدمكن إلغاد 

)(sin
)(

1
xosyy

DD
z

yx

p 




 
 :، مرة أخرى، لصد(12)وحسب 

yxcxxdxxcxxcz p sin)sin()]cos()[sin(  
 :للمعادلة الدعطاة ىوويكوف الحل العاـ 

)()(sin 21 xyxyxyxzzz cp  
 

إف الدؤثر التفاضلي الجزئي الدعاكس، ىو مؤثر خطي يتصف بتلك الصفات التي : ملاحظة
وندرس تأثتَ ىذا الدؤثر في بعض الأشكاؿ . اتصف بها الدؤثر التفاضلي العادي الدعاكس

),(الخاصة للدالة  yxf: 
 0),(;),(),(1 11   baLebaLeDDL byaxbyax

yx 
),(0 وإذا كاف baL أي أف ، ),( ba مرة، للمعادلة  جذر مكرر   :

0),( yx DDL  ،فإفومنو: 

0),(;),(.),( 







 baGDDGD

b

a
DDDL yx

k

yxyx 
 :وعليو، فإف





















 



 byax

yx

k

yx

byax

yx eDDGD
b

a
DeDDL

1

1 ),(.),(

 
byax

k

e
k

x
baG 

!
.),(1

 


).cos(),,()sin(),,(

)sin(),,()sin(),,(2

221221

221221

byaxbabaLbyaxDDDDL

byaxbabaLbyaxDDDDL

yyxx

yyxx









 

),,(0: بشرط 22  babaL 
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   ),(),(.),(.),(:3 11 yxvbDaDLeyxvaDDL yx

byaxbyax

yx                    
 :، فإف و  حدودية في        إذا كاف 

),(),(),(),(:)4 1 yxfDDPDyxfDDL yx

n

xyx

  
),(حيث إف  yx DDP  ىو حاصل قسمة الواحد على),( yx DDL بعد إخراج ،n

xD 
، بحيث يصبح أوؿ حد في yD، وبعد ترتيب حدوده تصاعدياً وفق قوى خارج قوستُ

 .الدقاـ ىو الواحد
 

 :خاصاً للمعادلةأوجد حلًا : 3-4-6مثال
xexyzDDDD yx

yyxx 3cos912)2( 222  

 
 : نكتب الدعادلة كما يلي: الحل

xexyzDD yx

yx 3cos912)( 22  . 
 :ويكوف الحل الخاص لذا عبارة عن لرموع ثلاثة حلوؿ خاصة















 )12(1)12()(

2

22

1
xy

D

D
DxyDDz

x

y

xyxp 















  )12(....321

2

2

2 xy
D

D

D

D
D

x

y

x

y

x

 
4332 2)12(2)12( xyxxDxyD xx   

yxyxyx

yxp eeeDDz   22222 )12()(
2 

  )3cos9()009()3cos9()2( 12122

3
xxDDDDz yyxxp 

x3cos 
 :والحل الخاص للمعادلة الدعطاة ىو

xexyxzzzz yx

PpPp 3cos2 243

321
 

 
 :تطبيق على المعادلات التفاضلية الجزئية 2.3

 :معادلة انتشار الحرارة
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معزوؿ حرارياً من الجوانب، ولتكن درجتي الحرارة عند طرفي   ندرس قضيباً متجانساً طولو 
وتسري الحرارة من الطرؼ الأكثر سخونة إلى الطرؼ الأقل .  و   القضيب ثابتتُ 

، في وحدة  سخونة وتعطى كمية الحرارة السارية خلاؿ مقطع القضيب، الذي مساحتو 
 :الزمن، بالقانوف التجريبي

(13)                    S
x

u
kS

l

uu
kQ







 12 

. ثابت الانتشار الحراري، مُعامل التوصيل، وىو يعتمد على مادة القضيب  حيث إف  
 . ويعُد مقدار الدفق الحراري موجباً، إذا كانت الحرارة تسري من جهة تزايد 

الدعبرة عن        ندرس عملية انتشار الحرارة في القضيب ونوصف ىذه العملية بالدالة 
نعُتُ الدعادلة التي لغب أف برققها الدالة .  ، في اللحظة  ع درجة الحرارة في الدقط

 .لذا نصيغ القوانتُ  الفيزيائية التي بردد العمليات الدرتبطة بانتشار الحرارة.       
إذا كانت درجة حرارة القضيب غتَ منتظمة، فإنو ينشأ فيو دفوؽ حرارية : قانوف فورييو -1

وكمية الحرارة السارية في . متجهة من الأماكن ذات درجات الحرارة الأعلى إلى الأدنى
qSdtdQ: ىي   خلاؿ الزمن   الدقطع   حيث ،

x

u
xkq



 ىي كثافة  )(
ؿ مساحة قدرىا الدفق الحراري الدساوية لكمية الحرارة السارية في وحدة الزمن، خلا

تكوف   إذا كاف القضيب غتَ متجانس، فإف (. 13)، وىو تعميم للقانوف      
 . دالة في 

  الحرارة التي لغب إكسابها للقضيب الدتجانس، لرفع درجة حرارتو بدقدار  كمية -2
uVcumcQتساوي   .. كتلة القضيب    السعة الحرارية النوعية و  ، حيث

 .حجمو  كثافتو، و  و
ة مثلًا، عند مرور تيار، أو نتيج. القضيب لؽكن أف تنشأ أو بستص الحرارةداخل  -3

عند        ولؽكن بسييز انبعاث الحرارة بكثافة الدصادر الحرارية . تفاعلات كيميائية
، مثلًا، الأجهزة الكهربائية العاملة في مركبة فضائية، لؽكن  ، في اللحظة  النقطة 
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ونتيجة لتأثتَ ىذه الدصادر تنبعث على منطقة من  .النظر إليها كمنبع حراري
dxdttxSFdQ، كمية حرارة تساوي    خلاؿ الزمن    القضيب  ),(. 

مشتقاف مستمراف        وللحصوؿ على معادلة انتشار الحرارة نفرض أف للدالة 
t

u



 و

2

2

x

u



 ولضسب توازف الحرارة في جزء ما ،],[ 21 xx من خلاؿ فتًة زمنية ،],[ 21 tt وبتطبيق ،
 :والاستعانة بدبرىنة القيمة الوسطى، لصدقانوف حفظ الطاقة 

  
























txtxFtx
x

u
kx

x

u
k

xxxx

),(),( 44

12



 
xtutuc x   3

)]},(),([{ 12  
 :والتي لؽكن كتابتها، باستخداـ مبرىنة التزايدات المحددة، كما يلي

txtx
t

u
ctxtxFtxtx

x

u
k

x
tt
xx

tt
xx





































5

3

3

5

),(),(),( 44 

 
543543حيث  ,,,,, xxxttt ُنقاط داخل المجالت 21, xx و 21,tt . لطتصر علىtx ،
 :فنجد

3

54

4

5

5

),(

xx
tttt

xx

tt
xx t

u
ctxF

x

u
k

x






 





















 
],[كل ىذه التحليلات تتعلق بدجالتُ اختياريتُ 21 xx و],[ 21 tt . ،وبالانتقاؿ إلى اللانهاية

xxxعندما  21, وttt 21, . معادلة انتشار الحرارةلضصل على. 

t

u
ctxF

x

u
k

x 



















),( 

كثوابت، وتكتب الدعادلة كما   ,,ckإذا كاف القضيب متجانساً، فإنو لؽكن النظر إلى 
 :يلي

c

txF
txftxfuau xx

),(
),(;),("2'

1 

 
 .معامل انتشار الحرارة   ويسمى الثابت 
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),(0وإذا انعدمت مصادر الحرارة، أي كاف  txF  فإف معادلة انتشار الحرارة تكتب ،
 :كما يلي

(14     )                        
2

2
2

x

u
a

t

u








 
 :لضل ىذه الدعادلة ضمن بعض الشروط

 :الشرط الابتدائي -
(15    )                  lxxxu  0;)()0,(  

ثابتة، وتساوي درجة     و    ولنفرض أيضاً، أف درجة حرارة طرفي القضيب 
 :ولنفرض أنها تساوي الصفر، أي أنو لدينا أيضاً الشروط الحدية. حرارة الوسط المحيط

(16   )              0;0),(,0),0(  ttlutu 
),(ضمن ىذه الدعطيات، لغب إلغاد توزع درجات الحرارة  txuu  في القضيب في ،

 .0tلحظة ما 
، بطريقة خاصة، تسمى طريقة فورييو أو طريقة فصل (14)نبحث عن حل للمعادلة 

 :من النمط  الدتغتَات، بأف نفرض أف الحل 
(17)                             )()( tTxXu  

 :ولدا كاف. فقط   دالة في  فقط، و  دالة في   حيث إف 
TX

x

u





2

2

TX'و    
t

u




 
 :، فنحصل على الدعادلة(14)نعوض في 

Ta

T

X

X
TXaXT

2

2 '"
"'  

  و  فقط، ولدا كاف   فقط، والألؽن في   حيث إف الطرؼ الأيسر في الدطابقة دالة في 
 .2مستقلتُ خطياً، فإف طرفي ىذه الدطابقة تساوي ثابت، وليكن 

ت، لن تؤدي بنا للحلوؿ الدطلوبة، لؽكن التحقق بسهولة من أف الإشارة الدوجبة لذذا الثاب
 :ومنو، فإف
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0,0"
'

;
" 22'22

2

2  TaTXX
Ta

T

X

X
 

 :وبحل ىاتتُ الدعادلتتُ الخطيتتُ، لصد
tacetTxxxX

22

)(,cossin)(   
 .ثوابت اختيارية   c,,حيث  

 :، كما يلي(17)عندئذ يكُتب 
)cossin(

22

xxceu ta    
مهما تكن ( 14)واضح أف ىذه الدالة، برقق الدعادلة  نعوض في ىذه الدالة . ,,

 (:16) الشروط الحدية
tae، فنجد    نضع  20   0ومنو فإف، وعليو: 

xeu ta   sin
22 

 (:16)فنجد من الشروط الحدية      ونضع ،
0sin0

22

    le ta 
 :، فإفلذا.    لأنو في الحالة الدعاكسة، لضصل على الحل الصفري 

znnll  ;0sin  
 أو

zn
l

n
n  ;




 
 .والتي تسمى أعداد لشيزة للمسألة، ولرموعها يساوي  طيف الدسألة

 :يقابل كل عدد لشيز حل خاص لدعادلة انتشار الحرارة
(18    )           

l

a
bx

n
eu tnb

nn   ;
1

sin
22 

، (14)وىكذا، فإف ىذه الصيغة، تعُطي كل الحلوؿ الخاصة الدستقلة خطياً للمعادلة 
 :وبرقق الشروط الحدية
 .t، عند موجات حرارية، بياناتها متخامدة   فيزيائياً، تعُد الدواؿ 

 :، يعُد أيضاً، حل لذا(18)خطية، فإف لرموع كل الحلوؿ ( 14)لدا كانت الدعادلة 
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x
l

n
etxu

n

tnb

n  sin),(
1

22






 

، في ىذه الصيغة، وبالاستفادة من    إذا كانت ىذه الدتسلسلة متقاربة، فإننا نعوض 
 :الشرط الابتدائي، لصد

(19  )                        x
l

n
x

n

n  sin)(
1






 

، في المجاؿ x)(بُسثل ىذه الدتسلسلة نشر فورييو للدالة  l,0 وتعُتُ الثوابت من ،
 :العلاقة

*;sin)(
2

0

Nndxx
l

n
x

l

l

n    

 أملساً، في المجاؿ x)(ويبرىن، على أنو إذا كاف منحن الدالة  l,0 فإف الدتسلسلة ،
، تكوف، متقاربة ولرموعها يساوي (19) txu ، والشرط (14)، المحقق للمعادلة ,

 (.16)والشروط الحدية ( 15)الابتدائي 
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 (3)محلولة  غير تمارين
 :برقق فيما إذا كانت الدواؿ -1


2/

2

2

2

2

),,(:)3,),,(:)2,),,(:1 yxze
x

y
zyxuxyzzyxu

z

y

y

x
zyxu 

 
'''0:  بسثل حلاً للمعادلة التفاضلية  zyx zuyuxu   0,0,0، حيث  zyx 

 

: ىل بُسثل الدالة  -2







 2222 lncot yx

x

y
arcfyxu  حلًا للمعادلة

uuyxuyxالتفاضلية  yx  ''  (.، قابل للمفاضلة باستمراردالة ما  حيث )، )()(
 

 :أوجد الحل العاـ لكل من الدعادلات التالية -3
2) 1''  yx zz 1) 22

3

3

126 yxyx
x

z




 

4) uuzuyux zyx  '2'2'2 3) yuuu
x

yx cot
cos

1 ''  

6) zzxzx yx

2''2 cos)(tan)(sin  5) 22'' yxxuyu yx  

8) 0)(2 2''  xzxyxz yx 7) 
2

'' 11

y

u
u

y
u

x
yx  

10) 3)1( '''  zyx uzyxuuu 9) z

yx exzzyzz  '' 
12) )( 3322'2'2 yxyxuxuy yx  11) xyzxyzuuu zyx  ''' 2 

 13) )3tan(53 '' xyzzz yx  
 

 :التالية والمحقق لشروط  البدء الدوافقةأوجد الحل الخاص لكل  من الدعادلات  -4
2),0(; Pyyu  1) 0''  yx xuyu 

yyz sin),1(;  2) zxz y 
'

 
22),,1(; zyzyu  3) 0'''  zyx zuyuxu 

zyzyu ),,0(; 4) xyzuuu zyx  ''' 

1)
1

,(; 
x

xu 1
1


yx
u0 (5 أو. ''  xyyuuuxu yx 
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2)2,(; xxxu  6) 22'' yxuyuxu yx  
zzxxu ),,(; 7) uzuyuxu zyx 432 '''  

01,1;  yzx 8) )3(2'' yxzyzxz yx  
12,2;  xzyx 9) zzzyzzx yx 2)()( ''  

zyzyu ),,1(; 10) 0 zyx uzuyux 
xxz )0,(; 11) 2)1( ''  yx zzxyz 

4)1,,(; xyxu  12) 0''  zx uyzux 

yuyx 2cos,
2

; 
 13) 0coscossinsin ''  yx uyxuyx 

xxxz ),(; 2 14) 2'2'2 2)2( xzzxzzy yx  
 

 :أوجد الحل العاـ لكل  من الدعادلات التالية -5
1) 2222 )( yxzDD yx   
2) )2sin()1243( 3223 xyzDDDDDD yyxyxx   
3) xyxzDDDD yyxx 3612)96( 222   
4) xyxyyxyxzDDDD yyxx cossin)2()2( 2222   
5) )32cos()2sin(4)44( 223 yxyxzDDDDD yxyxx   
6) yezDDDDDD x

yyxxyx 2cos)( 3232   
7) 322323 )cos()67( yxyxyxzDDDD yyxx   
8)  yxzDDDD yyxx 32)82( 22   
9) yx

yxyx ezDDDD  22 )2(.)2(  
10)  2222 )( yxzDD yx   
11) x

yyxx eyzDDDD )1()( 22   
12) )2sin()1243( 3223 xyzDDDDDD yyxyxx   
13) )23sin()55( 22 yxxzDDDD yyxx   

 

 من الرتبة الأولىالمعادلات التفاضلية الجزئية 
 :عتُ لكل من الدعادلات الآتية الحل العاـ
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3.   
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6.        
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    9.                

   
              10.  

                     
 

 عتُ السطح الذي لػقق الدعادلة الدعطاة ولؽر بالدنحتٍ الدعطى
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2.  
  

  
   

  

  
                    

3.  
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5.  
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 الفصل السابع

 التفاضلية بطريقة المصفوفاتحل المعادلات . 4

 :دلات التفاضلية بطريقة المصفوفاتحل المعا 1.4

 :اشتقػاؽ وتكامل المصفوفات 1.1.4
 : لدتحوؿ با ىا ، دواؿحيث عناصر            ليكن لدينا مصفوفة 

            

 
 
 
 
 
 
 
                            

                            

 

              
 
 
 
 
 
 

                

 :بالشكل التالي    ولؽكن أف نكتب بشكل مبسط أيضاً العلاقة 
                                                                 

 :مشتقات لنفرض أف عناصر ىذه الدصفوفة لذا
       

  
       

       

  
     

       

  
  

 

 الدصفوفة التي نرمز لذا بالرمز       الدصفوفة  ةندعو مشتق:1-1-7تعريف
 

  
 :وتكتب       والتي عناصرىا ىي مشتقات عناصر الدصفوفة ،       

 

  
         

    

  
 

    

  

   
    

  
 

    

  

              

 :تكتب على الشكل التالي    العلاقة 
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   حيث   لشكن في بعض الأحياف استخداـ مفهوـ الدؤثر التفاضلي 
 

  
عندئذ  فإف 

 : تأخذ الشكل التالي باستخداـ الرمز     العلاقة  
           

:أو   
                

 :ونرمز لو بالرمز         مصفوفة لزدود ندعو تكامل:2-1-7تعريف
        

 

 
                         

 : الدصفوفة الأساسية وتكتب عندئذ   تكاملات لعناصرالدصفوفة التي عناصرىا ىي 

       
 

  
      

         
 

  
          

 

  

   

         
 

  
          

 

  

             

 : أو بشكل مبسط
         

 

  
           

 

  
                 

الكتابة المصفوفية لجملة معادلات تفاضلية وحل ىذه الجملة ذات  1.1.4
 :الأمثال الثابتة 

: تابعاً لرهولاً   معادلة تفاضلية بروي   لتكن لدينا بصلة معادلات مؤلفة من 
 :وبالتالي              

 

      

  
                        

      

  
                         

      

  
                         

 

        

 
 
 

 
 

                    

على شكل مصفوفة ذات عمود      لنضع ، ثوابت    في الجملة      الأمثاؿ 
 :بالشكل
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 :لصد     باشتقاؽ الدصفوفة .    بسثل مصفوفة حل الجملة      الدصفوفة 

 
  

  
   

 
 
 
 
 
 
 
 
   

  

   

  

 

   

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

                     

لصد أف الجملة     مصفوفة الأمثاؿ في الطرؼ الثاني للجملة          بفرض أف
 :مصفوفة بالشكل التاليتكتب على شكل      و      إلى  استناداً     

 
 
 
 
 
 
 
 
   

  

   

  

 

   

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

  

                   

                   
    

                   

   

  

  

 
  

                    

 :أو بشكل لستصر
                                              

 :أو
     

  
                                     

 :بفرض أف
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 .أعداد    حيث 
 :لجملة معادلات تفاضلية على الشكللنبحث الآف عن حل 

                                           
 :أو

                                                  
اء عملية ضرب بعد استخداـ خاصة اشتقاؽ مصفوفة وإجر      في      بتعويض 

 :الدصفوفات لضصل على
                                           

 :ومنو لصد
                                                  

 :ومنو لصد
                                           

   ، عدد       ىي مصفوفة الأمثاؿ الدعينة في الجملة   :    حيث في العلاقة 
تكتب بشكل      بناءً على ذلك فإف العلاقة  .    الدصفوفة العمودية الدعينة في 

 :مفصل على النحو التالي

 

            

            

    
            

  

   

  

 
  

                       

 :تكتب على شكل بصلة معادلات جبرية     على شكل جداء داخلي فإف الجملة 
                                         

 .   قوة مصفوفة واحدية ذات   ثحي
( حل بصلة معادلات تفاضلية ذات أمثاؿ ثابتة)لغب أف يتعتُ اعتماداً على   العدد 

 :والتي نكتبها بالشكل الدصفوفي التالي
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 :الدعتُ: بقوؿ  آخر

 

            

            

    
            

 .لغب أف يكوف معدوـ          

 
 :لستلفة فيما بينها     لنفرض الآف أف بصيع جذور 

 : نعتُ مصفوفة القيم      للجملة     فمن أجل كل قيمة ،                

 
 
 
 
   

   

  
   

 

  
   

 
 
 
 
 

  

 :يكتب بالشكل     بناءً على ما تقدـ فإف حل بصلة الدعادلات 

 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

  

  

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
   

   
  

   
   

   

  
   

  
   

   
   

    

  
   

  
   

   
   

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
   

   

   
   

 
       

 
 
 
                   

 :تكتب بشكل مبسط على النحو التالي     العلاقة ، ىي ثوابت   حيث 
                    

ذات الأمثال الثابتة بطريقة    حل المعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة 1.1.4
 :المصفوفات 

 :وذات الأمثاؿ الثابتة   لتكن لدينا الدعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة 
    

   
      

      

     
         

      

     
                       

 :تالي فإفوبال     : نفرض أف
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 :فنجد     لنكتب مصفوفة أمثاؿ المجموعة 

     

 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     
          

 
 
 
 
 

                 

 :على شكل مصفوفة بالشكل التالي     وبذلك لؽكن كتابة المجموعة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

  

   

  

 

     

  

   

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      

      

      

           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

    

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                    

 :ابتو بشكل مبسط على النحو التاليلؽكن كت     الشكل 
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حل جملة معادلات تفاضلية خطية ذات أمثال متحولة بطريقة التقريب  1.4
 :المتتالي التكاملية وباستخدام المصفوفات 

 :بالشكل(  الدتحوؿ)لتكن لدينا بصلة الدعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثاؿ الدتحولة 

 

   

  
                                  

   

  
                                  

   

  
                                  

    

 
 
 

 
 

               

 :وبرقق الشروط الابتدائية التالية
                                                                   

 :فات استناداً إلى ما سبق كما يليشكل مصفو إف ىذه الجملة لؽكن كتابتها على 

          

 
 
 
 
 
 
 
                   

                   

 

                    
 
 
 
 
 
 

                      

 :والدشتق والشروط الابتدائية تكتبمصفوفة الحل 

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

  
      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

  

   

  

 

   

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

   

 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           

 :تكتب بالشكل الدصفوفي التالي     وبالتالي فإف الجملة 
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 :فإف     حيث من أجل 

           

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

   

 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                       

 .إلى مصفوفة الأمثاؿ      تشتَ      وفي 
اد الحػل الجملة الدفروضة نستخدـ الآف طريقة التقريب الدتتالػي التكاملية لإلغمن أجل حل 

 :والتي سنشرحها كما يلي
باستخداـ طريقة ضرب الدصفوفات وتكامل الدصفوفات نستطيع أف لضصل على حل 
الجملة السابقة ضمن الشروط الابتدائية الدرافقة إذ يقودنا الأمر إلى البحث عن حل 

 : ذات الشكل صفوفيةكاملية الدالدعادلة الت
                           

 

  
                        
برولػت إلى حل ، أف مسألة حل الجملة الدفروضة      وىكذا نرى من الدعادلة السابقة 

سنرى على وحل ىذه الدعادلة يعتمد كما . بشكل مصفوفات     الدعادلة التكاملية 
 :إذ لصد التقريبات الدتتالية التالية . طريقة التقريب الدتتالي

                               
 

  
                 

 :تب بشكل تقريبي متتالي على النحوأف ىذه العلاقة تك     وىكذا لصد من العلاقة 
                      

 

  
              

  

  
      

        
  

  
               

  

  
                               

 :أو بالشكل الدكافئ
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 :تخدمنا الاصطلاح التكاملي التاليفإذا اس
                               

 

  
                          

 :تكتب     بعد استخداـ الاصطلاح      فإف الدعادلة 
                                                          

               
       فإذا رمزنا لدا ضمن القوس بالدؤثر التفاضلي 

 :كما يلي         
       

      
                                                    

         
 :تأخذ الشكل النهائي التالي     فإف العلاقة 

               
      

                                         
ىو حل بصلة الدعادلات الدفروضة ذات الأمثاؿ الثابتة بدلالة الدؤثر   الأختَ الشكلو 

 .التكاملي السابق
 :د باستخداـ التقريب الدتتالي أففإذا قمنا باستخداـ الدؤثر التكاملي حداً حداُ لص

 

      
     

 
                                                          

          
        

  
                                         

              
        

  
                              

                  
        

  
                  

                      
        

  
        

 
 
 
 

 
 
 
 

               

 
على شكل لصد أختَا أف الحػل يعطػػى  ، ىكذا بدتابعة العمل بالتقريب شيئاً فشيئاً 

 :      بػ ىى سلسلة قو مت
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 :دالةسلسلة قوى أي ىو منشور المتعن وإذا نظرنا إلى ما ضمن القوس فهو عبارة 
             

 :على الشكل التالي      عندئذ  نستطيع أف نكتب الحل النهائي 
                                          

 .ىو الحل الدطلوب للجملة الدفروضةو 
أمثػاؿ ثابػتة فإنػو بنفػس الطػريػػقة      إذا كانت الأمثاؿ في الجملة : ىامة ملاحظة

 .د حل الجملة ذات الأمثاؿ الثابتةالسابقة  لؽكن إلغا" طريقة التقريب الدتتالي"

 :رؽ حلها بطريقة التقريب المتتاليالمعادلات التكاملية وط 1.4
ويوجد . متحوؿ حقيقي بتكامل اتذ ةلرهول دالة عادلة التكاملية ىي معادلة تربط الد

 :ولعا ، بطػريقة التقريػب الدتتالي،ا حله ، و يتمالتكاملية نوعتُ مػن الدعادلات 

 : التكاملية  Equation de Volteraفولتيرا ةمعادل :النوع الأول 1.1.4 
 :ىي من الشكل فولتتَاإف الدعادلة التكاملية ل

                                              
 

 
  

دعى ت      دالةال، معطاة ؿواد       و     و )بارامتً)وسيط   حيث 
ف الدعادلػة إنقػوؿ           ةمعدوم     ت إذا كان. رؼ الثاني للمعادلةبالطػ

 فإف الدعادلة التكاملية تكوف       إذا كاف  .تكاملػية متجانسة من النوع الأوؿال
 .معادلة متجانسة من النوع الثاني

ونعتمد في ىذه الفقرة طريقة التقريب . دعى بنواة الدعادلةتبالتعريف         دالةال
 .فولتتَاالدتتالي لحل معادلة 

 
 :مستمرة على الدنطقة       لنواة النفرض أف 

                                              
 :على المجاؿ ةكذلك مستمر       و، عدد حقيقي موجب منتهي معطى  حيث 
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على شكل منشور قوى      إف طريقة التقريب الدتتالي تعتمد في البحث على حل 

 :من الشكل  متزايدة أو على شكل سلسلة قوى متزايدة للوسيط 
                                             

 :كل الوسيط مع المحافظة على خواصوأو بالشكل التالي بتغتَ ش
                                       

 :أو
                       

              
                      

 : حيث الدواؿ
                                     

 .لغب أف تكوف متقاربة فرضاً      والسلسلة في  . موجبة لغب تعيينها دواؿ
 :، لصدفولتتَا التكامليةفي معادلة      بوضع : الآف

                               –                 
 

 
  

                                                     
 :لضصل على الدعادلات  وبإجراء الدطابقة حسب قوى تسلسل 

 

       

                   
 

 
           

                       
 

  
 
 

 
 

      

 :التالية الدواؿوىكذا بالتقريب شيئاً فشيئاً لضصل على 
                                                     

 :فولتيراسلسلة حل معادلة متدراسة تقارب  1.1.4
ف ألغب   أو   سلسلة قوى للوسيط متعلى شكل  فولتتَابعد أف تم تعيتُ الحل لدعادلة 

 .سلسلة نيومافمتسلسة والتي تدعى النشر في تندرس تقارب ىذه الد
من  ةفهو لزدود       على المجاؿ ةمستمر       الدالةفي الحقيقة بدا أف 

 :فأالأعلى بالقيمة الدطلقة في ىذا المجاؿ، أي 
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 :مستمرة في الدنطقة       النواة : لنمطكذلك بنفس ا
                                                     

 :ن الأعلى بالقيمة الدطلقة، أي أفم ةلزدود الدالةىذا  أيضاً 
   مقدارثابت                                           

 :تكتب بالشكل     على ىذا الأساس العلاقات 
                  

                                   
   

  

 

 

 

 
  

                                      
     

  

 

 

 

 
  

 :وىكذا بدتابعة الحل لصد
                              

 

 
  

     

  
  

 :ومنو لصد

  
 
        

     
 

  
  

سلسلة متقاربة وىكذا فإف الحد العاـ تالدتًاجحة ىو الحد العاـ لدإف الطرؼ الألؽن من 
 :سلسلة يكوفمتلل

 
 
       

 :فإحيث          بالقيمة الدطلقة متقارب على المجاؿ

 
     

 

  
 

      
 

  
  

 .عدد حقيقي موجب منتهي  و
 .فإف الحل الناتج يكوف مستمر      وىكذا على المجاؿ 

 :فولتيراالبرىان على وحدانية حل معادلة  1.1.4
، ومن أجل برىاف وحدانية تمر الذي حصلنا عليو يكوف وحيداً لنبرىن أف تابع الحل الدس

وليكن ىذاف الحلاف لعا       الحل ىذا نفرض وجود حلتُ مستمرين على المجاؿ 
 :ولنبرىن أنهما حل واحد، أي أف             
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 :بالفرض لدينا: البرىان
                

 

 
            

 .أيضاً  فولتتَاحل فهو لػقق معادلة       وكذلك بدا أف 
                

 

 
            

 :دالةلنشكل الفرؽ بينهما بال
                  

 ىو حل للمعادلة الدتجانسة      دالةال: من ذلك نستنتج أف
              

 

 
         
 :ولنبرىن أف الدعادلة لا تعطي إلا الحل

        
 على بالقيمة الدطلقةولزدود من الأ      على المجاؿ  ةمستمر  دالةىو      حيث 

          
                         :أف من جهة أخرى لدينا دوماً 

 :ينتج من ذلك أف
                    

 

 
            

   

  
  

 :لذلك نستطيع أف نكتب       وىكذا لضصل على حد أعلى جديد لػ 
           

     

  
 

 

 
      

      

  
  
 :وبإعادة العمل لصد

          
      

  
  

 :وىكذا بدتابعة العمل لضصل بشكل عاـ على
          

      

  
 .عدد تاـ  حيث        

 .ىي كمية موجبة وتسعى إلى الصفر       ينتج من ذلك بأف 
          

 :ومن ذلك لصد أف       لا تعطي إلا الحل  فولتتَاإذاً الدعادلة الدتجانسة ل
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                :إذ لصد أف ، وىذا يؤدي إلى أف الحل وحيد
 .التكاملية فولتتَاوبذلك نكوف قد برىنا مسألة الوحدانية لحل معادلة 

 :معادلة فريد ىولم التكاملية : النوع الثاني  1.1.4
 :معادلة فريد ىولم التكاملية من الشكل

             
 

 
                                     

كما . الطرؼ الثاني في الدعادلةىو      نواة الدعادلة و       وسيط و  حيث 
تكوف متجانسة وتأخذ      فإف الدعادلة        إذا كاف  فولتتَاذكرنا في معادلة 

 :الشكل التالي وتدعى معادلة من النوع الأوؿ
             

 

 
                                     

تدعى بدعادلة غتَ  فإف الدعادلة       ، أي أف معدوماً      وإذا لم يكن 
      دالةالو . وتكوف معادلة فريد ىولم من النوع الثاني     متجانسة، وتأخذ الشكل 

 :أيضاً مستمرة على الدربع       وكلك النواة       على المجاؿ  ةمستمر 
                              

 فولتتَالصري نفس الطريقة التي شرحت بها معادلة      من أجل حل معادلة فريد ىولم 
حيث نبحث عن حل على شكل سلسلة قوى للوسيط (: الحل بطريقة التقريب الدتتالي)
 :من الشكل  

                                                   
ابق ونط     في      نعوض  فولتتَابشكل مشابو لدا مر في معالجة حل معادلة 

 :فنحصل على الحلوؿ  حسب قوى الوسيط 
                                   

 :كما يلي
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 :دواؿالوىذه العلاقات تسمح أقرب فأقرب بتعيتُ 
                             

 :سلسلة حل معادلة فريد ىولممتدراسة تقارب  2.1.4

. فريد ىولم سلسلة التي حصلنا عليها والتي بسثل حل معادلةتلنبحث الآف في تقارب الد
                  :لذلك نرى أنو من أجل

 :فإف
                                         

 .حقيقية موجبة ثابتة  و  ولزدودة من الأعلى  دواؿ       والنواة      أي 
 :تعطى بالشكل     العلاقات 

           
            
       

             
سلسلة الحل التي قدمناىا بصيغة نشر توبالتالي ضمن ىذه الشروط فإف الحد العاـ لد

 :يكوف  حسب قوى 
  

 
            

   
 :الدتًاجحة ىو حد عاـ لسلسلة ىندسية متقاربة عندماالطرؼ الألؽن من ىذه 

    
 

 
  

تكوف متقاربة على      وبدا أف الشرط السابق لزقق فإف سلسلة النشر التي تعتُ الحل 
 .ىو حل معادلة فريد ىولم التكاملية     وىذا الحل       المجاؿ 

. الجة في الحالة العامةللمع إف مسألة معالجة وحدانية الحل صعبة جداً  :ملاحظة ىامة
لذذه الصعوبات في دراسة وحدانية الحل سنقوـ بعرض معالجة وحدانية الحل من  ونظراً 

وىذا الأمر سيكوف فقط . لوؿ في فقرة التمارين المحلولة في آخر ىذا الفصللزخلاؿ بسرين 
 .لتسهيل عمليات الفهم وتذليل الصعوبات من خلاؿ التمرين
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 (4)تمارين محلولة 
 :حل بصلة الدعادلات التالية بطريقة الدصفوفات :7-1تمرين 

   

  
          

   

  
         

 :نعيتُ مصفوفة الأمثاؿ فنجد :الحل

   
  

  
   

 :مصفوفة الحل العمودية

   
  

  

   
 :وبالتالي فإف الجملة الدفروضة تكتب بشكل مصفوفات على النحو التالي

 

   

  
   

  

   
  

  
   

  

  

   

 :ىيو  ، الدميزة تهانشكل معادل ، ملة الدصفوفية الأختَةولحل ىذه الج

 
    

    
               

 :ومنو لصد
                        

  من أجل تعيتُ      وبأخذ الجملة 
  و     

 :لصد     الدطابقة للجذر     
       

   
    

   
    

  
   

        
   

    
  :  بفرض أف

   
  :   لضصل على   

   
  

 

 
  

  بنفس الطريقة لصد  
  و     

 :حيث لضصل على     الدطابقة للقيمة      
  

   
                          

   
    

 :وىكذا فإف الحل يكوف
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 :أو
      

     
       

 

 
   

     
      

 .الدطلوبوىو 
 :لتكن لدينا بصلة الدعادلات :7-2تمرين 

   

  
     

   

  
         

   

  
            

 .أوجد حل بصلة الدعادلات الخطية السابقة بطريقة الدصفوفات: الدطلوب

        :تكتب مصفوفة الأمثاؿ :الحل

 
 
 
 
 
   

   

    
 
 
 
 

 

 :الدصفوفات بالشكل وتكتب بصلة الدعادلات الدفروضة على شكل 

 
 
 
 
 
   

  
   

  
   

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
   

   

    
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
  

  

   
 
 
 
 

  

 :ف الدعادلة الدميزةو تكو 

 
 

     

     

     

 
                       

 :ومنو فإف جذور الدعادلة الدميزة ىي
                                   

  القيم      لنعتُ استناداً إلى العلاقة 
   

    
   

   
     الدطابقة للجذر      

 :فنجد



 
 الدصفوفات بطريقة التفاضلية الدعادلات حل :الفصل السابع 555

  
   

   
   

    
  

   
   

   
    

   
    

 :ومنو لصد
  

   
                     

   
                    

   
    

  بنفس الطريقة نعتُ كذلك قيم 
   

   
   

   
  وكذلك       

   
   

   
   

    
 :على التًتيب فنجد     و      الدطابقة للجذرين الباقيتُ 

 :أف      واستناداً إلى      من أجل الجذر 
  

   
    

  
   

    
  

   
   

   
      

   
    

  :ومنو لصد أف
   

  &  
   

  &  
   

واستناداً إلى      وكذلك من أجل الجذر   
 :أف      

    
   

    
  

   
   

   
    

  
   

   
   

    
 :ومنو فإف

  
   

             
   

             
   

    
 :ويكوف الحل على شكل مصفوفات ىو

 
 
 
 
 
  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

   

    

     
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
   

 

   
  

   
   

 
 
 
 

  

 :أو الحل يعطى بالشكل
      

              
     

               
      

    
 .وىو الدطلوب
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 :التاليةكتب على شكل مصفوفات الدعادلة ا  :7-3 تمرين
   

   
  

  

  
     

 :عندئذ  يكوف لدينا     نفرض أف  :الحل
   

  
     

   

  
          

 :وتكتب ىذه الجملة بالشكل التالي

 
 
 
 
 
   

  

   

   
 
 
 
 

  

  

  

   

  

  

   

 

 :التاليلدينا بصلة الدعادلات التفاضلية الخطية ذات أمثاؿ متحولة بالشكل  :7-4 تمرين
   

  
                                        

   

  
                                       

                        
   

  
                                      

  :ضمن الشروط الابتدائية
                                 من أجل      

 .كتب ىذه الجملة بطريقة الدصفوفاتأ: الدطلوب
 :نشكل أولًا مصفوفة الأمثاؿ فنجد :الحل

         

 
 
 
 
 
          

   

 
   

 

 
 

   

 

           
 
 
 
 

  

 :ةمصفوفة الحل تكتب أيضاً مع مصفوفة الدشتق
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 :وعند أخذ شروط البدء بعتُ الاعتبار لصد

      

   

   

 
   

   

باستخداـ الشكل الدصفوفي السابق فإف الجملة الدفروضة لؽكن أف تكتب على الشكل 
 :التالي

 

  
                

 :أو بالشكل

 
 
 
 
 
 
 
   

  
   

  

 

   

   
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
          

   

 
   

 

 
 

   

 

           
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

   
 
 
 
 
 
 

       

   

   

 
   

   

 
 :لتكن لدينا الدعادلة التفاضلية التالية: 7-5 تمرين

  

  
        

باستخداـ طريقة التقريب الدتتالي التكاملية أوجد حل ىذه الدعادلة علماً بأف : الدطلوب
 :الشروط الابتدائية ىي
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إف حل الدعادلة التفاضلية الدفروضة ذات الطرؼ الثاني بأمثاؿ متحولة يقود إلى  :الحل
بعتُ الاعتبار البحث عن حل الدعادلة التكاملية التالية بطريقة التقريب الدتتالي آخذين 

 :الشروط الابتدائية
                    

 

  
  

 :التقريبية التاليةإف طريقة التقريب الدتتالي تعطي الحلوؿ 
                           

 :فنجد. ىو حل بدء التقريب   حيث 
                   

 

  
  
                   

 

  
  
                   

 

  
  

             
                     

 

  
  

            
 .التكاملية فولتتَاوىذا كما مر معنا في حل معادلة 

                                 :فإذا استخدمنا الدؤثر التكاملي
 

  
 

 :لصد أف العلاقات السابقة تأخذ الشكل الدختزؿ التالي  باستخداـ رمز الدؤثر التكاملي 
             

                                

                                

               

                                             

 :مل ما ضمن الأقواس خطوة خطوة لصدوبالصاز ىذا الع
                                                

 :بشكل مضروب لصد   مؤثر تكاملي، فإذا وضعنا    حيث 
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كما سبق وشرحنا في حل معادلة )مستمر      أنو إذا كاف التابع  وكما شرحنا سابقاً 
 وحد ىذه الدتتالية يكوف اذاً سلسلة متقاربة. متقاربة     فإف الدتتالية ( فولتتَا

                                                 
يصبح أكثر بساطة     أمثاؿ ثابتة غتَ متحولة فإف الحل في العلاقة      فإذا كانت 

 :إذ لصد ولؽكن الصازه حداً فحداً باستخداـ الدؤثر التكاملي،
       

 

  
      

 

  
      

      

  
  

 :بالدثل لصد
                                 

  
  
                      

       

  
          

  
  

                     

  
  

              
 :وبدتابعة ىذا العمل لصد أختَاً أف

                        

  
  

 :من أجل ثابت ىو    وأختَاً لضصل على الحل الدوجود في العلاقة 
      

    

  
          

  
            

  
        

إذاً        حسب قوى          لأسي الكن ما ضمن القوس ىو منشور التابع 
         :الحل الأختَ والنهائي يكوف للمعادلة التفاضلية ىو

وىو          
 .الدطلوب

 

 :التاليةحل الدعادلة التكاملية  :7-6تمرين 
                  

 

 
    

 :إف طريقة التقريب الدتتالي تعطي :الحل
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 :ومنو لصد الحل العاـ للمعادلة الدفروضة
        

 

  
        

  
                 

     
     

 .الصفر يساويإف نصف قطر تقارب ىذه السلسلة ىو 
 

 :لتكن لدينا معادلة فريد ىولم التالية غتَ الدتجانسة :7-7 تمرين
                   

 

 
       

درس وحدانية حل ىذه الدعادلة ا :الدطلوبو           بفرض أف النواة ىي 
 .حسب النواة الدعطاة

 :تعطى        إف طريقة التقريب الدتتالي حسب حل بدء التقريب  :الحل
            

                
 

 
          

 

 
  

               
                  

 

 
  

 :فأبفرض 
          

 

 
  

 :لضصل على
          

             
 

 
 

  

 
  
           

 
  

 

 
 

  

  
  

 :وبشكل عاـ لصد
      

  

    
  

 :وىكذا لصد
               

  

 
 

  

  
   

  

    
     

 :ما داخل القوس من سلسلة ىندسية متقاربة إذا كاف
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 :فإف الدعادلة الدعتبرة للحل يكوف لذا الحل التالي      وىكذا من أجل 
          

   

  
 

 

  

ىل حل للمعادلة الدفروضة من أجل كل      لنرى بأف الحل الدعطى بالعلاقة السابقة 
من العلاقة  السابقة في الدعادلة      يوضع     ذاً مع إ.  لستلفة عن   قيمة 

 :الدفروضة لصد

    
   

  
 

 

           
   

  
 

 

   
 

 
       

   

  
 

 

     
    

  
 

 

 
 

 
    

فإف معادلة     بشكل نهائي من أجل و     ىذه العلاقة لزققة جيداً من أجل 
 :فريد ىولم يكوف لذا الحل

          
   

  
 

 

  

لذلك من أجل البرىاف     لنبرىن بأف ىذا الحل لدعادلة فريد ىولم وحيد من أجل 
 :عندئذ يكوف لدينا      و       نفرض بأف الدعادلة الدفروضة لذا حلاف لعا 

                 
 

 
       

                 
 

 
       

حل للمعادلة الدتجانسة لفريد                  يظهر من ذلك بأف التابع 
 :ىولم التالية

               
 

 
                

فإف     وبالتالي فإف الوحدانية للحل تبرىن إذا لضن استطعنا إثبات أنو من أجل 
ولذلك ومن أجل برىاف ىذا الأمر أي أف        الدعادلة السابقة لا بسلك إلا الحل 

 :لدينا    من أجل        لا بسلك إلا الحل     الدعادلة السابقة 
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  فإف الطرؼ الثاني ىو عبارة عن جداء      نلاحظ ىنا أنو مهما كاف التابع 
 .بالثابت

         
 

 
  

من ذلك لصد إذا كانت لدعادلة . ثابت  ىو الطرؼ الثاني حيث    لنفرض أف 
 :حلًا فإنو بالضرورة يكوف من الشكل    فريدىولم 

         
 :لصد    بتعويض ىذا الحل في الدعادلة 

     
 

 
     

وىكذا أختَاً لصد أنو عندما     لستلفة عن الصفر فإنو يكوف لدينا   إذا كانت 
 .والحل الذي نبحث عنو للمعادلة الدفروضة وحيد       فإف     

فإف معادلة فريد ىولم الدفروضة لذا الحل من الشكل     وبالعكس إذا كانت 
في الحقيقة إف     لنبحث الآف عن حل معادلة فريد ىولم عندما         

 :تكتب على الشكل التالي    معادلة فريد ىولم ضمن الشرط 
               

 

 
                         

 :فنحصل على  إلى   ونكامل من   لنضرب طرفي ىذه العلاقة بػ 
          

 

 
                      

 

 

 

 

 

 
  

 :ليكن
        

 

 
    

لزقق      لاتكوف لشكنة إلا اذا كاف     وىكذا لصد بأف الدسألة الدعالجة من أجل 
 :على الشكل     نستطيع أف نكتب العلاقة . للعلاقة السابقة

                                  
 

 
  

 :فإحيث 
           

 

 
  

                                 :          بفرض أف
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 :لػقق الدعادلة الدتجانسة      إذا ظهر بأف التابع  
                    

 

  
  

λمن أجل     :و ينتج لشا سبق أف الحل يكوففإن     
  ثابت                                         

λ وىكذا لصد من أجل دد غتَ الأسػاسية الدفروضػة للحػل يكوف لذا عفالدعادلة ،   
 :منتهي من الحلوؿ من الشكل

                
 

 :التالية بطريقة التقريب الدتتاليحل الدعادلة التكاملية  :8 تمرين
                    

 

 
  

λحيث ) ضمن شروط التقارب لصد : الحل  :أف(     
                 

 

 
  

 :ومنو لصد
                                      

 

 
          

                                 
 

 
  

 

 
  

                                    
 

 
    

  

  
 

 

 
  

                               
  

  
   

 

 
 

 

 
  

      
  

  
  

  

  
  

 :وىكذا بتكرار العمل لصد
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 (4)تمارين غير محلولة
 :استخدـ شكل الدصفوفات في حل بصلة الدعادلات التالية

   

  
                                          

   

  
                        

 
  

  
                                             

  

  
                    

 
   

  
                            

   

  
                       

 
   

   
                                         

   

   
                       

 
   

  
                                            

   

  
                          

 
  

  
                                                   

  

  
                        

 
  

  
                                                   

  

  
                       

 
  

  
                                            

  

  
                         

 
  

  
                                                 

  

  
                      

 
  

  
                                        

  

  
                         

 
  

  
                                                 

  

  
                    

 

 :عادلات التكاملية التالية الخطيةاستخدـ طريقة التقريب الدتتالي في حل الد:  تمرين
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 فهرس الفصل الثامن   

 515 ..................... (التكاملية الدعادلات - التفاضلية الدعادلات) بصلحل . 8

 الأمثاؿ ذات الدتجػانسػة الخطية التفػاضػلية الدعػادلات لجمػل الخػاصة الحػلوؿ 1.8
 515 ................................................................. :الثابتة

 518 ...................................... :التكاملية التفاضلية الدعادلات 5.8

 515 ..................................... الدعاكس ولابلاس لابلاس برويلات قائمة
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 الفصل الثامن

 (المعادلات التكاملية - المعادلات التفاضلية)جمل حل . 5
 - باستخدام تحويل لابلاس -

ة ذات ػانسػالخطية المتجلية ػاضػادلات التفػل المعػاصة لجمػلول الخػالح 1.5
 :الأمثال الثابتة

بالاعتماد على برويل لابلاس لؽكن إلغاد بعض الحلوؿ الخاصة لجملة معادلات خطية 
 :متجانسة ذات أمثاؿ ثابتة بالشكل

 :وىي الآتية   لرهوؿ   لتكن لدينا بصل الدعادلات بػ 

 

                                   

                                 
                  
                                  

      

 .أعداد              حيث 
 :ولنفرض أننا نريد إلغاد الحل الخاص لجمل الدعادلات الذي لػقق الشروط الابتدائية

                                                         
 أصولاً                      : ابعولنفرض أنو لجميع التو 

 :معادلات الجملة مستخدمتُ الرموز لنطبق برويل لابلاس علىو 
                                              

 :وبالتالي لصد

 

   
 
     

 
           

         
            

          

   
 
     

 
         

         
           

         
                             
   

 
     

 
          

          
           

         

      

  
 :لصد    بإصلاح و 
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ولنأخذ معتُ . لرهولاً   بصلة معادلات جبرية خطية بػ     وبذلك تكوف الجملة     
 : ىذه الجملة

      

            

            

    
            

              

 : قاعدة كرامر لؽكن حساب المجاىيل عندئذ بتطبيق
                     

 :بواسطة العلاقات
       

     

    
         

     

     
           

     

    
  

  ذلك باستبداؿ العمود و        ىو الدعتُ الناتج من الدعتُ        حيث الدعتُ
بناءاً و     الدوجودة في الطرؼ الألؽن من الدعادلات الأختَة  الدشكل من الحدود بالعمود

 :عليو يكوف
       

     

    
           

     

    
                    

 

 :أوجد الحل الخاص لجملة الدعادلات: 1-1-8مثال
                 
                

                : الابتدائيةالذي لػقق الشروط 
 .الحل الخاص الدطلوب لجملة الدعادلات               بفرض :الحل

 :من الدعادلتتُ السابقتتُ بالشكل لنأخذ حسب لابلاس صورة طرفي كل
                                     

                                 
بالإصلاح
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  لزددالجملة
      

       
     

    
               

 :من الشكل       و      والدعينات 

        

 

    
  

 

    
   

   
 

    
           

       

    
  

        
   

 

    

 
 

    

   
 

    
         

  

    
  

 :وحسب قاعدة كرامر ينتج أف
      

  

 
  

       

        
       

  

 
  

  

        
  

 :وبالتالي لصد
         

       

        
 

نفرؽ
     

 

   
 

 
 

    

    
                      

          
  

        
       

 

  
 

 

    
              

 :وبالتالي الحل الخاص الدطلوب ىو
          —             

                 
 

 :أوجد الحل الخاص لجملة الدعادلات :2-1-8مثال
        
         

                    :الذي لػقق الشروط الابتدائية
 :كل معادلة من معادلات الجملة لصدنأخذ برويل لابلاس لطرفي  : الحل

                    

                    
        

بالإصلاح
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حسب كرامر
       

      
  
  

          

        

 

   
    

 

   
    

  
 

   
     

 

   
     

        
 

 

   
   

 
 

   
   

  
 

   
     

 

   
     

 :ومنو ينتج أف
      

  

 
  

 

    
   

 

    
   

    

       
  

      
  

 
  

 

    
   

    

    
 

  

       
  

 :لطرفي الدعادلتتُ     بأخذ 
                         

                              

 :المعادلات التفاضلية التكاملية 1.5

 :لتكن المعادلة التكاملية (:1ً)

                    
 

 

                             
ومن النوع     التي تسمى بدعادلة فولتتَا التكاملية الخطية من النوع الأوؿ إذا كانت 

 .باسم نواة الدعادلة التكاملية       ونسمي التابع  .   الثاني إذا كانت 
 :فإننا لضصل على التكامل                : فإذا كاف

             
 

 
            

ذلك بفرض أف  و      باستخداـ برويلات لابلاس الدطبقة على طرفي الدعادلة التكاملية
 :لصد   لػقق شروط الأصل بالنسبة لػ             كلًا من



 
 (التكاملية الدعادلات - التفاضلية الدعادلات) بصلحل  :الفصل الثامن 519

                                                  
 :ادلة الرمزية للمعادلة التكاملية، ومن ثم لصدبالدع     نسمي

     
       

          
                   

وبإلغاد الأصل أي بإلغاد برويل لابلاس الدعاكس لضصل على حل الدعادلة التكاملية 
 .الدعطاة

 

 :جد حل الدعادلة التفاضلية الآتيةأو  :1-2-8مثال
  

 

 
         

 

 
          

 :بدا أف: الحل
         

 

 
         

 :لابلاس لطرفي الدعادلة التكاملية، فنجدنأخذ الصورة وفق 
      

 

   
                      

     
 

   
 
 

  
      

 

    
  

       
 

     
 

    

لصػػػػػػػػػػػػد
        

  

            
   

     
  

                   

نفرؽ
  

 

 

 

   
 

 

 

   

    
 

 

 

    

      
  
 :للطرفتُ لصد    نأخذ 

  
 

 
              

  
     

  

 
            

 

 :أوجد حل الدعادلة التفاضلية الآتية:2-2-8مثال
              

 

 
         

 :أف بدا: الحل

              
 

 
        

لابلاس
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نفرؽ
   

  

    
 

 

 
      

    للطرفتُ

        

       
  

    
       

 

 
                     

 

 :المعادلات التفاضلية التكاملية (:2ً)
 :ضلية التكاملية التي ىي من الشكليستخدـ برويل لابلاس في حل الدعادلات التفا

   
           

                        
     

 

 
      

                               
دواؿ              دالة لرهولة و      أعداد و             حيث 
 :بالاعتماد على برويل لابلاس وعلى العلاقة. معطاة

   
 

 
                                  

 :ينتج
                                

                         
     

 :روط الابتدائية لدعادلة من الشكلومنو لضصل بعد الأخذ بعتُ الاعتبار الش
      ∅     

 .وبالاعتماد على برويل لابلاس الدعاكس لضصل على الحل
 

 :ادلة التفاضلية التكاملية الآتيةأوجد الحل الخاص للمع: 3-2-8مثال
                  

 
               

 

 
          

                 :الذي لػقق الشروط الابتدائية
 :نكتب الدعادلة بالشكل :الحل

                            
للطرفتُ 
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للطرفتُ   
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  ولابلاس المعاكس قائمة تحويلات لابلاس
 

No.                                

1              
 

   
             

2   
 

    
                

3    
  

      
 

4    
      

      
 

5   
 
    

  

      
 

6    
 
     

 

   
 

7      1 

8     
 

     
             

9       
 

        
 

10        
  

          
 

11       
 

     
 

12       
 

     
 

13        
 

     
 

14        
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15        
   

         
 

16        
      

         
 

17         
   

         
 

18         
      

         
 

19              
    

 
             

20               

21          
 

         
 

22          
   

         
 

23           
 

         
 

24           
   

         
 

25                

26                        

27             
  

   
     

28              
 

 

           

29      

 

 

   
    

 
 

30        
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31       
     

        
 

32         
   

        
 

33         
     

        
 

34               
    

        
 

35               
   

        
 

36 
       

   
 

 

          
 

37 
         

   
 

 

          
 

38 
       

 
   

   

   
 

39 
 

   
   

  

   
     

  
 

40         
  

        
 

41 
    

 
      

 

 

   

 
     

 
        

 

   
   

42                  

43                            

44         
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45                 
 

      
         

 

 

   

 

 .ىو دالة دلتا ديراؾ النبضية     دالة الذايفيسايد، و            : حيث إف
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 الفصل الأول

 العقديالعدد العقدي والمتحول . 1

 :العدد العقدي تعريف 1.1
تسمى   وعددين حقيقيتُ       حيث )     يعبر عن العدد العقدي بالشكل 

نسمي  عندئذ       فإذا كاف       التي بستلك الخاصة ( بالوحدة التخيلية
  والرمز   بالجزء التخيلي لػ         بالجزء الحقيقي بينما نسمي         

 .    يسمى بالدتحوؿ العقدي ويعبر عن أي عنصر من لرموعة الأعداد العقدية  

 مرافق العدد العقدي 1.1
وينتج من ىذا         ىو        العدد العقدي الدرافق للعدد العقدي 

 :التعريف أف
    

 
                   

    

  
                              

 .    ذا كاف إحقيقياً   يكوف العدد العقدي 
 

 :ملاحظات
 :ينتج عن الخاصة الدميزة للعنصر التخيلي أف( 1

                             
 .              : ىو أحد الأعداد العقدية   ىذا يعتٍ أف 

 :يكوف               من أجل عددين عقديتُ  ( 2
          

                  
                 

ىي لرموعة جزئية من لرموعة الأعداد   لؽكن اعتبار أف لرموعة الأعداد الحقيقية ( 3
 .    :مع ملاحظة أف القسم التخيلي معدوماً  أي      أي    العقدية  
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 :العمليات الأساسية على الأعداد العقدية 1.1
لؽكن القياـ بعمليات الأعداد العقدية بنفس الأسلوب الدطبق على جبر الأعداد الحقيقية  

 :بالشكل     بػ    وذلك بعد إبداؿ 
 :الجمع   .1

                                      
 :الطرح  .2

                                      
 :الضرب .3

                                      
          

 :القسمة .4
    

    
 

    

    
   

    

    
 

               

        
  

              

     
 

     

     
  

       

     
  

 :(الطويلة)القيمة المطلقة  1.1
               :تعرؼ بالشكل     القيمة الدطلقة للعدد العقدي 

 

                             :   1-4-1:مثال

 :الأعداد العقدية( أو طويلات)خواص القيم المطلقة  1.1.1
 : أعداد عقدية فإف الخواص التالية لزققة              إذا كانت 

(1 :))Im(||),Re(|| ZZZZ  لأف: )(Im)(Re|| 22 ZZZ  
(2 :)2||. ZZZ  لأف: |||| ZZ  
(3 :)||.|||.| 2121 ZZZZ   أو  ||.....||.|||.......| 2121 nn ZZZZZZ  
(4 :)|||||| 2121 ZZZZ   أو  ||..|||||..| 2121 nn ZZZZZZ  
(5 :)|||||| 2121 ZZZZ   أو  |||||| 2121 ZZZZ  
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 :للأعداد العقدية( الهندسي)التمثيل البياني  2.1
iyxzلؽكن اعتبار العدد العقدي     كزوج مرتب من الأعداد الحقيقية الذي لؽثل

),(بنقطة  yxp  والذي يسمى     في الدستوي
يدعى بالمحور الحقيقي و OXحيث ، بالدستوى العقدي

OY بالمحور التخيلي.  
),(وأيضاً كل نقطة  yxp  من ىذا الدستوى العقدي بسثل

iyxzعدداً عقدياً وحيداً    وينتج من ىذا أف الدرافق
z  لؽثل بالنقطة),(' yxp   بالنسبة لػ   نظتَةOX.   

        ) 1)شكل                                                                      

  :العقديةللأعداد ( الشعاعي)هي تجمالتمثيل ال 3.1
iyxZلؽكن اعتبار أي عدد عقدي     كشعاع

 oنقطة بدئو ىي نقطة الأصل op( كمتجو)
),( ونهايتو ىي النقطة yxp. 

iyxopويسمى أحياناً    بشعاع الدوضع لػلنقطة
),( yxp   2)كما في الشكل (.  

 ) 2)شكل                                                                       
iyxzمن الدستوي العقدي لؽثلو عدداً عقدياً وحيداً  opوبالعكس كل شعاع  . 

 ) 3)شكل                                                                         

  :للأعداد العقدية( المثلثي)الشكل القطبي 4.1
),(إذا كانت النقطة  yxp  بسثل العدد العقدي

iyxz   فإننا لصد أنو بالتحويل للإحداثيات القطبية
 :أف sin,cos ryrx  
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22:     حيث yxiyxzr  
 zبسعة العدد العقدي  وتسمى  zتسمى بالقيمة الدطلقة أو طويلة العدد العقدي

ويرمز لذا بػ   )(tanarg 1

x

y
z   ُوىي الزاوية بتr  والابذاه الدوجب لمحور السينات

OX ،ونكتب العدد العقدي قطبياً بالشكل: 
)sin(cos  iriyxz  

وعادة العبارة  sincos i  تكتب اختصاراً بالشكلcis. 
: حيث يوجد فقط قيمة واحدة للسعة  0zلأي عدد عقدي  20   وىذا

: مثلاً  2لؽكن استخداـ فتًة أخرى طولذا    وأي اختيار لمجاؿ السعة
 .بالقيمة الأساسية وتسمى قيمة  ييسمى بالددى الأساس

 :(موافرو د)نظرية  5.1
 :إذا كاف لدينا

                              
                            

 :       فإف
                                     

  

  
 

  

  
                                  

 :وتعميماً للعلاقة الأولى لصد
                                        

           
               :  وإذا كاف

 :قة تؤوؿ إلى الشكلفالعلا  
                                       

 . موافرو تسمى العلاقة السابقة بنظرية د
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 :جذور الأعداد العقدية  6.1
ىذا يعتٍ       إذا كاف   بأنو الجذر النوني للعدد العقدي     يسمى أي عدد 

     
 

 :عدداً صحيحاً لصد أف  موافر على اعتبار و وباستخداـ نظرية د   
   

 

 
                 

 

   
 

       
     

 
         

     

 
    

                :     حيث
وذلك بفرض أف      من الجذور النونية الدختلفة للعدد العقدي    ىذا يعتٍ أنو يوجد 

   . 

 :(علاقة أويلر)ي للأعداد العقدية الشكل الأس 1..1
التالي يكتب العدد العقدي وب               إف علاقة أويلر ىي 

                                  :بالشكل
 :وسعتو تعطى بالقيمة الأساسية    حيث        وطويلتو  

               
 : ومن أجل بصيع قيم السعة

    عدد  صحيح                                   
 .        ىو العدد        ومرافق العدد  

 

      إذا كاف لدينا العدداف العقدياف  :نتائج
                 

 :فإف      
(1:)              

         
(2:)   

  
 

  

  
            

             فإف          إذا كاف لدينا العدد العقدي  (:3)
 :ريتم العدد السالب والعدد العقديلوغا (:4)

 :عندئذ       حيث   ليكن العدد السالب  
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 :اؾ ثلاثة أشكاؿ للعدد العقدي وىينستنتج أف ىن :نتيجة
                             

 : والسعة                      :حيث
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 (1)محلولة  تمارين
 :برىن أف (:1)

 
    

    
 
 

 
    

    
 
 

  
  

 
 

 

 
  

 :الحل

 
    

    
 
 

 
    

    
 
 

  
  

  
 
 

  
 
 
 

 

 

 
   

 
 
 

   
  

 
 

 

 

     
 

  
 

   
 

  
 

   

    
  

    
  

    
  

     
  

 
     

  

 
  

  

 
 

 

 
  

 

 .ومثل أجوبتك       :أوجد الجذور الخمسة للمعادلة(: 2)
 :الحل

          

     
       

    

                        

                     
                

  

 
   

                
  

 
   

                
  

 
   

               
  

 
    

 (1-1)شكل                                                                 
ونصف قطر الدائرة الدارة   أي أف جذور الدعادلة تقع على رؤوس لسمس منتظم مركزه 

 . برؤوسو يساوي 
 

 . ل الأجوبةومثِ            :  حل الدعادلة (:3)
 :بدا أف :الحل
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باستثناء         ىي نفس جذور الدعادلة  :فإف جذور الدعادلة الدفروضة
 :وبالتالي       جذرا الدعادلة      

      
        
            

      
      

  

 
   

 .              :     حيث
                        
               

 

 
   

                
  

 
   

                    
               

  

 
   

               
  

 
 

  

 

 (2-1)شكل                                                          :وبالتالي
   

 

 
 

  

 
      

 

 
 

  

 
        

 

 
 

  

 
       

 

 
 

  

 
   

 :أي أف جذور الدعادلة الدفروضة
      

 
         

       

 
  

 :احسب قيم التًاكيب التالية  (:4) 
                                                        

                        
              

    

 
           

   

 
   

                       
  
 

 

     
  

 
    

  

   
                         

   
 

 
            

   

 
   

       
   

    
   

           
   

                          
 

 : إف إحداثيات رؤوس مثلث ىي (:5)
                           

 .، واحسب أطواؿ أضلاعوبرىن أنو مثلث متساوي الساقتُ
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 :الحل
                   

                
                  

            :وبالتالي الدثلث متساوي الساقتُ أطواؿ أضلاعو
 

 :المجموعات النقطية التالية  عتُ في الدستوي العقدي  (:6)
                  
         

       
              

      
                  

       
                

  بالتًبيع  
                   

ونصفي قطري دائرتيها       والدنطقة ىي عبارة عن الحلقة الدائرية التي مركزىا النقطة 
           

       
   

   
     

     

     
 

 

 

        
             

         
                        

  
       
                        

  بالتًبيع
   

                   
         
         

    
     

    
      

 .  لرموعة النقاط ىي المحور التخيلي
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إذاً لرموعة النقاط ىي عبارة عن الدستقيم الواصل 

باستثناء القطعة الدستقيمة المحددة     بتُ النقطتتُ 
 (3-1)شكل   .                 بهاتتُ النقطتتُ
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ونصف         فمجموعة النقط ىي عبارة عن النطاؽ الواقع داخل الدائرة التي مركزىا 

 .     قطرىا 
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 .لصد أف لرموعة النقط ىي عبارة عن منحتٍ اللمنسكات
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 :بتًبيع الطرفتُ لصد
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 :بتًبيع الطرفتُ لصد
                                               

                             
               

         
   

  

  
 

  

  
    

    الواقع داخل القطع الناقصلرموعة النقاط ىي النطاؽ 

  
 

  

  
بدا فيها نقاط     

 .القطع
 

   :   فأثبت أف            إذا كاف   (:7)
     

       
 .ىو عدد حقيقي 

       :يكفي أف نثبت أف: الحل
    

     

       
 

           
 

              

                  
 

           

             
  

   
                  

                    
 

                   

                   
  

 
                

                
 

     

      
    

 
 .حقيقي   وبالتالي فإف 
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  :بسط التًكيبتُ التاليتُ واضعاً الجواب بالشكل الجبري (:8)
              

            
 

    

    
                     

 

  
 

      

    
 

 

  
 

   

    
 

 

  
 

           

            
 

 

  
 

   

   
 

     

  
 

    

  
  

 

  إذا كاف   (:9)
           

     
 .                 فاحسب   ،   

 :الحل
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 (1) تمارين غير محلولة
 :بسّط التًاكيب العقدية التالية واكتب الناتج بالشكل الجبري والدثلثي والأسي  -1
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izاحسب الجذور التكعيبية للعدد   -2 31. 
 

 :العقدي المجموعات النقطية التاليةعتُ في الدستوي  -3
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   :أثبت أف -4
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izبفرض أف رؤوس مثلث ىي النقط   -5 611   وiz 212  وiz 243  .
 .احسب أطواؿ أضلاعو. أثبت أف ىذا الدثلث متساوي الساقتُ

 

 :عتُ الإحداثيات القطبية للنقط الدعرفة بالإحداثيات الديكارتية كما يلي -6
 2,2),1,3(),0,3(),5,0( 4321  MMMM 
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 نياالثالفصل 

 العقدية واشتقاقاتها  دوالال.1

  :الدالة العقدية تعريف 1.1
توجػػػد قيمػػػػة واحػػػػدة أو عػػػػدة قػػػػيم بػػػػالدتحوؿ  zإذا كػػػاف لكػػػػل قيمػػػػة للمتحػػػػوؿ العقػػػػدي  -

ونكتػػب  zتكػػوف دالػػة في  wف إعندئػػذ  نقػػوؿ  wالعقػػدي  zfw   ويسػػمى الدتحػػوؿ
z  بالدتحوؿ الدستقل بينما يسمىw بدتحوؿ الدالة  . 
فإننػا  wقيمة واحػدة فقػط للمتحػوؿ الدالػة  zإذا وجدت لكل قيمة للمتحوؿ الدستقل  -

ف إنقػػوؿ  zfw  القيمػػة وإذا وجػػدت أكثػػر مػػن قيمػػة لػػػ  ةدالػػة وحيػػدw  ف إفإننػػا نقػػوؿ
 zfw   دالػػػة متعػػػددة القػػػيم للمتحػػػوؿz  ولؽكػػػن اعتبػػػار الدالػػػة متعػػػددة القػػػيم كتجميػػػع

للػػدواؿ وحيػػدة القيمػػة ويسػػمى كػػل عنصػػر فيهػػا بفػػرع الدالػػة ولؽكػػن أف نعتػػبر عنصػػراً خاصػػاً 
 . فيها كفرع رئيسي للدالة الدتعددة  القيم وقيمة الدالة الدقابلة لذذا الفرع كقيمة رئيسية

 :الدالة العكسية 1.1
إذا كػػاف  - zfw  في  تقابليػػة دالػػةz  ،الصػػورة العكسػػية فػػإف    wfwgz 1 

 الدنػػاظرة تسػػمى بالدالػػة العكسػػية ،wالدتحػػوؿدالػػة في  z الوحيػػدة القيمػػة والػػتي نعتػػبر فيهػػا 
ف فػػػإ وعلػػػى ذلػػػك ،fللدالػػػة  zfw  و wfz 1 منهمػػػا دالػػػة عكسػػػية  يكػػػوف كػػػل

 .للأخرى
إذا كػػػػاف أمػػػػا  - zfw  في  غػػػػامرة دالػػػػةz  ،أو )الصػػػػورة العكسػػػػية تعطػػػػي فروعػػػػاً  فػػػػإف

أو القيمػػة )نسػػميو الفػػرع الرئيسػػي( أو قيمػػة وحيػػدة)عديػػدةً و نقتصػػر علػػى فػػرع واحػػد(قيمػػاً 
  الدالة العكسيةللدالة ، لنحصل على ( الرئيسية wfz 1  للدالة الدفروضة. 

ivuwإذا كاف  -  ( حيػثvu القيمػة في الدتحػوؿ  ةدالػة وحيػد( يكونػاف حقيقيػاف ;
yixz  ( حيػػػػػػػػثyx فإنػػػػػػػػو لؽكػػػػػػػػن أف تكتػػػػػػػػب  (حقيقيػػػػػػػػاف; yixfviu   
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وبالتػػػػػػػػػػالي  yxvv , و yxuu ,   كمػػػػػػػػػػا لؽكػػػػػػػػػػن أف نكتػػػػػػػػػػبireyixz  و
 ieviuw    

  :ةالعقدي دالةتقاؽ الاش 1.1

 :اواستمرارى دالةال نهاية 1.1.1

لػػػػػيكن  zfw   0القيمػػػػػة في جػػػػػوار النقطػػػػػة  ةوحيػػػػػددالػػػػػة معرفػػػػػةً وzz   باسػػػػػتثناء ىػػػػػذه
ىػػػو نهايػػػة  Lف العػػػدد إالنقطػػػة، عنػػػدىا نقػػػوؿ  zf  عنػػػدما تقػػػتًبz  0مػػػنz  وتكتػػػب

  Lzf
zz




lim
0

بحيػػػػػػػػػػػث يكػػػػػػػػػػػوف  موجبػػػػػػػػػػػاً  اً إذا وجػػػػػػػػػػػد عػػػػػػػػػػػدد    Lzf  طالدػػػػػػػػػػػا

 00 zz  حيث   . 
لكػػػػػػػػػػن إذا كانػػػػػػػػػػت zfw   0معرفػػػػػػػػػػةً وبستلػػػػػػػػػػك قيمػػػػػػػػػػة عنػػػػػػػػػػد النقطػػػػػػػػػػةzz   توكانػػػػػػػػػػ 

   0lim
0

zfzf
zz




عندئػػػػذ  تكػػػػوف    zfw 0في النقطػػػػة  مسػػػػتمرةz . وتكػػػػوف الدالػػػػة

 . ستمرة من كل نقطة من ىذا النطاؽم تإذا كان Dمستمرةً في نطاؽ 
 

  :1-2مثال
:                        أوجد قيمة النهاية 
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 :المشتقة 1.1.1
لػػيكن  zfw   0دالػػة معرفػػةً في جػػوار النقطػػةz  مػػن الدسػػتوي العقػػديz نقػػوؿ ئػػذعند ،

عػػن  zf 0قابلػػةً للاشػػتقاؽ في  انهػػإz   إذا كانػػت النهايػػة   

0

0

lim
0

zz

zfzf

zz 





و  معينػػةً  

 عندئذ  نسميها مشتقة الدالة ،  لزدودة zf 0في النقطةz  ونرمز لذػا بػػ 0zf   أو بأحػد
 :الرموز
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 :بأحد الرموز nمن الرتبة  لدشتقة الدالة نرمزبينما 
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 : التحليلية دوالال 1.1
إذا كانػػػت : تعريػػػف zfw   قابلػػػة للاشػػػتقاؽ في كػػػل نقطػػػة مػػػن منطقػػػةR  جزئيػػػة مػػػن

Z  الدسػػػػػتوي العقػػػػػدي XOY ف إفإننػػػػػا نقػػػػػوؿ zf  برليليػػػػػة فيR،  ف إونقػػػػػوؿ zf 
وتكػوف الدالػة برليليػة علػى ،  0zإذا كانت برليلية في جػوار مػا للنقطػة  0zبرليلية في نقطة 

، كمػػا لؽكػػن أف تكػػوف الدالػػة برليليػػة في منطقػػػة كانػػت برليليػػة في كػػل نقطػػة منػػومػػنحن إذا  
RD   إذا كانت برليليةً في الدنطقةR  على الدنحتٍ المحيط بهذه الدنطقةو . 

 : ية في نطاؽلكي تكون الدالة تحليلالشرطان اللازمان  1.1.1
إذا كانػػػت   :نظريػػػة  ivuzfw   برليليػػػة في نطػػػاؽR  مػػػن الدسػػػتوي العقػػػديZ 
 XOYالآتيتاف( رلؽاف-كوشي)تي فإف معادل : 
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لزققتػػػاف في كػػػل نقطػػػة  yx  -كوشػػػي)وبػػػالعكس إذا كانػػػت معػػػادلاتي ، Rمػػػن النطػػػاؽ ,
لزققتػػاف والدشػػتقات الجزئيػػة الػػواردة فيهػػا مسػػتمرة في كػػل نقطػػة ( رلؽػػاف yx فػػإف  Rمػػن ,

الدالة  zf  برليلية فيR  ومشتقتها zf  : التالية الصيغ بإحدى يعبر عنهالؽكن أف  '
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بػػتُ أف الدالػػة  :2-2مثػػال  zzzf .2  غػػتَ قابلػػة للاشػػتقاؽ في أيػػة نقطػػة مػػن الدسػػتوي
Z العقدي XOY؟ 
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vuنلاحػػػػػظ أف  قابلتػػػػػاف للاشػػػػػتقاؽ في كػػػػػل نقطػػػػػة  ; yx  Zمػػػػػن الدسػػػػػتوي العقػػػػػدي ,
 XOYولصد أيضاً أف : 
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 2222 3,3 

غػػػتَ لزققتػػػتُ إذاً الدالػػػة غػػػتَ برليليػػػة وبالتػػػالي غػػػتَ قابلػػػة ( رلؽػػػاف -كوشػػػي)وبالتػػػالي معػػػادلتي 
 .Zللاشتقاؽ في أي نقطة من الدستوي العقدي 

 

قطبيػػػػػاً نبػػػػػدؿ الإحػػػػػداثيتتُ ( رلؽػػػػػاف-كوشػػػػػي)للحصػػػػػوؿ علػػػػػى معػػػػػادلتي  :ملاحظػػػػػة yx ,

بالإحداثيتتُ  ,rفنجد أف : 
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 : التوابع التوافقية 1.1.1
vuإذا وجدت الدشتقات الجزئية الثانية لكل من  yxنسبة لػػ بال ; وكانػت مسػتمرة في  ;

Z من الدستوي العقدي  Rنطاؽ ما  XOY فإننا لصد أف : 
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وينتج من ىذه الشروط أف كلاً من الجزئيتُ الحقيقػي والتخيلػي لدالػة برليليػة لػققػاف معادلػة 
 :لابلاس الديكارتية الآتية
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 : حيث
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عػػػػػادة بدػػػػػؤثر لابػػػػػلاس والػػػػػدواؿ  2ويسػػػػػمى الدػػػػػؤثر  yxu و  , yxv المحققػػػػػة لدعادلػػػػػة  ,
 . Rنها توافقية في إتسمى بالدواؿ التوافقية ويقاؿ  Rلابلاس في نطاؽ ما 

 :لابلاس بالصيغة القطبية استنتاج معادلات 1.1.1
 :بالصيغة القطبية لصد( رلؽاف-كوشي)انطلاقاً من معادلتي 
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بدا أف الدشػتقات الجزئيػة لػػ yxu و , yxv  ،Z موجػودة ومسػتمرة في الدسػتوي العقػدي ,
 :أي
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بتعويض  3 في 1 و 2 لصد: 
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 :طريقة لضصل على الدعادلة الثانيةوبنفس ال
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122 :بتُ أف الدالة: 3-2مثال  yxu  توافقية في الدستوي العقدي ؟ 
yx تحولتُالدإف الدالة الدفروضة ىي كثػتَة حػدود بػ :الحل فهػي معينػة ومسػتمرة وقابلػة  ;

 : ية مستمرة في كل نقطة من الدستوي، ونلاحظ أفللاشتقاؽ ومشتقاتها الجزئ
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 :وبالتالي فإف
022
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 . توافقية في الدستوي العقدي uإذاً 
إذا كانت الدالة  -  ivuzf   برليلية في منطقةR  من الدستوي العقدي فإف

vuالدالتتُ   : لصد( رلؽاف-كوشي)من معادلاتي وذلك لأنو . Rتوافقيتاف في الدنطقة   ;
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 : شتقات الجزئية مستمرة فرضاً فإفوبدا أف الد
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 :ومنو لصد
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vuنسػػمى كػػلاً مػػن الػػدالتتُ   uمرافقػػةً توافقيػػة للأخػػرى ونسػػتطيع إذا أعطينػػا أحػػدلعا  ;
بحيث تكوف الدالة  vمثلًا أف لصد مرافقتها التوافقية  ivuzf   برليلية وذلػك بواسػطة

 . (فرلؽا-كوشي)تي معادل
 

  :برىن أف الدالة: 4-2مثال
1 yxu 

بحيػػػػػػػث تكػػػػػػػوف الدالػػػػػػػة  vتوافقيػػػػػػػة في الدسػػػػػػػتوي العقػػػػػػػدي، وأوجػػػػػػػد الدرافقػػػػػػػة التوافقيػػػػػػػة لذػػػػػػػا 
  ivuzf   برليلية ثم عبر عن zf  بدلالةz . 

yx كثػػػػتَة حػػػػدود بدتحػػػػولتُ  uنلاحػػػػظ أف  :الحػػػػل فهػػػػي مسػػػػتمرة وقابلػػػػة للاشػػػػتقاؽ  ;
نقطة  ومشتقاتها الجزئية مستمرة في كل yx  : من الدستوي العقدي ونلاحظ أف ,
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 . توافقيةً في الدستوى العقدي u وىذا يعتٍ أف
 : نلاحظ أف( رلؽاف-كوشي) تيمن معادل
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 : الدعادلة الثانيةومن 
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 : وبالتالي
     Cyxiyxivuzf  1 

برليليػػػػة في كػػػػل نقطػػػػة  yx مػػػػن الدسػػػػتوى العقػػػػدي ولإلغػػػػاد عبػػػػارة , zf  بدلالػػػػةz  نضػػػػع
0;  yzx  في عبارة zf فنجد : 

          iCZizfCziZzf  111 

 : الشاذةالنقاط  2.1
نسػػمي النقطػػة الػػتي عنػػدىا  :تعريػػف zf  دالػػة غػػتَ برليليػػة بالنقطػػة الشػػاذة للدالػػة zf 

 . د أنواع لستلفة من النقاط الشاذةوتوج
 

azإذا كانت  :النقطة العادية   لػ  غتَ شاذةنقطة zfw   0وأمكن إلغاد عددb 
bazبحيث لا بروي الدائرة    الواقعة فيR لػ  على أية نقطة شاذة zfw   ،

azفنقوؿ     نقطة عادية للدالة zfw   في الدنطقةR . 
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 :العقدية الابتدائية دوالدراسة ال 3.1

 : كثيرات الحدود 1.3.1
  :نسػػمي الػػدواؿ مػػن الشػػكل  n

nzczczcczf  .....2

بكثػػتَات حػػدود مػػن  210
,,....,0،حيػػػػػػػث nالدرجػػػػػػػة  10 nccc و ثوابػػػػػػػت حقيقيػػػػػػػة أو عقديػػػػػػػةn  عػػػػػػػدد صػػػػػػػحيح

nإف خػػواص ىػػذا الدالػػة ىػػي كخػػواص الدالػػة . موجػػب

n zc  التحليليػػة مػػن أجػػل بصيػػع قػػيم
1n: مشػػتقتها ىػػيو  zتحػػوؿ الد

nznc  وبالتػػالي كثػػتَة الحػػدود zf  دالػػة برليليػػة أيضػػاً مػػن
 :في الدستوي العقدي ومشتقتها تعطى بالعلاقة zأجل نقاط الدتحوؿ 

  1

21 ......2'  n

nznczcczf 

 :الكسور 1.3.1

: نسػػػػػمي الدالػػػػػة  
 
 zQ

zP
zf   حيػػػػػث zP و zQ   كثػػػػػتَتي حػػػػػدود لا يوجػػػػػد بينهمػػػػػا

نلاحػػػػظ أف ىػػػػذه الدالػػػػة برليليػػػػة مػػػػن أجػػػػل بصيػػػػع نقػػػػاط ، جػػػػذور مشػػػػتًكة بالدالػػػػة الكسػػػػرية
الدستوي العقدي ما عدا النقاط التي تنعدـ من أجلها  zQ. 

 :مستقيمات ونقاط التفرع 1.3.1
ليكن : تعريف zfw  0القيم نقوؿ عن النقطة  ةدالة متعددz من الدستوى العقدي 

Z  XOY، نها نقطة تفرع لػ أw إذا برقق الشرط التالي: 
إذا رسمنػػا منحنيػػاً بسػػيطاً مغلقػػاً موجهػػاً بعكػػس دوراف عقػػارب السػػاعة لػتػػوي داخلػػو النقطػػة 

0z  ولا لػتػػػوي علػػػى أيػػػة نقطػػػة شػػػاذة لفػػػروعw  وأخػػػذنا علػػػى ىػػػذا الدنحػػػتٍ نقطػػػة بػػػدءa 
دما تعػود النقطػة يغػتَ قيمتػو عنػ wفػإف  0wفي ىػذه النقطػة قيمػة ابتدائيػة  wحيػث يأخػذ 

z  إلى النقطةa بعد دورة كاملة واحدة فقط. 
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نرسػم خطػاً مسػتقيماً يصػل الدبػدأ ولؽتػد ( أي وحيدة القيمػة)في نفس الفرع  wولكي تبقى 
أف تتخطػػػاه لتػػػتم دورة   zحػػتى اللانهايػػػة في أي ابذػػػاه كػػػاف ونعتػػػبره حػػػاجزاً لا لؽكػػػن للنقطػػػة 

 .wالتفرع لػ  (أو مستقيم)كاملة ويسمى ىذا الخط بخط 
 

zwنقطة تفرع لػ  0zأثبت أف : 5-2مثال ؟ 
علػػى الػػدائرة  aولنأخػػذ النقطػػة     نرسػػم دائػػرة حػػوؿ الدبػػدأ نصػػف قطرىػػا يسػػاوي  :الحػػل

 :على الدائرة لصد أف zفإذا كانت النقطة  معينة بالزاوية 
  i

k

kii ezweez 2

2

2






  
في نقطة البدء تكوف  zوإذا كانت    ويأخذw قيمة ابتدائية وىي:i

k

ew 2

2
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وبعد دورة كاملة حوؿ الدبدأ تصبح  2  ويأخذw قيمة نهائية ىي: 

00
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wewew i
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 .ىي نقطة تفرع لو 0zغتَ قيمتو أي انتقل من فرع إلى الفرع الآخر فإف  wوبدا أف 

يغػتَ  wفػإف  aدورة ثانيػة حػوؿ الدبػدأ عائػدة إلى النقطػة  zونلاحظ أنو إذا دارت النقطة 
قيمتو مرة ثانية ويصبح   00 www   أي أنو قد عاد إلى الفرع الأوؿ وبػذلك يكػوف

 .فرعاف فقط zللتابع الدتعدد القيم 
الأوؿ يتعػػػػػتُ بالدتًاجحػػػػػة  2  والثػػػػػاني بالدتًاجحػػػػػة 42  

نرسػم خطػاً مسػتقيماً يصػل الدبػدأ ولؽتػد ( أي وحيدة القيمػة)في نفس الفرع  wولكي تبقى 
أف تتخطػػػاه لتػػػتم دورة   zنقطػػػة حػػػتى اللانهايػػػة في أي ابذػػػاه كػػػاف ونعتػػػبره حػػػاجزاً لا لؽكػػػن لل

 .wالتفرع لػ  (أو مستقيم)كاملة ويسمى ىذا الخط بخط 
 

zwىي نقطة تفرع لػ  0zأثبت أف : 6-2مثال ln؟ 
 :بدأ كما في الدثاؿ السابق ولنضعلنرسم دائرة حوؿ الد: حلال

   ikzeez iki  2ln2   
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: يكػػوف aعػػدد صػػحيح وفي نقطػػة البػػدء  kحيػػث   kizw 2ln0    وبعػػد دورة
: قيمػػػة نهائيػػػة ىػػػي wكاملػػػة يأخػػػذ   iwkiw  222 0   وىكػػػذا لصػػػد أف

w  0أصبح على فرع آخر لو فالنقطةz نقطة تفرع لػw. 
مػػن فػػرع إلى فػػرع آخػػر بحيػػث لا يعػػود أبػػداً إلى  wنلاحػػظ أف كػػل دورة حػػوؿ الدبػػدأ انتقػػل 
عػػدد غػػتَ منتػػو مػػن الفػػروع والفػػرع الخػػاص لػػػ  zlnنفػػس الفػػرع فيوجػػد للتػػابع الدتعػػدد القػػيم 

zln  الػػػذي يكػػػوف فيػػػوzln كػػػوف عػػػدداً حقيقيػػػاً عنػػػدما يz  عػػػدداً حقيقيػػػاً موجبػػػاً يسػػػمى
:   ويتعتُ (zlnالفرع الرئيسي لػ ) 20;||lnln  izz. 

nz ة الجذري دالةال 1.3.1
1

: 

 نسػػػمي الدالػػػة   nzzf
1

  حيػػػثn بالجػػػذر النػػػوني للمتحػػػوؿ عػػػدد صػػػحيح ،z  وىػػػذه
 :، ولإلغاد ىذه القيم نفرضقيمة لستلفة n الدالة ذو

    ninzf sincos   حيػػث  sincos irz   ( مػػوافرو د)وحسػػب نظريػػة
 :وذلك على اعتبار أف  nzfz  ومنو لصد: 

    ninirz n sincossincos  
 :ومن ىذه العلاقة ينتج أف

n

k

n




2
    ;

1

nr 
 : وبالتالي

  






 





n

k
i

n

k
rzf n  2

sin
2

cos 

2,1,0,...,1وىػػػػذا يعطػػػػي مػػػػن أجػػػػل   nk ،n  قيمػػػػة لستلفػػػػة للدالػػػػة zf  موزعػػػػة علػػػػى
nلزػػػيط دائػػػرة مركزىػػػا مبػػػدأ الإحػػػداثيات ونصػػػف قطرىػػػا  r.  ونسػػػمي قيمػػػة zf  الدوافقػػػة

للدالػػة ( فػػرع الرئيسػػيأو ال)بالقيمػػة الرئيسػػية  0kللقيمػػة  zf  0ونسػػمي النقطػػةz 
، ولذػذا (أو نقطػة تفػرع الدالػة)ة الجبريػة التي تأخذ حولذا الدالة قيمها الدختلفة بالنقطة الحرجػ

 :تعطى بالعلاقة لذا ، رئيسيةقيمة ك ةثللش zلجذر النوني للمتحوؿ ادالة فإف 
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 :في الإحداثيات القطبية أف( رلؽاف-كوشي)وىذه الدالة برليلية إذ لصد بتطبيق شرطي 
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Z ىػػػػذا يعػػػػتٍ أف الدالػػػػة برليليػػػػة في الدسػػػػتوي العقػػػػدي  XOY  الػػػػذي حػػػػذؼ منػػػػو المحػػػػور

 : مشتقتهاو (  0rلعدـ برقق الشرطتُ عند ) 0rأي من أجل  X0الحقيقي 
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 :الدالة الأسية 2.3.1
 :ىػػي دالػػة مػػن الشػػكل   zezf  ولتعيػػتُ القسػػم الحقيقػػي والتخيلػػي لذػػذا الدالػػة نعػػوض 

iyxz بالدساواة    فنجد: 
   yiyeeeeezf xiyxiyxz sincos.   

 :حيث
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 :لأف ،برليلي zeأف الدالة ( رلؽاف -كوشي)بتطبيق شرطي  ولصد
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 :نفس خاصة الدالة الأسية الحقيقية، ونلاحظ أفأي أف للدالة الأسية العقدية 
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 : أف 2,1,0n.....,ولصد من أجل 
zinz ee  2 

دالة دورية ولذا دور بزيلي ىو  zeأي أف الدالة  i2. 

 :التابع اللوغاريتمي 3.3.1
zw :نسػػػػػػمي  ln  باللوغػػػػػػاريتم الطبيعػػػػػػي للمتحػػػػػػوؿiyxz   وىػػػػػػو معكػػػػػػوس الدالػػػػػػة

wez :الأسية  لحقيقي والتخيلي لذذ الدالة نكتبولتعيتُ القسم ا: 
 kvzrereeez uiivuw 2,||   

 :ومنو يكوف
    kirkizivuz 2ln2||lnln  

حيث  ,....2,1,0 k أي التًكيب متعدد القيم. 
ruنلاحظ أف الدشتقات الجزئية للجزء الحقيقػي  ln  والتخيلػيv  موجػودة ومسػتمرة

 :وىي
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Z فالدالػػػة برليليػػػة في الدسػػػتوي  XOY  الػػػذي حػػػذؼ منػػػو المحػػػور الحقيقػػػيoX  أي مػػػن
 ( 0rلعدـ برقق الشرطتُ عند ) 0rأجل 

 :و الدائرية القطبية الدوال 4.3.1
 : وجدنا أف



 
 واشتقاقاتها العقدية دواؿال: الفصل الثاني 522

 

 

2
,

tan

1
cot,

cos

1
sec,

sin

1
csc,

cos

sin
tan

2

1
sin

2

1
cos

sincos

sincos

zzzz

iziz

iziz

iz

iz

ee
chz

z

ee
shz

z
z

z
z

z
z

z

z
z

ee
i

z

eez

zize

zize































 

thz
z

chz
zh

shz
zh

chz

shz
thz

1
coth,

1
sec,

1
csc,  

 :إلى القطبي وبالعكس حسب العلاقاتولؽكن الانتقاؿ من الدائري 
   
    zizishshzizi

zzichchzzi

sinsin

coscos



 
 

، يكػػوف أيضػػاً كػػل مػػن zىػػو دالػػة برليليػػة مػػن أجػػل بصيػػع قػػيم  izeبدػػا أف الدالػػة : ملاحظػػة
zz sin,cos  برليلية أماzz tan,sec  فهي برليلية مػن أجػل بصيػع قػيمz  إلا تلػك الػتي

zzوكػػذلك  zcosتعػػدـ  cot,csc  تكػػوف برليليػػة مػػن أجػػل بصيػػع قػػيمz  إلا تلػػك الػػتي
 .zsinتعدـ 

 :القطبية و الدائرية العكسية الدوال 5.3.1
الػػذي حػػذؼ منػػو مسػػتقيما التفػػرع النابذػػاف عػػن  zبرليليػػة في الدسػػتوى  وتكػػوف ىػػذه الػػدواؿ

 :بالشكل نقطتي التفرع في كل حالة الدميزة لذذه الدواؿ
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 :الدالة الكسرية ذات البسط والمقام التحليلين 6.3.1
التي تعدـ الدقاـ دوف البسط  zباستثناء النقاط الشاذة لقيم  zوىي برليلية في الدستوى 

 .(عدـ التعيتُ)لوبيتاؿ للتأكد من إزالة الشذوذ قاعدةأما إذا انعدما معاً فتستخدـ 
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 (1)محلولة تمارين
 

 :بتُ متى تكوف الدالة: (1) 
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ما عدا النقطة   ىذا يعتٍ أف الدالة تقبل الاشتقاؽ في بصيع نقاط المجموعة 
iz 01  لدينا             وبالتالي فهي مستمرة في: 
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 :التالية غتَ برليلية وبتُ متى تكوف قابلة للاشتقاؽ أثبت أف الدواؿ: (2)
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vuإف الدشتقات الجزئية لػ : الحل  :موجودة ومستمرة في كل مكاف ,
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 وبالتالي الدالة zf1  غػتَ برليليػة لأنػو لا يوجػد نطػاؽ لػػوي الدسػتقيمxy   تكػوف فيػو
xyالدشػػتقة موجػػودة ولكنهػػا تقبػػل الاشػػتقاؽ مػػن أجػػل بصيػػع نقػػاط الدسػػتقيم    وتكػػوف

 :مشتقتها
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    yvyuyiyivuzfii sin,cossincos: 2   
vuإف الدشتقات الجزئية لػ   :موجودة ومستمرة في كل مكاف ,
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0cos,0sinتكػػوف لزققػػة عنػػدما ( رلؽػػاف-كوشػػي)إف شػػرطي   yy  وىػػذا غػػتَ لشكػػن
 فالدالػة zمن أجل أي نقطة في الدستوي  zf2  غػتَ برليليػة وغػتَ قابلػة للاشػتقاؽ في أي

 .zنقطة من الدستوي 
 

 :أثبػػت أف الدالػػة: (3) 22ln yxu   توافقيػػة ثم أوجػػد مرافقتهػػاv  بحيػػث تكػػوف الدالػػة
  ivuzf   برليلية ثم عبر عن zf  بدلالةz: 

 :الحل
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 .برقق معادلة لابلاس التفاضلية الديكارتية فهي دالة توافقية uوبالتالي فإف الدالة 
 :بحيػػػػث تكػػػػوف vولتعيػػػػتُ مرافقتهػػػػا التوافقيػػػػة   ivuzf   مػػػػن شػػػػرطي . دالػػػػة برليليػػػػة

 :لصد( رلؽاف -كوشي)
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بػ  yو zبػ xنبدؿ  0 فنجد : 
  iczzf  2ln 

 

في الإحػػػػػػداثيات القطبيػػػػػػة ثم بػػػػػػتُ أف التػػػػػػابعتُ ( رلؽػػػػػػاف-كوشػػػػػػي)أوجػػػػػػد معػػػػػػادلات :  (4)
 الحقيقيتُ 
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 : قيقي والتخيلي للدالة التحليليةلعا الجزءاف الح
    ivurefzf i   

ثم أوجد  zf  بدلالةz. 
: لتكن الدالػة :الحل     yxivyxuzf ,,   بالانتقػاؿ إلى الإحػداثيات القطبيػة,r 
 :حيث sin,cos ryrx   بالتالي لصد أفو: 

      ,, rivruzf  
 :حيث

        sin,cos,,sin,cos, rrvrvrruru  
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 :ديكارتياً لصد( رلؽاف-كوشي)وباستخداـ 
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 .قطبياً ( رلؽاف -كوشي)معادلات 
vuنبرىن أف التابعتُ   :قطبياً ( رلؽاف-كوشي)الدفروضاف لػققاف شرطي  ,
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أوجد الدالة التحليلية دوماً :  (5) zf التي برقق الشروط: 
       ififyyxzf 260,01,343'Re 22  

 : الحل
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   2223634 232223  xyyyxixyxyxzf 
 :فنجد أف 0بػ  y كلو  zبػ  x نبدؿ كل

  iizzzf 262 23  
 

 :التالية  عتُ نطاؽ برليلية كل من الدواؿ: (6)
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 :النقاط الشاذة للدالة الأولى ىي جذور الدعادلة

011 333
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 :د ثلاث نقاط شاذة لذذه الدالة ىيوبالتالي يوج
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00والنقاط الشاذة للدالة الثانية ىي حلوؿ الدعادلة  4  zz 
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باسػتثناء  zبرليليػة في الدسػتوى  wوبالتػالي الدالػة  1zونقاط التفرع للدالة الثانية ىي 
 .مستقيمي التفرع والنقاط الشاذة

   22ln; 2  zzwii  
0222: رع لذذه الدالة ىي حلوؿ الدعادلةنقاط التف  zz 

    izizizz  111011 222 
 :مستقيمي التفرعء باستثنا zبرليلية في الدستوى  wوبالتالي 
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 :نقاط التفرع للدالة اللوغاريتمية ىي حلوؿ الدعادلة
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 : الجذرية العامة ىي حلوؿ الدعادلةونقاط التفرع للدالة 
011 2  zz 

 .باستثناء مستقيمات التفرع zالدالة برليلية في الدستوى و 
 

ichzie :أوجد الجذور بصيعها في الدعادلات التالية: (7) z  ,4 
 :الحل
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 :لرموعتاف من الحلوؿ لعاالي توجد وبالت
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zw: وجد فرع الدالةأ: (8)   التي تأخذ القيمةiw   1في النقطةz 
 :الحل
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3ما ىي صورة نصف الدستوي العلوي بواسطة فرع التفرع  :9 zw   الػذي تأخػذ النقطػة
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 (1)تمارين غير محلولة
 :الاستمرارية

 :   ادرس استمرارية الدواؿ الآتية عند النقطة  : (1)

      
     

   
     

      

                              
     

    
     

      

   

      

      

     
     

      

                     
        

 

 
      

      
   

 

 :المشتقات
 :أوجد قيمة الدشتقة عند النقطة المحددة للدواؿ العقدية الآتية: (2)

a)                  النقطة  عند    . 
b)              النقطة  عند       . 
c)                         أي قيمة لػ  عند . 
d)              النقطة  عند    . 
e)                 النقطة  عند     . 
f)                النقطة  عند    . 

 

 :علاقات كوشي ريمان
 ىل الدواؿ العقدية الآتية برليلية أـ لا ؟: (3)

1.           
2.                         
3.                     
4.                      
5.               
6.           
7.              
8.                    
9.                    
10.                           
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 :وال التوافقيةالد
: ىػػػل الػػػدواؿ الآتيػػػة توافقيػػػة وإذا كػػػاف جوابػػػك نعػػػم، أوجػػػد الدالػػػة التحليليػػػة الدتوافقػػػة: (4)

                    . 
1.          2.        
3.        4.              
5.              6.            
7.            8.            

 

 :علاقة لابلاس
 .علاقة لابلاس                     ىل برقق الدالة : (5)
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 فهرس الفصل الثالث

 591 ........................ التكاملية كوشي وصيغ ةىنمبر و  العقدية التكاملات. 1

 591 ........................................... :العقدي الخطي التكامل 1.1

 595 .................................................... :كوشي ةىنمبر  5.1

  591.…….………………:الدسار عن ةالتحليلي دالةال تكامل استقلاؿ 1.1
 591 ............................................. :التكاملية كوشي صيغ 1.1
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 الفصل الثالث

 ة وصيغ كوشي التكامليةىنر مبالعقدية و التكاملات . 1

 :التكامل الخطي العقدي 1.1
 : و و طرؽ حسابوتعريف
أي الدوراف )منحنياً مستوياً لزدداً و صقيلاً جزئياً و موجهاً بالابذاه الدوجب  Cليكن
 : و لتكن الدالة العقدية( معاكساً لدوراف عقارب الساعةCعلى 

      ivuyxivyxuzf  ,, 
 :ىو Cعلى الدنحتٍ  الدالة هلذذ العقدي إف التكامل الخطي .Cلىةً عمستمر 

         
CCCC

yduxdviydvxduydixdviuzdzf 
أي أنو يتألف من لرموع تكاملتُ خطيتُ حقيقيتُ على منحن موجو و لعا موجوداف لأف 

 zf لىع الدالةC وبالتالي جزئيو الحقيقيu و التخيليvعلى مستمرافC. 
 :ملاحظات

أف يكوف مفتوحاً أو مغلقاً،و نرمز للتكامل على منحن مغلق Cلؽكن للمنحتٍ  (1
بالرمز  dzzf

C

. 

مستقلاً عن  التكاملترتبط بدسار الدكاملة ، ولا يكوف  العقدي التكاملقيمة  (2
 .الدسار إلا ضمن شروط خاصة

إف )إف ىذا الدنحتٍ لا لؽكن أف يقطع أي مستقيم من مستقيمات تفرع الدالة (3
 .عليها ةغتَ مستمر  الدالةإذاً (وجدت

 : خواصو
إذا كانت    zfzg . Lطولو C منحن ف  للتكامل علىاقابلت مستمرتاف و فادالت ,

mbaلتكن   :نورد فيما يأتي أىم الخواص.Cثلاث نقاط على,,
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C C C

dzzgdzzfdzzgzf:)1 
( A  ثابت : حيث )    

C C
dzzfAdzzAf ;:)2   

    
b

a

a

b

dzzfdzzf:)3

 
  
mbaحيث )  (C  نقاط على,,

  ;||:)5 MLdzzf
C

 

حيث)  Mzf || 0وM ثابت وL ٍطوؿ الدنحتC (. 

 : ة كوشيىنر مب 1.1
لتكن  zf  دالة برليلية في منطقة ماR  وكذلك على لزيطهاC  ،عندئذ  يكوف : 

  
C

dzzf 0 

مشػتقة في كػل  لذػا أي)برليليػة دالػةال في الحالة الػتي تكػوف فيهػا نظراً لتعقيد البرىاف: البرىان
فإننا نكتفػي ببرىػاف الدبرىنػة في الحالػة الخاصػة الػتي نكػوف فيهػا (Rنقطة من  zf  مسػتمرة

 :لدينا.Rعلى 
       1.2.3 

CCC
yduxdviydvxdudzzf 

 :مستمرة و ىي لدالةالأولى ل بدا أف الدشتقة
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vuفينػػتج أف الدشػػتقات الجزئيػػة الأولى للػػدالتتُ  مسػػتمرة، ولؽكػػن تطبيػػق مبرىنػػة غػػرين في  ,
التكػػػػاملتُ الخطيػػػػتُ الحقيقيػػػػتُ  الدػػػػوجهتُ في الطػػػػرؼ الألؽػػػػن مػػػػن علػػػػى كػػػػل مػػػػن  الدسػػػػتوي
 1.2.3لنحصل على: 

   2.2.3ydxd
y

v

x

u
iydxd

y

u

x

v
dzzf

C R R
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كػػن لو  zf  برليليػػة فيR  ُأي أف الدشػػتقات الجزئيػػة الأولى للػػدالتتvu  معػػادلتي برقػػق ,
فينعػػدـ التكػػاملاف في الطػػرؼ الألؽػػن مػػنRفي كػػل نقطػػة مػػن ( رلؽػػاف -كوشػػي) 2.2.3 و

 .ينتج الدطلوب
 :نتائج

 :لدالة تحليلية المنحنيات المتكافئة(:1ً
:                         إف    

C C

zdzfdzzf

1

 

في الدنطقػػة المحاطػػة بهػػذين  برليليػػة لدالػػةأي أنػػو لؽكػػن الانتقػػاؿ مػػن مػػنحن إلى لآخػػر مػػا داـ ا
الدنحنيتُ  1CC  1ويدعى, CC  في ىذه الحالة بالدنحنيتُ الدتكافئتُ لػ zf 

 :تعميم النتيجة السابقة
 :اراستقلال تكامل الدالة التحليلية عن المس(:2ً

لتكن  zf  دالةً برليليةً في منطقة بسيطةR  وليكنC  منحنياً مفتوحاً واقعاً بساماً في
R  ُويصل بتُ النقطتتba عندئذ  التكامل  ، , 

C

zdzf  مستقل عن الدسارC أي 

:                     أف         

b

a

b

a aFbFzFzdzf 

حيث  zF الدالة الأصلية لػ zf. و بعبارة أخرى يتم حساب التكامل العقػدي في ىػذه
 . حقيقية لدتحوؿ حقيقيلػسب  التكامل المحدد لدالة  الحالة كما

 :صيغ كوشي التكاملية 1.1
 تإذا كان zf منحنياً  برليليةً علىC مستوياً لزدداً و صقيلًا جزئياً و موجهاً بالابذاه

نقطة داخل  aوداخلو و (معاكساً لدوراف عقارب الساعةCأي الدوراف على )الدوجب 
C  ،فإف: 
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 تعطػػي بينمػػا مػػن الدسػػتوي العقػػدي ،ة مفروضػػة في نقطػػالػػة الد قيمػػة الأولىة صػػيغال و تعطػػي
 ، و ذلػػك عنػدما نعلػػم قيمػػة في تلػك النقطػػة الػػةالد ذهة النونيػػة لذػشػػتقالد الثانيػػة قيمػةة صػيغال

 .على منحن  مغلق  لػيط بالنقطة الةالد

 :نتيجة 1.1
ىػػو شػػرط كػػاؼ  لوجػػود  الاتصػػاؿ، لدالػػة عقديػػة في منطقػػة بسػػيطة الأولى ةإف وجػػود الدشػػتق

 .واستمرار بصيع الدشتقات الأعلى رتبة في كل نقطة داخلية في ىذه الدنطقة
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 (1)محلولة تمارين 
 :احسب التكامل (:1)

C

dzzI  :في الحالتتُ التاليتتُ ||2

)(i: C ىػػػػػػو الدربػػػػػػع الػػػػػػذي رؤوسػػػػػػو النقػػػػػػاط:        1,0,1,1,0,1,0,0 CBAo ، والدوجػػػػػػو
 (.بعكس دوراف عقارب الساعة)بالابذاه الدوجب 

 ii :C  1ىي الدائرة|| z  (. بعكس دوراف عقارب الساعة)والدوجو بالابذاه الدوجب 
 :i)( :الحل

 
  idydxdzyxyxz  ;|| 22
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222  

     

(1)شكل                                                               
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 ii:  من أجل بصيع نقط الدائرةc يكوف لدينا: 

           1||,2,0

;1||

2



zdiedz

ezz

i

i

 



     

  0
2

0

2

0

 



  ii edeiI                                                                (2)شكل            

احسب التكامل (:2) 




i

dzixyxI

1

0

2 

 i : ُإذا كاف منحتٌ الدكاملة ىو القطعة الدستقيمة الواصلة بتُ النهايتت. 
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 ii  : 0إذا كاف منحتٌ الدكاملة يتألف من الدستقيمy  1يليو الدستقيمx. 
 iii : 0إذا كاف منحتٌ الدكاملة يتألف من الدستقيمx  1يليو الدستقيمy. 
 :الحل i:الدالة :  2ixyxzf   ٌمستمر على الدنحتC  المحدود والصقيل

 .موجود Iوالدوجو فالتكامل 
 (3)شكل                :يكوف لدينا Cمن أجل بصيع نقاط الدنحتٌ 

   
 dxidz

xiixxiyxzxxy
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 ii الدالة :  2ixyxzf   ٌمستمر على الدنحتC  المحدود والصقيل جزئياً والدوجو
 :موجود Iفالتكامل 

 (4)شكل                                                                                            
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 iii: ةالدالػػػػػ :  2ixyxzf   ٍمسػػػػػتمر علػػػػػى الدنحػػػػػتC  ًالمحػػػػػدود والصػػػػػقيل جزئيػػػػػا
 :موجود  Iفالتكامل 

 (         5)شكل                                                              
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 :احسب التكامل(: 3)
c

zdzI ln  حيثzln  ىو التعيتُ الرئيسي للدالة

||1ىو الدائرة  Cاللوغاريتمية  و z ُفي الحالتت: 
 a : 10نقطة البداية ىي النقطة z. 
 b : 10نقطة البداية ىي النقطة z والدوراف بعكس عقارب الساعة. 

 :الحل a :ةالدال    zzf ln مستمرة من أجل بصيع نقاط الدستوى العقدي باستثناء
إلى آخر الدستوى العقدي فحتى  0zنقط مستقيم التفرع الدنطلق من نقطة التفرع 

 ةتكوف الدال zf  ٍمستمرة على الدنحتC  10الذي بدايتو z  نأخذ مستقيم التفرع
 ةوبالتالي الدال oXالدنطبق على الجزء الدوجب من المحور  zf  مستمرة من أجل بصيع

 :نقط الدنحتٍ
  2,0,:}1{  iezc                (6)شكل 

irz: ىو يتُ الرئيسي للدالة اللوغاريتميةوالتع  lnln 
 : يكوف Cومن أجل بصيع نقاط الدائرة 
  izdiedzez ii ln, 
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 b : نأخذ مستقيم التفرع منطبق على الجزء السالب من المحورoX الدالة ف
  zzf ln  من أجل بصيع نقط الدنحتٍ ةمستمر: 

 [,[::}1{ iezc               (7)شكل 
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: احسب التكامل (:4) 




C

dz
zz

z
I

52

4
2

|1|2ىو الدائرة  Cحيث    iz 

 والدوجهة بالابذاه الدوجب؟
 :النقاط الشاذة للدالة الدكاملة ىي حلوؿ الدعادلة: الحل

  izizzz 21441052 222  
izللدالة الدكاملة نقطة شاذة وحيدة ىي  و 21 ٌتقع داخل الدنحتC. 

                  
(8)شكل
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 ابسػػػطه ةوبالتػػػالي لػػػدينا تكامػػػل دالػػػة كسػػػري 

iz

z
zf

21

4




  دالػػػة برليليػػػة علػػػى وداخػػػل

azومقامػػو مػػن الشػػكل  Cالدنحػػتٍ    حيػػثia 21  ٍوالدنحػػتC  لزػػدود وصػػقيل
 :مغلق وموجو فحسب صيغة كوشي التكاملية الأولى

   iI
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iiifI 23
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 :احسػػػػػػػب التكامػػػػػػػل(: 5) 
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cos36   حيػػػػػػػثC  3ىػػػػػػػو الػػػػػػػدائرة|| z 

 والدوجهة بالابذاه الدوجب ؟
               :الحل
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ثم نضػػػػػرب الطػػػػرفتُ بػػػػػػ  1Aفنجػػػػد  1بػػػػػػ  zثم نعػػػػػوض عػػػػن  1zنضػػػػرب الطػػػػػرفتُ بػػػػػ 
 22z  ثم نعوض عنz  بػ 2  3فنجدC : 
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ونلاحػظ بسػط كػل  Cوىػي واقعػة داخػل الدنحػتٍ  2,1النقاط الشػاذة لدالػة الدكاملػة ىػي 
تكامل مػن ىػذه التكػاملات ىػو دالػة برليليػة دومػاً والدقػاـ مػن الشػكل   1


n

az  ٍومنحػت
 :فحسب صيغ كوشي التكاملية لصد أف لزدود وصقيل ومغلق وموجو cالدكاملة 
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: احسػب التكامػػل (:6)




 dxxeI x .2cos
الدالػػة وذلػػك بعػػد مكاملػػة  2 

2zezf  

 :(9)بالشكل الدبتُ Cعلى الدنحتٍ 
   (9)شكل                                           : الحل

لدالة ا 
2zezf   ٍبرليلية على وداخل الدنحتC لق والدوجػو المحدود والصقيل جزئياً والدغ

 :بحسب نظرية كوشي يكوف 
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 :دلص tعندما     نأخذ النهاية من العلاقة 

  










 
e

xdxedxxixee xx 
 2cos002sin2cos0

22 

 :احسب التكامل (:7)
c

dzzI 2 
 

(12)شكل
 

 :في الحالتتُ التاليتتُ 
 1 C 1ىو الدائرة|| z  والدوجهة بالابذاه الدوجب. 
 2 C  1|1ىو الدائرة| z والدوجهة بالابذاه الدوجب . 

: الحل 1- الدالة :  2zzf   ٍمستمرة عل الدنحتC  المحدود والصقيل والدوجو
موجود من أجل بصيع نقط الدائرة  Iفالتكامل  0,1C فيكوف لدينا: 

     ii ezezz  (11)شكل      ||222,0:1
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 2- الدالة:  2zzf   ٍمستمرة على الدنحتC  المحدود والصقيل والدوجو فالتكاملI 
 :فيكوف لدينا Cموجود من أجل بصيع نقط الدائرة 
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: احسب التكامل(: 8)
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||2الدائرة  Cحيث    z  والدوجو

 الابذاه الدوجب؟ب
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 (1)تمارين غير محلولة
 

 :احسب قيمة كلًا من التكاملات التالية ، بعد التأكد من وجود كل  منها: بسرين
 : احسب قيمة التكاملتُ .1

     

       
  

 

 
       و  

 

 
الدائرة  ىو  حيث إف  

     . 
 

     : احسب قيمة التكامل. 5
 

    
   

        
 

 
الدائرة  ىو Cحيث إف   

         . 
 

 : احسب قيمة التكامل .1
 

           
  

 

 
    الدائرة  ىو  حيث إف  

 

   
أو  

    
 

   
 .     أو  

 

 : قيمة التكاملاحسب . 1
   

        
  

 

 
أو       الدائرة  ىو Cحيث إف  

 .        أو          
 

         : احسب قيمة التكامل .5
  

 

 
أو       الدائرة  ىو Cحيث إف   

 .       أو         
 

 : احسب قيمة التكامل. 2
  

        
 

 
 .     الدائرة  ىوCحيث إف   

 

 : احسب التكامل. 2
    

        
  

 

 
 :الدستطيل ىو Cحيث إف   

                            
 

   
. 
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 الرابعالفصل 

 (Series)المتسلسلات . 1
ة على صورة متسلسلات لدراسة بسثيل الدواؿ التحليلي أساساً  فصللطصص ىذا ال

لدعالجة  مبسطةً  قاً ائات تبتُ لنا وجود مثل ىذا التمثيل كما أننا سنعطى طر ىنمبر وسنبرىن 
 .الدتسلسلات

                                     والمتسلسلات اتمتتاليال تقارب 1.1
، إذا كاف لكل  من الأعداد الدركبة نهاية              : ة اللانهائيةلياتف للمتإيقاؿ 

 :بحيث     ، يوجد عدد صحيح موجب    عدد حقيقي موجب  
     طالدا               

مهما    والتفستَ الذندسي لدفهوـ النهاية، ىو أنو لؽكننا دائماً اختيار عدد صحيح موجب 
ة قريبة قرباً كافياً تتاليمن ىذه الد     ، حيث     كاف كبتَاً بحيث تكوف بصيع النقط

 . وكيفما نشاء من النقطة 
نهاية لابد وأف تكوف ة ما نهاية، فإف ىذه التتاليسنتًؾ للقارئ برىاف أنو إذا كانت لد

نها تؤوؿ إأو )            ة تقاربية متتالييطلق عليها   ة التي لذا نهاية تتاليوحيدة، والد
 :، بأف نكتبونعبر عن ذلك رمزياً (  إلى 

                           
 .           ة تباعديةمتتالية التي ليس لذا نهاية تسمى تتاليوالد

 

 :فإف       و                       إذا كاف : 1-1-4:  نةمبرى
                            

 :إذا وفقط إذا كاف
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    ط ر ثم نبرىن برقق الش    نفرض أولا صحة  نةبرىالد ثباتلإ :الشرط اللازـ:ثباتالإ
يوجد عدد صحيح موجب    ىفإنو لكل عدد حقيقي موجب معط    للشرط   وفقاً 
  :بحيث   

   –       –       طالدا      
 :لكن

   –       –       –              –      –       –      
 :بالضرورة نتجوىذا ي

   –                       –       
 :وبالعكس.الدطلوب استيفائها    وىذه الشروط      لجميع 

نعلم أنو لكل عدد حقيقي موجب     ف صحة الشروط لنفرض الآ :كافيالشرط ال
 :بحيث      يوجد عدداف صحيحاف موجباف   معطى 

   –    
 

   
           طالدا        

   –    
 

   
             طالدا        

 :وعليو فإف
   –    

 

   
                 –    

 

   
  

 :لكن،       أكبر العددين الصحيحتُ    حيث      طالدا كاف 
        –            –       –    

–   ومن ثم فإف   .الدطلوب برققو    والشرط      طالدا       
 :يقاؿ للمتسلسلة اللانهائية

                 
الجزئية  ة المجاميعمتتاليإذا كانت   عدد مركب أنها تؤوؿ إلى العدد    حيث كل من 

    ىو لرموع   ف إفي ىذه الحالة نقوؿ   تقاربية ونهايتها              
  :ة اللانهائية قيد البحث ونعبر عن ذلك بأف نكتبلالدتسلس
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 فإننا نستنتج أف أي متسلسلة تقاربية لاة تقاربية تكوف وحيدة متتالياية أي ف نهإوحيث 
 .لؽكن أف يكوف لذا أكثر من لرموع

 .إذا لم تكن تقاربية           نها تباعدية إيقاؿ لدتسلسة لانهائية 
 

       و                       إذا كاف :2-1-4:  نةمبرى
 :فإف

      
                 

 
      

                         
     

 :فالآ ظنلاح    من الدتسلسة   لرموع الحدود الأولى التي عددىا    ليكن :ثباتالإ
                    

  :حيث
      

 
                         

 
                 

وعلى ضوء العلاقة             :  متحقق إذا وفقط إذا كاف    ف فالشرط الآ
 :إذا وفقط إذا كاف فإف ىذا الشرط يكوف متحققاً السابقة  نةالدبرىعن  فضلاً     

                                               
لعا المجاميع     و     ف إرطاف متكافئاف وحيث ش    و    وىذا يعتٍ أف الشرطتُ 

 .نةبرىالدنا تأثبفإننا نكوف بذلك قد     الجزئية للمتسلسلتتُ الواردتتُ في 
سنجد أنو من الدلائم في كثتَ من الحالات   أف لرموع متسلسة ما ىو العدد  ثباتلإ

      والباقي   بعد حدود عددىا           استخداـ ما نطلق عليو الباقي 
  :تيمعرؼ كالآ

           
ة متتاليلنهاية  الأوؿللتعريف  وعليو فإنو وفقاً                  : لاحظ أف

  :وجود إذا وفقط إذا كاف    يكوف للنهاية 
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تقاربية  يالبواق ةمتتاليإذا وفقط إذا كانت   وعليو فإف لرموع متسلسلة تقاربية ىو العدد 
 .ونهايتها الصفر

ومتسلسلات . الدتغتَات الدركبة ريةظنفي  ىاماً  نشتَ ىنا إلى متسلسلات القوى تلعب دوراً 
 :القوى ىي متسلسلات على الصورة

            
  

     
 :أو

         
  

     
ىو أي عدد مركب داخل منطقة   مركبة وحيث ( ثوابت)أعداد          حيث 

والمجاميع  سنرمز لكل من المجموع.  معينة لدثل ىذه الدتسلسلات التي تشتمل على متغتَ 
 .على التعاقب                  بالرموز يالجزئية والبواق

 1-1-1:تمارين
 : التي حدىا العاـة تتاليبرىن بطريقتتُ لستلفتتُ تقارب الد -1

       
     

  
  

 

في   لكل    لعا الدقياس والقيمة الأساسية لسعة العدد الدركب           ليكن -2
ة تتالية تقاربية وبأف الدمتتالي             ة تتاليبتُ أف الد (1)تمرين ال

 .متتالية تباعدية             
 

 :لبرىاف أف      استخدـ الباقي  -3
    

    
 

   
  

 .      مركب بحيث عدد ىو أي   حيث      
 

ومن ثم         حيث       ضع  (3)تمرين الفي الصيغة الدعطاة في  -4
 :برىن أف
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 .ة ما نهاية فإف ىذه النهاية تكوف وحيدةتتاليبرىن إذا وجد لد -5
 

       إذا كاف  -6
   : فبرىن أف    

     
    . 

 
       إذا كاف  -7

          : فبرىن أف    
    . 

 
فإنو يوجد عدد حقيقي              ة متتالياية للىو نه  ن إذا كاف ىبر  -8

 . لجميع        بحيث   موجب 
 :بحيث   لاحظ أنو يوجد عدد صحيح موجب : قتًاحا

                       
 .    طالدا كاف 

 

وكاف              ة التقاربية متتاليللنهاية   برىن أنو إذا كاف  -9
 .     فإف   لجميع        

 بحيث    يستلزـ وجود عدد صحيح موجب      لاحظ أف الفرض : اقتًاح
 ستخداـ الدتباينةاومن ثم      طالدا كاف              

طالدا كاف        للحصوؿ على التناقض بأف                 
    . 

 متسلسلة تايلور  1.1

 .تايلور ةىنمبر ألا وىي ، ات ىذا البابىنمبر ف واحدة من أىم الآنبرىن 
   مركزىا التي    ع نقاط داخلية الدائرة يدالة برليلية لجم  لتكن : 1-2-4 ةىنر مب

  :يكوف   خلية افي د  عند أي نقطة    ونصف قطرىا 
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طالدا كاف      وىذا يعتٍ أف متسلسة القوى أعلاه متسلسلة تقاربية لرموعها 

          . 

 
 1-4: الشكل

   حوؿ النقطة      ىو متسلسلة تايلور للدالة     الدعطى بالصيغة      مفكوؾ 
التفاضل والتكامل في مبادئ علم ونشتَ إلى أف ىذا الدفكوؾ ىو متسلسة تايلور الدعروفة 

 .بصيع حدود الدفكوؾ أعدادا حقيقيةذلك عندما تكوف و 
         إذا كاف    في داخلية الدائرة   نعتبر أي نقطة ثابتة  ةىنبر لبرىاف الد

   ونصف قطرىا    مركزىا    أي نقطة على الدائرة   إذا كانت .     فإف 
نقطة في   ف إحيث  (1-4: شكل)           : فإف        حيث 

لؽكننا استخداـ صيغة  داخليتها فإنوو    برليلية لجميع نقاط الدائرة   وإف    داخلية 
  :وعليو يكوف، تكامل كوشي

     
 

   
 

      

   

 

  
               

  :فموجهة في الابذاه الدوجب الآ   حيث 
 

   
 

 

             
 

 

    

 

               
  

 :يكوف  يساوي  لا  نو لأي عدد مركب إوحيث 
 

   
               

  

   
  

  :فإننا لضصل على
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 :وعليو فإف
    

   
 

    

    
 

    

       
         

    

       
      

    

    

            
      

   
. في الابذاه الدضاد لعقارب الساعة موجهاً    ف كل حد من ىذه الحدود حوؿ نكامل الآ

واستخدامنا      على  -بعد إجراء ىذه التكاملات-إذا قسمنا كلا من طرفي الدعادلة 
 :تية للتكاملعن الصيغ الآ فضلاً     الصيغة 

 

   
 

      

         

 

  
 

 

  
                              

 :فإننا لضصل على
                          

          

      
      

    

                       
 :حيث

      
       

   
 

      

            

 

  
                

 :يكوف          و         ف إحيث 
                          

    فإف الصيغة    على      لتكوف القيمة العظمى للدالة   وعليو فإذا أخذنا 
 :تعطى

        
  

  
 

       

        
  

    

    
 

 

  
 
 

  

 ف إ وحيث

  
 :فإف      

               
من حدود الطرؼ الألؽن   تكوف نهاية لرموع    في داخلية   وعليو فإنو عند أي نقطة 

  إلى اللانهاية ومعتٌ ىذا أنو إذا كانت   وذلك عندما تؤوؿ      ىو     للمعادلة 
يلها بدتسلسلة لؽكن بسث      :فإف   نصف قطرىا و    برليلية في داخلية دائرة مركزىا 

 :تايلور على الصورة
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 .         : عندما
 :فإننا لضصل على متسلسلة ماكلورين     وفي الحالة الخاصة التي يكوف فيها 

           
       

  
   

                    
 .      : عندما

 : ملاحظات وأمثلة 1.1
فإف متسلسلة تايلور حوؿ    دالة برليلية لجميع نقط داخلية دائرة مركزىا   عندما تكوف 

تكوف تقاربية بكل تأكيد ولرموعها      والدمثلة بالطرؼ الألؽن من معادلة   حوؿ 
اج إجراء اختبار تقارب في داخلية ىذه الدائرة وىذا يعتٍ أننا لالضت  لكل نقطة      

يتها ة تايلور تبتُ أف ىذه الدتسلسلة تقاربية ونهاىنمبر وفي الواقع فإف . للمتسلسلة
   وأقرب نقطة    نصف قطرىا ىو الدسافة بتُ و    داخل دائرة مركزىا       ىي

أف ىذه الدائرة ىي أكبر دائرة مركزىا  لاحقاً  وسنبتُ، ليليةغتَ بر  تكوف عندىا الدالة 
في   لجميع النقاط      تكوف نهايتها اخليتها ىذه الدتسلسلة تقاربية و تكوف في د   

 .داخليتها
في ىذه الحالة         في الدثاؿ الأوؿ سنعطي مفكوؾ ماكلورين للدالة 

  برليلية عند كل نقطة    ف إحيث و           وبالتالي            
 :فإننا لضصل على

      
  

  
 
                 

 .     عندما 
 :يصبح    حقيقية فإف الدفكوؾ   حظ أنو عندما تكوف لا

      
  

  
 
     

 :بنفس الطريقة لؽكننا إثبات أف  وىذه الدفكوؾ صحيح لأي عدد حقيقي 
              

     
     

       
               

 .     عندما 
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 .     عندما 
             

     
     

       
               

 .     عندما 
                 

     
   

     
               

 .     عندما 
 :تي الذي لؽكن الحصوؿ عليو بسهولةخر لدتسلسلة ماكلورين ىو الدفكوؾ الآآومثاؿ 

 

    
           

                 

 .      عندما
 :في ىذا الدفكوؾ فإننا لضصل على  بدلا من    وضع ب

 

                

 

   

             

 .      عندما
لنا  يعطى    فإف الدفكوؾ      بوضع       طالدا         وذلك لأف 

 : ىو أساس ىذه الدتوالية أي أف  الذندسية اللانهائية حيث ( الدتسلسلة)الية تلرموع الدت
              

 

   
            عندما      

  :ىي          فإف مشتقات الدالة    عندما يكوف 
                                            

ومنو لصد أف متسلسلة تايلور لذذه الدالة حوؿ                  عليو فإف و 
  :ىي     

 

   
              

                     

 ف الدالة إوحيث 

   
    فإف الدفكوؾ الدعطى بالدعادلة     برليلية عند كل نقطة  

 .       طالدا  يكوف صحيحاً 
  :خر سنوجد مفكوؾ الدالةآكمثاؿ 
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يوجد متسلسلة  السالبة سواء لاحظ أنو لاالدوجبة و   في صورة متسلسلة بروي قوى 
    ذلك لأف ىذه الدالة ليست برليلية عند الدعطاة أعلاه و      ماكلورين للدالة 

معادلة )        لغاد متسلسلة ماكلورين للدالة إومن ناحية أخرى فقد أمكننا 
 :لصد أف        وعليو فإنو عندما يكوف (    

    

     
  

 

  
                 

 
 

  
 

 

   
               

  1-3-4:تمارين
       :أثبت أف -1

      

  
 
 .       عندما          

 

  :أثبت أف -2
 (أ)

 

  
                

 .         عندما    :     
 (ب)

 

  
  

 

  
  

 

 
       

          
   

 
    

 .        عندما :
 

 .     حوؿ النقطة      أوجد متسلسلة تايلور للدالة  -3
 

 .    حوؿ النقطة       أوجد متسلسلة تايلور للدالة  -4
 

متسلسلة       ما ىي أكبر دائرة تكوف في داخليتها متسلسلة ماكلورين للدالة  -5
؟ اكتب الحدين في داخلية ىذه الدائرة  لجميع النقاط       ذات نهاية تقاربية و 

 .لدتسلسلةالأوليتُ غتَ الصفرين من ىذه ا
 

 :فبرىن أف        إذا كاف  -6
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للحصوؿ على بسثيل     في متسلسلة ماكلورين       استخداـ التعويض  -7
وذلك عندما     في صورة متسلسلة تقاربية في قوى     للدالة 

لاحظ أنو يتعتُ أف تكوف نتيجتك متفقة مع متسلسلة تايلور         
 .الفقرةمن نفس     الدذكورة في الدعادلة 

 

وكذلك شرط صلاحية ىذا     في الدفكوؾ       استخداـ التعويض  -8
في بصيع القوى السالبة         الدفكوؾ لتحصل على مفكوؾ لو وجود للدالة 

 .     ذلك لجميع و   للعدد الدركب 
               : الإجابة    

            . 
 

 : فبرىن أف    إذا كاف  -9
        

  
 

 

  
 

  

  
 

  

  
 

   

  
    

 

 : للدالة أوجد بسثيلاً  -12
     

 

          
  

الدوجبة والسالبة وذلك     بروي قوى      على صورة متسلسلة تقاربية نهايتها 
           التي برقق   لجميع النقاط 

            :الإجابة
  

      
   

        

    
 
    

 متسلسلة لوران  1.1
وكانت    إذا كاف الدركز مشتًؾ لذاتتُ الدائرتتُ ىو . دائرتتُ متحدتي الدركز      لتكن 

ة لوراف تنص ىنمبر  فإف (2-4انظر الشكل)      بحيث       انصاؼ أقطارلعا 
 :على
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عند كل نقطة من و       دالة برليلية على كل من   إذا كانت : 1-1-4:ةىنر مب
يكوف لذا عند كل      فإف الدالة ، طقة الحلقية بتُ ىاتتُ الدائرتتُنقاط داخلية الدن

 : تيكوؾ الآفقة بسثيل على صورة الدمن نقاط ىذه الدنط  نقطة 
        

 
         

   
  

       
 
                 

  :حيث
   

 

   
 

      

         

 

  
                                    

   
 

   
 

      

          

 

  
                                  

  .بذاه مضاد لدوراف عقرب الساعةافي  مع مراعاة أف مسار كل من التكاملتُ موجهاً 

 
 2-4: الشكل

وعند     دالة برليلية على   إذا كانت . لسابقة نطلق عليها متسلسلة لورافالدتسلسلة ا
كيفما نشاء وفي   صغتَاً    فإنو لؽكن جعل    من نقاط داخلية    كل نقطة لاتساوي 

  إذا كانت            عندما صحيحاً     ىذه الحالة يكوف الدفكوؾ 
 :وداخليتها فإف الدالة   برليلية عند بصيع النقاط 

           
     

–ذلك لأف وعند بصيع نقاط داخليتها و    تكوف برليلية على الدائرة        
    ويؤوؿ بذلك الدفكوؾ ، ىي الصفر    عليو فإف قيمة التكامل الدعطى بالصيغة و 

 . إلى متسلسلة تايلور
           ف الدالتتُ إحيث و 

           و     
برليليتاف عند     

مغلق  منحتٍفإنو لؽكن استخداـ               بصيع نقط الدنطقة الحلقية



 
 (Series)تسلسلات الد: الفصل الرابع  119

 للتكامل بديلاً  حوؿ ىذه الحلقة وموجها في الابذاه الدوجب ليكوف مساراً   بسيط 
 :لذلك فإف متسلسلة لوراف لؽكن كتابتها على الصورة ووفقاً        للمسارين 

        
 
          

                                  
 :حيث

   
 

   
 

      

         

 

 
                                 

ت ينعدـ في بعض الحالات الخاصة وعلى سبيل الدثاؿ وبطبيعة الحاؿ فإف بعض ىذه الثواب
 :فالدالة

     
 

       
                  

حتُ        في ىذه الحالة يكوفو      حيث     لذا مفكوؾ على الصورة 
أي   التي يكوف فيها     مع الصيغة  وىذا متفق بساماً ، تنعدـ بقية الثوابت الأخرى

 . وموجها في الابذاه الدوجب     مغلق بسيط لػوي النقطة  منحتٍ
لؽكن الحصوؿ عليها بطرؽ أخرى لاتستخدـ فيها     الثوابت التي لصدىا في الدفكوؾ 

 : سبيل الدثاؿ فكل من الدفكوكتُ ىعلو     الصيغة 
  

  
 

 

  
 

 

 
  

 

  
 

 

  
 

  

  
                     

 
   

     
 

    
 
                      

تفرد مثل ىذين  لاحقاً وسنرى    لؽكن الحصوؿ عليو من مفكوؾ ماكلورين للدالة 
 .    منهما ىو متسلسلة لوراف عندما  وعليو فإف كلاً ، التمثيلتُ

  :نقطة من الدنطقة الحلقية فإف  أنو إذا كانت  ف لبرىاف النظرية نلاحظ ابتداءً الآو 
     

 

   
 

      

   
   

 

   
   

      

   

 

  

 

  
                

الخاصة بصيغة تكامل كوشي و  سابقاً ىذه الدعادلة صحيحة على ضوء الدلاحظات الواردة 
 .دود الدوجهة لنطاؽ متعدد التًابطالتي يكوف فيها مسار التكامل ىو الح

موجهة في الابذاه   حوؿ النقطة   ولتبياف التفصيلات في حالتنا الخاصة ىذه نعتبر دائرة 
إذا  (2-4 :شكل)واقعة بأكملها داخل النطاؽ الحلقي   وبحيث تكوف ، الدوجب
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في صورتها الأعم والتي تشمل الدواؿ التحليلية  (ويجورس -كوشي) ةىنمبر  فاستخدمنا الآ
 :في منطقة مغلقة داخليتها نطاؽ متعدد التًابط فإننا لضصل على

 
      

   

 

  
  

      

   

 

  
  

      

   

 

 
    

         ىي (  الذي مساره )لصيغة تكامل كوشي فإف قيمة التكامل الثالث  ووفقاً 
 . متحققة    ومنو لصد أف الدعادلة 

فإننا لؽكن أف نكتب الدالة الدكاملة في التكامل الأوؿ ، تايلور ةىنمبر استًشاد ببرىاف 
 : على الصورة    من الدعادلة    ) حوؿ)

    

   
 

    

    
 

    

       
         

    

       
      

    

      
     

            
  

  :فإننا نلاحظ أف    خر من نفس الدعادلة أمابالنسبة للتكامل الآ
 

 

   
 

 

             
 

 

    

 

  
    
    

             

 : الدتساوية ومنها لضصل على
 

    

   
     

 

    
  

    

        

 

       
    

 
 

    

          

 

       
 

 

       
            

   
              

 :كتب من جديد بالشكلت    عادلة الدوعليو فإف 
                             

          
  

    
    

       
   

  

       
       

 :وحيث    ،    أعداد مركبة تعطيها الصيغتاف        حيث 
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تؤوؿ إلى       ف لإثبات أف الآ        فإف          إذا كاف 
إلى اللانهاية اتبع نفس الخطوات الدناظرة والتي اتبعت في استخلاص   الصفر عندما يؤوؿ 

 :فإف   على        ىي القيمة العظمى لقيم الدالة   نظرية تايلور إذا كانت 
        

    

    
 
  

 
 
 

  

بهذا يكتمل برىاف إلى اللانهاية و   نؤوؿ إلى الصفر عندما يؤوؿ       ومنو نرى أف 
 . لوراف ةىنمبر 

 خواص أخرى للمتسلسلات  2.1
 :إذا كانت الدتسلسلة

   
 
              

فإننا نعلم أف كلا من ، متسلسلة تقاربية          من الأعداد الدركبة 
 :الدتسلسلتتُ

   
 
                 

 
                

نا أف الشرط اللازـ لتقارب متسلسلة لا نهائية حدودىا قلولدا . متسلسلة تقاربية تكوف
إلى اللانهاية ومنو   إلى الصفر عندما يؤوؿ   وأف يؤوؿ الحد الذي رتبتو ىأعداد حقيقية 

 :ومن ىذا لصد أف الشرط ، من الصفر   تقتًب 
                          

اربية من ومن ذلك يتضح أف حدود أي متسلسلة تق    لتقارب الدتسلسلة  لازـ 
بحيث   لزدودة بدعتٌ أنو يوجد عدد حقيقي ثابت  لرموعةالأعداد الدركبة تكوف 

 . لجميع الأعداء الدوجبة        
  :مطلقة التقارب بدعتٌ أف متسلسلة الأعداد الحقيقية    فرض أف الدتسلسلة ن

      
         

    
  

     
من  ختبار الدقارنة لدتسلسلات الأعداد الحقيقية أف كلاً اف من تقاربية يتضح لنا الآ تكوف

 :الدتسلسلتُ
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لدا  تكوف مطلقة بالتقارب و     عليو فإف كلا من الدتسلسلتتُ تكوف متسلسلة تقاربية و 
كاف التقارب الدطلق لدتسلسلة أعداد حقيقية يستلزـ بالضرورة تقارب الدتسلسلة نفسها 

تكوف متسلسلة تقاربية لكننا نعلم أف تقارب     فإننا نستنتج أف كلا من الدتسلسلتتُ 
من ذلك يتبتُ لنا أف التقارب الدطلق     يعتٍ تقارب الدتسلسلة     الدتسلسلتتُ 

 . بالضرورة تقارب الدتسلسلة نفسها تلزـلدتسلسلة أعداد مركبة يس
 

ة بساما كنتائج ىنبر وىذه الد. ىامة خاصة بتقارب متسلسلات القوىة ىنمبر ف الآ ثبتسن
 :من الشكل طبيقها على متسلسلة القوى العامةلؽكن ت، تأتي في السياؽ أخرى عديدة

   
 
         

   
وبرىاف الحالة العامة       تكوف فيهااف النظرية في الحالة التي ىولكننا سنكتفي ببر 

ىو في الأساس نفس البرىاف الدستخدـ ىنا ذلك أف الكثتَ من النتائج التي لضصل عليها 
 .في بعض الصيغ  من  بدلاً       لؽكن تعميمها بدجرد وضع 

  متسلسلة القوى :ةىنر مب 3.1
      

             
برقق   تكوف مطلقة التقارب لكل قيمة للعدد الدركب        التقاربية عند 
         . 

    ة الحدود لرموعا كانت الدتسلسلة تقاربية فإف لد
تكوف لزدودة وعليو يوجد عدد   

 :نكتب بحيث  حقيقي موجب 
     

                           
 

  
         حيث                

            
   

 

  
 
 

       
ىي متسلسلة ىندسية      ف فالدتسلسلة التي حدودىا ىي الأعداد الحقيقية الدوجبة الآ

عليو لؽكننا استخداـ اختبار الدقارنة في نظرية الدتسلسلات و     ذلك لأف تقاربية و 
 :ذات الحدود الحقيقية لنستنتج أف الدتسلسلة
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 . نكوف قد استكملنا برىاف النظرية وبهذا، تقاربيةمتسلسلة 
ة السابقة أنو توجد دائرة مركزىا نقطة الأصل بحيث تكوف داخليتها ىنبر يتضح لنا من الد

أكبر دائرة مركزىا نقطة الأصل بحيث تكوف و     منطقة تقارب لدتسلسلة القوى 
ة التقارب ها تسمى دائر تقاربية عند كل نقطة من نقاط داخليت    الدتسلسلة 

   لؽكن أف تكوف تقاربية عند أي نقطة  وبطبيعة الحاؿ فإف الدتسلسلة لا. لمتسلسلةل
ذلك وفقا للنظرية السابقة التي تنص على أنو إذا كانت الدتسلسلة خارج ىذه الدائرة و 

اخلية دائرة مركزىا نقطة الأصل فإنها تكوف تقاربية عند كل نقطة من د   تقاربية عند 
 .وىذا لؼالف تعريفنا لدائرة التقارب   النقطة مارة بو 

  .فإننا لضصل على الدتسلسلة    في      بالنقطة   إذا استبدلنا 
         

  
                   
فإنها    تقاربية عند     الدناقشة السابقة تبتُ لنا على الفور أنو إذا كانت الدتسلسلة 

الدارة و    في داخلية الدائرة التي مركزىا   أف تكوف مطلقة التقارب عند كل نقطة لابد و 
 ىذا يعتٍ أنها مطلقة التقارب عندما و    بالنقطة 

                
 :وبنفس الطريقة إذا كانت الدتسلسلة

 
  

       
 
     

في خارجية   فإنها تكوف بالضرورة مطلقة بالتقارب عند كل نقطة      تقاربية عند 
ىي    وىذا يعتٍ أف خارجية دائرة ما مركزىا .   الدارة بالنقطة و    الدائرة التي مركزىا 

  .منطقة تقارب ىذه الدتسلسلة

 التقارب المنتظم 4.1
      ولتكن        ىي الدائرة    لتكن 

      متسلسلة قوى حوؿ    
التي نطاؽ تسلسلة لتعريف الدالة التالية و نستخدـ ىذه الد   تقاربية لجميع نقاط داخلية 

 :تعريفها ىو
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 :     ف دالة الباقي التالية والدعرفة على نفس نطاؽ تعريف سنعتبر الآ
                   

              
والذي لػقق الدتباينة   ف متسلسلة القوى التقاربية عند أي قيمة ثابتة للعد الدركب إوحيث 

يؤوؿ إلى الصفر لدثل ىذه القيمة للعدد الدركب       فإننا نعلم أف الباقي        
   ىذا يعتٍ أنو لأي قيمة معطاة للعدد الدركبإلى اللا نهاية و   ذلك عندما يؤوؿ و   

  لأي عدد حقيقي موجب  مناظراً    يوجد عدد صحيح موجب        بجيث 
 :بحيث

     طالدا                                      

         بحيث   إذا أخذنا  يكوف متحققاً     وبطبيعة الحاؿ فإف الشرط 
 .       و

يناظره قيمة مفردة   ومن ناحية أخرى فإنو لؽكننا برىاف أف أي عدد حقيقي موجب 
بغض النظر عن القيمة الدختارة للعدد  متحققاً     يكوف معها الشرط    لستارة للعدد 

وفي مثل ىذه الحالة التي لضن بصددىا          في القرص الدائري الدغلق   الدركب 
وليس على أي اختيار معتُ   يعتمد فقط على    نا للعدد والتي يكوف فيها اختيار 

 . في ىذه الدنطقة منتظماً  يسمى التقارب تقارباً ، في الدنطقة الدعطاة  للنقطة 
 في نلاحظ         ولبرىاف التقارب الدنتظم لدتسلسلة القوى أعلاه في الدنطقة 

 :يكوف    بحيث     أنو لأي عددين موجبتُ  البداية
      

              
             

  
    

         
  

             
 :إلى اللا نهاية ىي الباقي  ونهاية المجموع الأختَ عندما يؤوؿ 

                
                               

     
نعلم و      عندما     من متسلسلة القيم الدطلقة لحدود الدتسلسلة  حداً   بعد 

نلاحظ      تكوف مطلقة التقارب عندما     من نظرية البند السابق أف الدتسلسلة 
  يؤوؿ إلى الصفر عندما يقتًب    وعليو فإف ، ىو باؽ لدتسلسلة تقاربية   ف أف الآ

بحيث    يوجد عدد صحيح   معتٌ ىذا أنو لأي عدد حقيقي موجب من اللانهاية و 
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باؽ لذا ىي    كذلك فإف حدود الدتسلسلة التي يكوف و      طالدا      
 :حدود غتَ سالبة وبالتالي فإف

       
  

        
 :يكوف    للعلاقة  إذا فوفقاً 

       
                        

 :نعلم أف -   للمعادلة  فقاً و  -ولكننا   أكبر من   لكل عدد صحيح  
                  

     
 :عليو يكوفو 

            اطالد                             
 ف التقارب يكوف تقارباً ولذلك فإ         في النطاؽ   لا تعتمد على    الآف 

 .منتظماً 
 

على وفي   مة التقارب لجميع النقاط ظمنت    متسلسلة القوى :1-7-4:ةىنر مب
 . في داخلية دائرة تقارب الدتسلسلةداخلية أي دائرة تقع 

 :المجموع الجزئي
              

     
   وبالتالي فهو لؽثل دالة متصلة عند أي نقطة   ىو كثتَ حدود في     للمتسلسلة 

دالة متصلة عند  لؽثل أيضاً      ف أف المجموع نبرىن الآ   لطتارىا في داخلية الدائرة 
 :بحيث  يوجد عدد حقيقي موجب   وىذا يعتٍ أنو لكل عدد حقيقي موجب    

     –               طالدا                      
 : أف الدعادلة لإثبات ذلك نلاحظ أولاً 

                  
 :تستلزـ أف

                                          
 :أف أي
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 :بحيث   وجود عدد صحيح  ييقتض إلا أف التقارب الدنتظم الذي تبيناه آنفاً 
        

   

 
          طالدا              

     نصف قطره أكبر من إلى قرص مغلق مركزه نقطة الأصل و أي نقطة تنتمي   حيث 
وعلى وجو التخصيص فإف الدتباينة  .  للدائرة    أصغر من نصف القطر و 

        
   

 
         تكوف متحققة لجميع النقاط الدنتمية إلى جوار  

 . يث يقع داخل القرص الدغلق الدعتٌبح كافياً   صغراً  الذي لؽكن اختياره صغتَاً و    للنقطة 
  لأي قيمة للعدد    تكوف متصلة عند       ومن ناحية أخرى فإف كثتَ الحدود 

  ختيار قيمة صغتَة صغراً اعلى وجو التخصيص فإنو لؽكننا        وإذا أخذنا 
 :بحيث  للعدد الحقيقي  كافياً 

               
 

   
         طالدا           

في الدتباينة        إذا أخذنا  يكوف متحققاً     من ذلك يتضح أف الشرط و 
وبهذا الشكل نكوف قد برىنا أف متسلسلة القوى بسثل دالة متصلة في الدتغتَ الدركب     

  .عند كل نقطة من نقاط داخلية دائرة تقارب ىذه الدتسلسلة  
نا فإنو لؽكن  من  بدلاً          معكوسو  أو     ف إذا وضعنا العدد والآ

ذلك بعد إجراء التعديلات الواضحة لتشمل و ، مباشرة تعميم النتائج السابقة
  :الدتسلسلات

 
  

       
 
                  

  
     

              على سبيل الدثاؿ إذا كانت الدتسلسلة الثانية تقاربية في الحلقةو 
ف لرموعها يكوف دالة متصلة إقارب عند بصيع نقاط ىذه الحلقة و فإنها تكوف منتظمة الت

 . عند بصيع نقاط ىذه الدنطقة  في الدتغتَ الدركب 
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 تكامل وتفاضل متسلسلات القوى  5.1
عند بصيع نقاط داخلية   ( مستمرة)لقد بينا سابقاً أف أي متسلسلة قوى بسثل دالة متصلة

لى داخلية دائرة ىي في الواقع دالة برليلية ع  وسنبتُ أف .دائرة تقارب ىذه الدتسلسلة
 .التقارب

عند بصيع نقط نطاؽ (مستمرة)متصلة  دالة  كانتإذا (:موريرا):1-8-4:ةىنر مب
  داخل   على منحن  بسيط  مغلق    ، و كاف التكامل لػ   بسيط التًابط 

         :                      معدوماً،أي
 

 
 (.دوف إثباتتقبل ).  تكوف برليلية عند بصيع نقط    فإف
 :منحنياً في داخلية دائرة تقارب متسلسلة القوى  ليكن : 2-8-4:ةىنر مب

            
                 

الدتسلسلة التي لضصل عليها .  عند بصيع نقاط ( أو متصلة)أي دالة مستمرة   ولتكن 
تكوف قابلة للتكامل حداً حداً      بضرب كل حد من حدود متسلسلة القوى في 

 :، أي أف على امتداد 
             

 

 
                

 

 
 
              

فإف تكامل  ،( أو متصلة)مستمرة لدتسلسلة القوى لؽثل دالة      ف المجموع إحيث 
 :حاصل الضرب

                        
                

 لو وجود ولدا كاف كل حد من حدود ،حداً   ىو باقي الدتسلسلة بعد       حيث 
للتكامل  فإنو يكوف بطبيعة الحاؿ قابلاً    نحتٍىذا المجموع المحدود ىو دالة متصلة فوؽ الد

 :لو وجود ويكوف           وبالتالي فإف تكامل   على امتداد 
           

 

 
 

              
 

 
   
                

 

 
             

ف إوحيث   ىو طوؿ    وليكن   فوؽ        مى للدالة ظالقيمة الع  لتكن 
لكل  مناظراً    لغاد عدد حقيقي إفإنو لؽكننا  ،متسلسلة القوى الدعطاة منتظمة التقارب

  :بحيث  عدد حقيقي موجب معطى 
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     طالدا                      
 .  نحتٍلجميع نقاط الدوذلك 
 :فإننا لصد أف  لايعتمد على    و   ف كلا من إوحيث 

             
 

 
     طالدا                

 :يكوف    إذف فمن معادلة 
           

 

 
          

   
             

 

 
   

  .الدطلوب برىانها    الدعادلة  ىي بساماً و 
ة دائرة في داخلي  مغلق بسيط  منحتٍمن نقاط أي   لكل نقطة         إذا كانت

  :فإف، تقارب الدتسلسلة الدعطاة
         

 

 
         

 

 
                         

 :على    وبالتالي فإننا لضصل من معادلة 
          

 

 
  

تكوف   فإف الدالة  موريرا ةىنبر لد مغلق بسيط في داخلية دائرة التقارب ووفقاً  منحتٍلأي 
 ةىنبر ىذه النتيجة التي توصلنا إليها ىي منطوؽ الدو  .يلية على داخلية دائرة التقارببرل

  :التالية
 

أي متسلسلة قوى بسثل دالة برليلية لجميع نقاط داخلية دائرة تقارب  :3-8-4:ةىنر مب
 .الدتسلسلةىذه 
لتوضيح يلية الدواؿ أو لحساب النهايات و لبرىاف برل (2-8-4) ةىنمبر  ماتستخدـ كثتَاً 

 :ذلك سنبرىن أف الدالة

      
    

 
       

        
   

ف متسلسلة إحيث (أي أنها برليلية عند كل نقطة من نقط الدستوي العقدي)دالة شاملة 
 :فإف الدتسلسلة  لجميع      ماكلورين لدالة الجيب تؤوؿ إلى 
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    في      التي لضصل عليها بضرب كل حد من حدود مفكوؾ ماكلورين للدالة 
تؤوؿ إلى     لكن الدتسلسلة     حيث       ىي متسلسلة تقاربية لرموعها

بسثلها متسلسلة      إلى الصفر وبالتالي فإف الدالة   عندما يؤوؿ العدد الدركب      
  ف إحيث و  .دالة شاملة      وىذا يعتٍ أف الدالة  لجميع     القوى التقاربية 

    و    عند  مستمرة

 
 :يكوف    عندما        

      
    

 
    

   
                          

 عند     ىي تعريف مشتقة الدالة     ذلك أف النهاية في  وىي نتيجة نعرفها سلفاً 
   . 

ىي متسلسلة تقاربية نهايتها    حوؿ نقطة   أف متسلسلة تايلور لدالة  سابقاً  نالاحظ
تكوف  لا   ومارة بأقرب نقطة    في داخلية دائرة مركزىا   عند كل نقطة      
وأكبر من ىذه    علم أنو لاتوجد دائرة مركزىا ن (2)ة ىنلمبر ل برليلية ووفقاً   عندىا 

  عند كل نقطة      تقاربية وتؤوؿ إلى   الدائرة بحيث تكوف الدتسلسلة تايلور للدالة 
من نقاط الداخلية ىذه الدالة الأكبر وسبب ىذا ىو أف وجود مثل ىذه الدائرة يسلتزـ 

 .رضلشالؼالف الف   برليلية عند   بالضرورة أف تكوف 
بحيث تؤوؿ    وعلى أية حاؿ فإنو لغب مراعاة أنو حتى بفرض عدـ وجود دائرىا مركزىا 

عند كل نقطة من نقاط داخلية ىذه الدائرة فإنو من      إلى   متسلسلة تايلور للدالة 
المحتمل أف تكوف متسلسلة تايلور نفسها متسلسلة تقاربية عند كل نقطة من نقاط داخلية 

ىي أكبر دائرة مركزىا نقطة الأصل تكوف       ة فعلى سبيل الدثاؿ الدائرة ىذه الدائر 
تقاربية                    في داخليتها متسلسلة ماكلورين للدالة 

ومع ىذا فإف ىذه الدتسلسلة تكوف تقاربية       حيث   لجميع      ونهايتها 
  .الدركب يستو الدلجميع نقاط 

 .(1-8-4) ةىنللمبر  ةالتالية ىي بشكل ما قرين ةىنبر الد
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بدعتٌ أف لكل نقطة  حداً  لؽكن اشتقاقها حداً     متسلسلة القوى   :4-8-4:ةىنر مب
 :دائرة تقارب الدتسلسلة يكوفمن نقاط داخلية   

                 
                         

 مغلقاً  اً منحنيفي داخلية دائرة تقارب الدتسلسلة ونعتبر   نأخذ أي نقطة  ةىنبر الد ثباتلإ
 :اعتبر الدالة  للنقطة  مطوقاً داخل ىذه الدائرة و    بسيطاً 

     
 

   

 

      
                    

 :داخليتو يكوفو   من نقاط   الدعرفة عند كل نقطة 
           

     
 :وداخليتو يكوف  من نقاط  يلية عند كل نقطةبرل

             
 

 
 

 

   
 

    

      
  

 

 
        

 :عن ذلك فإف وفضلاً  .لي للمشتقةوذلك باستخداـ التمثيل التكام
              

 

 
 

 

   
 

     

      
  

 

 
 

 

  
                  

 :يكوف    لدعادلة  عليو فوفقاً و
         

 

  
   

               
     

ىي الدعطاة      بإف الدالة     في الدعادلة   تلعب ىنا دور   ذلك مع مراعاة أف و 
 .ةىنبر الدذا نكوف استكملنا برىاف وبه    بالدعادلة 

       لؽكن بسهولة تعميم نتائج ما وجدناه لتشمل الدتسلسلات التي برتوي قوى 
 .الدوجبة أو السالبة

 (1-1-4) :تمارين
 :أفبتُ         بإلغاد متسلسلة ماكلورين للدالة  -1

 

      
         

           
 

      
              

                
 

بإلغاد مشتقات ىذا الدفكوؾ أوجد     للدالة     بدلالة قوى  أوجد مفكوكاً  -2
 .لتُالتمثيأوجد دائرة تقارب كل من  ثم .    للدالة     بدلالة قوى  مفكوكاً 
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في داخلية دائرة  منحتٍحوؿ         اجر تكامل متسلسلة ماكلورين للدالة  -3
 :تيللحصوؿ على التمثيل الآ    إلى     تقارب ىذه الدالة من 

                   

 
 
                      

 

–         دالة شاملة إذا كاف   برىن أف الدالة  -4      عندما     
 .      و
 

  :من ثم أثبت أفو      بدلالة قوى       أوجد مفكوؾ  -5
        

     

     
     

 

برىن أف               حيث                  إذا كاف  -6
 .     برليلية لجميع النقاط النطاؽ   

 

         إذا كاف  -7
  

 
 
  

   حيث      
  

 
    و 

 

 
  

  

 
 ،

 .دالة شاملة  فبرىن أف 
 

استخدـ الدتسلسلات لبرىاف .        و    دالة برليلية عند   لتكن  -8
 :النهاية

       

    

    
         

 .      لاحظ في نفس الوقت أف ىذه النهاية لؽكن الحصوؿ عليها مباشرة من تعريف 
 

، بينما              و    دالتاف برليليتاف عند     لتكن  -9
 :برىن أف.         
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،                          و   دالة برليلية عند  إذا كانت -12
 :برىن أف الدلة

      

    

         
      

          

      
      

   

 .  تكوف برليلية عند 

 العقدية تسلاسلمتال 6.1

 :العقدية وتقاربها تسلاسلمتال 1.6.1
 :متتالية من الأعداد العقدية نسمي العبارة التالية( nz)لتكن  :1-9-4:تعريف

...321  zzz 

ونرمز لذا بالرمز ، عقدية لانهائية سلسلةمت 


1n

nZ  أو nZ. 

الكثتَ من الحقيقية تنطبق على العقدية، و  تلسلاستمعظم التعاريف والنظريات في الد
، ي أيضاً صحيحة في التحليل العقديالدتقاربة في التحليل الحقيقي ى تلسلاستخواص الد

 : ونذكر منها مايلي
سلسلة الدتإذا كانت  -1 nZ 0: فإف، متقاربةlim 


n

n
Z 

سلسلةالدتإذا كانت ا  -2
 
 nZ  سلسلة الدتفإف ، (متباعدة)متقاربة أو nZa 

 .مقدار ثابت 0aحيث  (أو متباعدة)متقاربة 
 .سلسلة لا يغتَ من تقاربها أو تباعدىاللمتإضافة أو حذؼ عدد منتو من الحدود  -3
nnnإذا كاف  -4 viuw  فإف ، nw  متقاربة  nu و nv 

 .متقاربتاف
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سلسلة الدتتسمى  -5 )(zan  ًسلسلة الدتإذا كانت ، متقاربة مطلقا )(zan 

سلسلة الدت، وإذا كانت متقاربة )(zan  ًفهي متقاربة وإذا كانت متقاربة مطلقا ،

ة سلسلالدت )(zan  ًمتقاربة وغتَ متقاربة مطلقاً فإنها تدعى متقاربة شرطيا. 

 .سلسلة متقاربة مطلقاً متسلسلتتُ متقاربتتُ مطلقاً ىو متجداء لرموع وتفاضل و  -6
عض حدودىا أو تغيتَ ترتيب ، فإف بذميع بمتقاربة مطلقاً  سلسلةالدتإذا كانت  -7

 .لا يغتَ لرموعها ،حدودىا

 :التقاربق اختيار ائطر  1.6.1
الحقيقية  تلسلاستالعقدية بالطرؽ نفسها الدستعملة في الد تلسلاستيتم اختيار تقارب الد

 :وألعها

 (: مبيردالا)اختيار النسبة لػ  1.6.1

:إذا كانت
 



 )(

)(
lim 1

za

za

n

n

n
سلسلة تفإف الد )(zan  1متقاربة مطلقاً من أجل ،

سلسلة متقاربة تفقد تكوف الد 1أما من أجل  1سلسلة متباعدة من أجل تالد و
 .وقد تكوف متباعدة

 :اختبار كوشي 1.6.1

 :إذا كانت 


n
n

n

za )(lim سلسلة تفإف الد )(zan  متقاربة مطلقاً من أجل

11سلسلة متباعدة من أجل تالد ، و ،  1أما من أجل سلسلة تفقد تكوف الد
 .متقاربة وقد تكوف متباعدة
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 (:الصحيحة تلسلاسالمتأو )القوى  تلسلاسمت 2.6.1

سلسلة من الشكل متكل   n

n aza ( سلسلة صحيحةمتأو )سلسلة قوة متتدعى  )(

سلسلة القوى الشكل مت تأخذ 0aومن أجل  n

n za  سلسلة القوة متوإف

  n

n aza azمتقاربة دوماً من أجل النقطة  )(  ، سلسلة الدتوإذا كانت

  n

n aza متقاربة في نقاط أخرى غتَ تقاربة في الدستوي العقدي بأكملو، و غتَ م )(

azالنقطة    0عندئذ يوجد عدد حقيقيr، سلسلة متقاربة من أجل تالد بحيث تكوف
raz   ومتباعدة من أجلraz   أما من أجلraz   فقد تكوف
razونسمي الدائرة . متقاربة وقد تكوف متباعدة سلسلةتالد   بدائرة تقارب
:  ، ولضسبو من القانوفقارببنصف قطر دائرة الت rسلسلة ونسمي تالد



1
r. 

ف نصف قطر إلعقدي، فإننا نقوؿ سلسلة متقاربة في كل نقطة من الدستوي االدتإذا كانت 
 .دائرة تقاربها يساوي الػ 

azسلسلة متقاربة في النقطة الدتوإذا كانت   قطر دائرة  نصفف إ، فإننا نقوؿ فقط
ب بواسطة اختبار دالدبتَ ولؽكننا تعيتُ نصف قطر دائرة التقار ،     تقاربها يساوي الصفر

 .أو كوشي

 :القوى تسلسلامت خواص 3.6.1
، كل نقطة تقع داخل دائرة تقاربها  سلسلة القوى متقاربة إطلاقاً وبانتظاـ فيمتإف 

، أو مكاملتها حداً فحداً على أي حداً فحداً  سلسلةالدتنطقة اشتقاؽ ونستطيع في ىذه الد
سلسلة ىو دالة مستمرة في كل الدت ومن الواضح أف لرموع. منحتٍ يقع ضمن تلك الدنطقة

 .نقطة داخل دائرة تقاربها
 

    سلسلةالدتأوجد نصف قطر دائرة التقارب : 1-9-4:مثال
 )1(nn

Z n
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 .     الػ سلسلة يساويالدتإذف نصف قطر دائرة تقارب 
    سلسلةالدتونصف قطر دائرة التقارب  nnzn. 

 :الحل
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n
zznan
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n
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 .سلسلة يساوي الصفرمتإذف نصف قطر دائرة التقارب لل

 :(لوراناكم)سلسلة متو ( تايلور)ة سلسلمت 1..1

 :(تايلور)ة ىنر مب 1..1.1
إذا كانت   zf  برليلية ضمن منطقة ماR من الدستوي العقدي وa  نقطة داخلR 
Rوتقع بأكملها ضمن  aدائرة مركزىا  Cو فإف لػ  zf  من  (تايلور)نشراً وفق سلسلة

 :لالشك
   

 
 

 
 

   
 

      ....
!1

....
!2

"

!1
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zfazaz
n
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حيث  zfn  أو من  . داخل   وذلك من أجل كل نقطة   ىو تابع برليلي داخل
 :   الشكل

 
   

 n
n

n

az
n

zf
zf 



0 !
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 :(لوراناكم) ةىنر مب 1..1.1
( ماكلوراف)، لضصل على نشر 0aعندما  ( تايلور)من أجل الحالة الخاصة في نشر 

للدالة  zf  التحليلية ضمن الدنطقةR ويعطى بالشكل :
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 (:لوارنكما )سلسلة متالشهيرة وفق  دوالمنشورات بعض ال 1..1.1
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 (.صحيح أو كسري موجب Nحيث )
حوؿ النقطة             :نشر سلسلة تايلور للدالة أوجد: 2-9-4 :مثال

4


z

. 
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tzلنضع  :الحل 
4

 فنجد: 

 tttz cossin
2
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4
sinsin 










  للدالتتُ ( لوراف -ماؾ )وسلسلتيtsin و

tcos لعا: 
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من  zلصد أف السلسلة متقاربة من أجل كل نقطة ( مبتَدالا)وبواسطة اختبار النسبة 
 .الدستوي العقدي

 :(لوران)ة ىنر مب 1..1.1
 : لتكن  الدائرتتُ الدتمركزتتُ الدعينتتُ بالدعادلتتُ

1221 ||;,||; razcrazc  
، فإذا كانت الدالة على التًتيب zf ُطقة المحصورة وفي الدن، برليلية على ىاتتُ الدائرتت

لػ  فإف،بينهما zf12 :نشراَ وفق متسلسلة لوراف ضمن الحلقة || razr  من
 :الشكل
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12واقعة ضمن الحلقة   zوذلك من أجل كل نقطة  || razr  حيث: 
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إلغاد منشور لوارف لدالة مفروضة داخل حلقة ما باستخداـ النظرية السابقة  :ملاحظة
ة إلى منشور ثم العود( لورافحسب نشر ماك)عستَ جداً لذلك نوجد النشر بطريقة أخرى 

 :التالي ثاؿلوارف كما في الد
 

 :سلسلة لوراف للدالةمتأوجد منشور :  3-9-4 :مثال 
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أما الدالة 
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||1ومن أجل  1zلذا نقطة شاذة   z  1يكوف
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وبالتالي فإف  

الدالة برليلية بالنسبة لػ 
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 التالي نشر الدالةبو  zf 1||3سلسلة لوراف ضمن الدنطقة  وفق  z ىو: 
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 :النقاط الشاذة 11.1
نها نقطة شاذة للدالة إ ،من الدستوي العقدي 0zنقوؿ عن النقطة  - zfw    إذا

 .كانت ىذه الدالة غتَ برليلية في تلك النقطة
للدالة  0zنقوؿ عن النقطة الشاذة  - zf، إذا كاف ىناؾ جوار لػ ، معزولة نها نقطةإ
0z شاذة أخرى لػ لا لػتوي على أية نقطة zf ، وإذا كاف من غتَ الدمكن إلغاد مثل

 .ف ىذه النقطة الشاذة غتَ معزولةإىذا الجوار، قلنا 
 

 :ىي نقطة شاذة لكل من الدواؿ 0zالنقطة  :4-9-4 :مثال
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izوالنقطة   ىي نقطة شاذة للدالة: 
1
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z
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 :ىي نقطة شاذة معزولة لكل من الدواؿ 0zالنقطة :5-9-4 :مثال
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 أما بالنسبة للدالة 

z

zf
1

sin

1
  0فالنقطةz  ىي نقطة شاذة غتَ معزولة وذلك لأف

لذذه الدالة عدداً غتَ منتو من النقاط الشاذة وىي 
k

z
1

  حيث(0k صحيح.) 

 :أنواع النقاط الشاذة 1.11.1
 للدالة 0zنقوؿ عن النقطة الشاذة  - zf إذا  ( أو للإزالة)للحذؼ قابلة  نها نقطةإ

 :كانت النهاية zf
zz 0

lim


 .معينة 
 

 :للدالة( أو للإزالة)، نقطة شاذة قابلة للحذؼ 0zنقطة ال :6-9-4 :مثال
z

zsin. 
 

izنقطة ال  للدالة( أو للإزالة)، نقطة شاذة قابلة للحذؼ: 
12 



z

iz. 
 

ze للدالة 0zالنقطة الشاذة 
1

zليست قابلة للحذؼ لأف  

z
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0
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 .غتَ معينة 
 

 للدالة 0zنقوؿ عن النقطة الشاذة  :الأقطاب تعريف zf ،نها قطباً من الدرجة إn ،
 :إذا كانت   zfzz

n

zz
0

0

lim 


 .معينة ولا تساوي الصفر 
 .قطباً بسيطاً للدالة 0zف إنقوؿ  1nوفي حالة 

 

 للدالة  :7-9-4 :مثال
z

للدالة و  0zقطباً بسيطاً ىو  1
nz

 nقطباً من الدرجة  1

، من الشكل وبشكل عاـ إذا كانت الدالة 0zىو 
 naz 

az، فإف 1   قطباً من

 .nالدرجة 
  للدالة 0zنقوؿ عن النقطة الشاذة  zf ،نها أساسية إذا لم تكن قابلة للحذؼ أو إ

 . قطباً أو نقطة تفرع
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1للدالة ىي نقطة شاذة أساسية  1zالنقطة  :8-9-4 :مثال

1

ze  0والنقطةz  ىي
للدالة نقطة شاذة أساسية 

z

1
sin . 

 : تصنيف النقاط الشاذة 1.11.1
azلتكن    للدالة نقطة شاذة)(zf ً2فإذا كانت . ، ولتكن معزولة فرضاc  دائرة مركزىا

a  ونصف قطرىا 1صغتَاً جداً ينتهي إلى الصفر وc دائرة ثانية مركزىا a ونصف  
azنقطة شاذة غتَ النقطة  ةولا برتوي على أي rبحيث  rقطرىا    للدالة)(zf ،

تقع في  zسلسلة لوراف في كل نقطة متوفق  برليلية ولذا نشراً الدالة ىذه  عندئذ تكوف
21الدنطقة المحصورة بتُ الدائرتتُ  ,ccوىنا لظيز الحالات الآتية ،: 

az سلسلة لوراف معدوماً، فإف النقطةتإذا كاف القسم الرئيسي لد -1   قابلة للحذؼ
 (. للإزالة)

سلسلة لوراف يتألف من عدد منتهي من الحدود، أي تإذا كاف القسم الرئيسي لد -2
                    : لبالشك

  az
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n

n






 1..... 

azفإف النقطة الشاذة  0naحيث    ًمن الدرجة للدالة ىي قطباn . 
، فإف تألف من عدد غتَ منتهي من الحدودسلسة لوراف يتإذا كاف القسم الرئيسي لد -3

azالنقطة الشاذة  ىي نقطة شاذة أساسية . 
 

azإذا كانت : تعريف   للدالة نقطة شاذة)(zf 1، فإف الثابتa  أي أمثاؿ الحد

az 

azفي جوار النقطة الشاذة  zf)(سلسلة لوراف لػمتمن نشر  1  يدعى راسب ،
zf)(الدالة  azفي النقطة    . 

 

: للدالةقطباً من الدرجة الخامسة  0zأثبت أف  :9-9-4 :مثال 
3

5

1 ze
z

zf 
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||0لدينا من أجل  z: 
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 0z نلاحظ أف رئيسي متسلسلة لوراف يتألف من عدد  منتو  من الحدود و بالتالي ،
، في ىذه النقطة يساوي الصفر راسبالو zf)(  للدالةتكوف قطباً من الدرجة الخامسة 

01: أي  a. 
 :للدالةىي نقطة شاذة أساسية  0zأثبت أف  :12-9-4 :مثال 

zz
zf

1
cos

1
 

||0لدينا من أجل  z: 
  .........

1111
.....

1
.

!6

11
.

!4

11
.

!2

1
1

1
cos

55542


zzzz
zf

zzzz
 

 0z نلاحظ أف رئيسي متسلسلة لوراف يتألف من عدد  غتَ منتو  من الحدود و بالتالي ،
11 :ىو  في ىذه النقطة راسبالو zf)(  للدالةنقطة شاذة أساسية  a . 
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 (1) محلولة تمارين
 : العقدية الآتية تسلسلاترس تقارب الددا: ( 1
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 .سلسلة متقاربةتفالد

: سلسلةمتأف سلسلة القيم الدطلقة لل نلاحظ(:  
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سلسلة الدفروضة متقاربة مطلقاً ومنو ت، ىذا يعتٍ أف الدسلسلة النابذة متقاربةتوبالتالي الد
 .فهي متقاربة
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1سلسلة ىندسية أساسها مت  
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qفهي متقاربة ،. 

بينما 
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e  1سلسلة ىندسية أساسها مت
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qفهي متباعدة ،. 

 .سلسلة الدفروضة متباعدةتفالد
 

 :للدالةسلسلة لوراف مت أوجد نشر(: 2
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zf في الدناطق الآتية: 

1ً .)2|1|1  z  2ً   .)1|1|0  z 



 
 (Series)تسلسلات الد: الفصل الرابع  111

  (  1)شكل                        :الحل
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0|2|1برليلية في الدنطقة  zf)( لدالةا(: 2ً  z 
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 (2)شكل
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 برليلي              رئيسي                                              
 .zf)( للدالةقطباً بسيطاً  تكوف 2zوبالتالي النقطة الشاذة 
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1 : سلسلة لوراف للدالةمتأوجد  :)4
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 برليلي       رئيسي   
00وبالتالي فإف النقطة  z قطباً بسيطاً لػ)(zf وقيمة الراسب فيها يساوي الػ ،)1(. 

 

00الآتية في حلقة مركزىا النقطة الشاذة  لدواؿأوجد نشر لوارف ل(: 5 z ، مبيناً في كل
 :حالة نوع الشذوذ
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 برليلي                     
00ىذا يعتٍ  ،معدوماً ( لوراف) والقسم الرئيسي لنشر z نقطة شاذة قابلة للإزالة. 

z
zzzzzz

z

z
znz

ze
z

zzf
n

n
z



 




1...6

7

2

3

....)
!3

1

!2

1

!1

1
1)(

1
(

||0;
!

1
).

1
()

1
()(

232

0

1

2



 

 برليلي      رئيسي              
ىذا يعتٍ  ،تألف من عدد غتَ منتو  من الحدودي( لوراف) الرئيسي لنشرنلاحظ أف القسم 

00 z نقطة شاذة أساسية. 
 

 :عتُ وصنف بصيع النقاط الشاذة للدواؿ(: 6
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 رئيسي                                                              
لػ بالتالي  منتو  من الحدود، د غتَيتألف من عد( لوراف) نلاحظ أف القسم الرئيسي لنشر

)(1 zf  00نقطة شاذة أساسية ىي z. 
2)(النقطة الشاذة للدالة  zf ىي حلوؿ الدعادلة: 
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3)(، بصيع النقاط الشاذة لػ ىذا يعتٍ zf أقطاب بسيطة. 
 

 :التالية تسلاسلتدرس تقارب الدا(:  7
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سلسلة  تمبتَ على الدنطبق اختبار النسبة لدالا(:  )
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 .سلسلة متقاربةتفالد
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سلسلة تولكن الد
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 .سلسلة الدفروضةترنة ينتج تقارب الدوبالتالي حسب اختبار الدقا
 

:  سلسلة لوراف للدالةمتأوجد  نشر (: 8
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 (1)تمارين غير محلولة
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 فهرس الفصل الخامس
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 الفصل الخامس

 ة الرواسب وحساب التكاملاتىنر مب. 2

 الرواسب وطرؽ حسابها 1.2
مركز     وعلى لزيطها باستثناء النقطة   برليلية داخل الدائرة      إذا كانت 

     ػ ل التي قد تكوف قطباً أو نقطة شاذة أساسية أو نقطة قابلة للحذؼ،فإف  الدائرة 
    وقد قلنا أف الثابت     لسلة لوراف حوؿ النقطة سمتنشراً وحيداً على شكل 

 سلسلة وىو أمثاؿ الحد تفي الد

   
ولؽكن .   في النقطة      يدعى راسب الدالة  

 :الحصوؿ على ىذا الراسب من العبارة
    

 

   
 

      

          
  

 :            لصد أف ومن ىذه العبارة،
    

 

   
       

 

 
                   

 

 
            

فمعرفة راسب الدالة في النقطة الشاذة لؽكننا من حساب التكامل على منحن بسيط 
مغلق حوؿ ىذه النقطة الشاذة وتكوف الدالة برليلية على ىذا الدنحتٍ وداخلو، باستثناء 

 .النقطة الشاذة الدذكورة
لظيز الحالات      في النقطة الشاذة        الراسب للدالة بومن أجل حسا

 :الآتية
القابلة للحذؼ أو نعتبر أف     لا يوجد راسب للدالة في النقطة الشاذة (: 1)

 .الراسب فيها يساوي الصفر
 :الراسب ىو، فإف      قطباً بسيطاً للدالة     إذا كانت النقطة (: 2)
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      :للدالةقطباً بسيطاً     إذا كانت النقطة (:  3)
    

    
:  ، فإف الراسب ىو

         
    

     
في النقطة      ىي مشتقة       و       حيث  

   . 
 :، فإف الراسب ىو قطباً من الدرجة      إذا كانت (: 4)

         
 

      
        

    

     
              

فإف حساب الراسب      نقطة شاذة أساسية للدالة     إذا كانت النقطة (: 5)
في ىذه النقطة يتم عن طريق نشر لوراف لذذه الدالة حوؿ تلك النقطة، ويكوف 

 ىو أمثاؿ الحد           

   
 .في نشر لوراف  

 

     :  أوجد راسب الدالة :1-1-5مثال
 

       
 .    في النقطة   

 :وذلك لأف     قطباً من الدرجة الثانية لػ       نلاحظ أف :الحل
              

            
 

  

 
    

 :وبالتالي فإف
         

 

  
      

 

  
              

        
 

      
 
 
    

   

  

      
 

 

  
 

  

 
  

 

       أوجد راسب الدالة   :2-1-5مثال
 

 .    في النقطة     
 :لوراف ولننشر وفق      شاذة لػ     النقطة  :الحل

       
 

        
 

  

 

  
 

 

  

 

  
      

 

 
 

 

  

 

  
    

يتألف من عدد غتَ للوراف لأف القسم الرئيسي ، للدالةشاذة أساسية     فالنقطة 
   يساوي أمثاؿ الحد الدالة في تلك النقطة وراسب ىذه  .منتو من الحدود

 
أي يساوي الػ   

   . 
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 :الرواسب ةىنر مب 1.2
باستثناء عدد منتو من   دالةً برليليةً داخل وعلى منحن بسيط مغلق      لتكن  

 :فإف  تقع داخل              النقاط الشاذة 
       
 

              
 
     

 .   في النقط      ىو راسب           حيث 
 

برليلية في الدستوي العقدي الدمدد باستثناء عدد منتو من النقاط      إذا كانت : نتيجة
 :الشاذة،  فإف

             
                                        

 

 :احسب قيمة التكامل :1-2-5مثال
   

         

       
  

 

 
  

                               :      الدربع الذي رؤوسو  حيث 
    وقطباً من الدرجة الثانية     قطباً بسيطاً  إف للدالة الدكاملة :الحل

 :وبالتالي  والقطباف يقعاف داخل الدربع 
            

   
    

         

       
     

               
 

  
 
         

 
  

       
                    

  
         

 :وحسب نظرية الرواسب لصد أف
   

         

       

 

 
                     

 :ت حقيقية محدودة بواسطة الرواسبحساب تكاملا 1.2
 :بعض الأنواع الشهيرة لهذه التكاملات وطرؽ حسابها

 : التكاملات من الشكل[: 1]
    ∅             
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 :فنجد أف       ولنضع          لتكن الدائرة 
     

     

 
 

    

  
          

     

  
 

    

   
        

  

  
  

 :عندئذ ، يصبح التكامل من الشكل
          

 
  

 

    :قيمة التكاملاحسب   :1-3-5مثال
  

       

  

 
 .       حيث   

 :فنجد         نضع :الحل
  

 

   
 

  

         
  

 :بسيطتُ لعا قطبتُللدالة الدكاملة  
    

 

   
 

 

   
              

 

   
 

 

   
       

     :فإف واحد فقط من القطبتُ ألا وىو،       : بدا أف
 

 
 

 

 
        

 :، ومنو         يكوف واقعاً داخل الدائرة 
          

 

      
 

 

      
  

 :ومنو
  

 

   
   

 

      
 

  

     
  

 

 :التكاملات من الشكل[: 2]
          

  

  
  

 ونكاملها على طوؿ منحن مغلق     لحساب ىذا النوع من التكاملات نأخذ الدالة 
، الواصلة بتُ نقطة   يتألف من القطعة الدستقيمة الدنطبقة على المحور الحقيقي   

العلوي في       ومن نصف الدائرة     ونقطة النهاية      البداية  
 .  الػ كبتَة جداً وتنتهي إلى  حيث . الدستوي العقدي

 :شرطتُ الآتيتُال     ، إذا حقق التابع ساب ىذا النوع من التكاملات لشكنإف ح
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منتو برليلية في النصف العلوي من الدستوي العقدي باستثناء عدد      أف تكوف (: 1)
   من النقاط الشاذة الدعزولة 

 
كأقطاب بسيطة واقعة  فوؽ المحور الحقيقي        لػ     

   بسيطة أخرى  وأقطاب   
 
ونضع على الدنحتٍ     واقعة على المحور الحقيقي    

بحيث نتجنب                               :    أنصاؼ دوائر  
        طاب الواقعة على المحور الحقيقي الدرور على الأق

(    :(2    
   

       . 
 :عندىا لصد  

        
  

  
     

                                     
 

 :قيمة التكامل احسب :2-3-5مثال
   

  

    

 

 
  

 :ندئذ  لؽكن كتابة التكامل بالشكلع ،بدا أف الدالة الدكاملة زوجية
    

  

    

  

  
  

      :  من الشكل  الدكاملة الدقابلة بدلالة  لنأخذ الدالة
 

    
ونكاملها على  

الشاذة للدالة ىي  النقاط نلاحظ أف ، ومن ثم[  ] التكامل الدذكور في   طوؿ الدنحتٍ  
 :جذور الدعادلة

                                    
    

      
 

 
                   

 :وبالتالي لدينا الجذور الأربعة
    

 

 
        

  

 
        

  

 
        

  

 
   

 :لنتأكد من برقق الشرطتُ
فقط يقعاف في النصف العلوي من الدستوي العقدي       نلاحظ أف الجذراف (: 1)

، باستثناء القطبتُ الدستوي العقديبرليلية في النصف العلوي من      وبالتالي 
 .      البسيطتُ 
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(2:)          
   

         
   

 

    
    

 :وبالتالي
                             

 :حيث
          

 

   
  

 

 
 

   

 
  

  

   
       

          
 

   
  

 

   
 

   

 
  

 

   
 

  

 
  

 

   
       

 : ومنو
   

 

  
   

 

   
  

 
 :قيمة التكامل احسب:3-3-5مثال

   
  

    

 

  
  

      :  الدكاملة الدقابلة بدلالة  لنأخذ الدالة
 

    
    ونكاملها على طوؿ الدنحتٍ 

 :الشاذة للدالة ىي جذور الدعادلة النقاط ، ومن ثم نلاحظ أف[  ] التكامل الدذكور في
                            

     
      

 

 
              

 :وبالتالي لدينا الجذور الثلاثة
    

  

        على                 فوؽ      
   

   برت     يهمل   
 :لنتأكد من برقق الشرطتُ

ىو القطب البسيط الوحيد الواقع في النصف العلوي من    نلاحظ أف الجذر (: 1)
     وبالتالي    آخر واقعاً على المحور الحقيقي  قطب بسيط   الدستوي العقدي و

 .      ، باستثناء القطبتُ البسيطتُ النصف العلوي من الدستوي العقدي برليلية في
(2:)       

   
          

   

 

    
    

 :وبالتالي
                                

 :ولكن
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 :وبالتالي
      

  

 
            

 

   
  

 

  
  

 

 :التكاملات من الشكل[: 3]
              

     
   

  

  
  

 :الشرطتُ     إذا حقق  ،كن حساب ىذا النوع من التكاملاتلؽ
باستثناء عدد منتو   من الدستوي العقدي    برليلية فوؽ المحور      أف تكوف      
   ، كأقطاب بسيطة النقاط الشاذةمن 

 
   وأخرى     فوؽ    

 
   على     

                    أنصاؼ دوائر ، [  ] التكامل الدذكور في ، ونضع على 
 .  بحيث نتجنب الأقطاب على     بحيث 
   أف تكوف            

   
      . 

 :ومنو ينتج
        

  

  
                                 

                       
        

  

  
                               

                       
 

 :قيمة التكامل احسب:4-3-5مثال
   

     

    
   

 

 

 

   
 

     

    
  

 

  
  

     الدالة   :الحل
 

    
ولصد أف لذا قطبتُ بسيطتُ      ،    برقق الشرطتُ  

    لوحيد الواقع فوؽ المحور الحقيقيىو القطب ا     :ونلاحظ أف        
 :، ومنولذلك يهمل    واقعاً برت المحور الحقيقي     والآخر 
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 :قيمة التكاملاحسب  :5-3-5مثال
   

      

        
  

 

 
 

 

 
  

      

        
  

 

  
             

 
     الدالة   :الحل

 

     
ولذا قطباً وحيداً من الدرجة      ،    لػقق الشرطتُ  

 :ومنو     : صف العلوي من الدستوي العقدي وىوالثانية في الن
 

                    
    

 

  
             

              
 

     

  
  

 
       

 

   
    

      

  
   

  

       
  

 

  :احسب قيمة التكامل :6-3-5مثال
   

     

       
  

 

  
  

 :الحل

         
    

       

أقطابو
  

 
 
 

 
           على المحور          

                   فوؽ         

 برت    لذلك يهمل       
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 :التكاملات من الشكل[: 4]
              

  

 
  

حقيقياً    فإذا كاف .كسري  حقيقي عدد  ودالة كسرية جبرية عادية      حيث 
 :الآتية الثلاثة دالةً كسرية جبرية عادية، برقق الشروط     كسرياً وكانت 

            
مقامها                                              

 :فإف
              

 

 
 

 

     
                       

      
 .(        أقطاب الدالة العقدية     حيث)
 

 :احسب قيمة التكامل الحقيقي:7-3-5مثال

   
 

  
 
   

   

 

 
    

     : نلاحظ أف: الحل
 

   
   :  ، ومنو

 

   
     : والدالة 

 

   
  

 :[4]برقق شروط الحالة 

    
   

  
 

 
 
 

   
      

   
  

 
 
 
 

   
، ولذذا    ، والدقاـ لا ينعدـ من أجل أي   

 :فإف

               
    

 
      

  
 
   

     
       

 

         
  

 

       
  

    
            

 :يكوف [4] وحسب الحالة
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 (2)تمارين محلولة 
 :كل نقطة شاذة واحسب الراسب فيها، للدواؿ الآتية  بتُ نوع[: 1]:بسرين

      
  

     
         

   

     
         

 

         
  

 :الحل
 :الدعادلة ىي حلوؿ      النقاط الشاذة لػ  *

                                    
 
 

 
 

  

 
    

 :أربع نقاط شاذة ىي      وبالتالي لػ 
      

 

   
          

  

 
          

  

 
           

  

 
     

 :وبدا أف
       

                
    

      

     
  

  
 

   
  

 

   
    

 :أقطاب بسيطة والرواسب فيها ىي      فجميع النقاط الشاذة لػ 
           

 

   
 

 

  
  
 

 
 

 
 

   

  
 

 
 

 

  
 

 

  
  

 

   
       

           
 

   
 

 

 
 

    

   
 

   
       

           
 

   
 

 

  
   
 

 
 

 
 

    

  
 

   
        

           
 

   
 

 

  
   
 

 
 

 
 

    

  
 

   
       

 :ىي حلوؿ الدعادلة      النقاط الشاذة لػ  *
                                         

 :بدا أف
       

                
   

    

        
        

 :والراسب فيو ىو      قطباً بسيطاً لػ      : فإف
                 

                
   

    

        
      

 :لأف       قطباً بسيطاً لػ     و
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 :والراسب فيو ىو
             

    

               
   

        

            
 

 

   
  

 :لأف      قطباً بسيطاً لػ        و
       

                
    

        

            
  

 

  
    

 :والراسب فيو ىو
              

    

               
    

        

            
  

 

  
  

 : ىي حلوؿ الدعادلة      النقاط الشاذة لػ  *
              

 

                         

       
      

 
                    

                 

   

 :وبدا أف
   
   

               
   

  

         
    

   

 

    
 

 

    
          

 :والراسب فيو      قطباً من الرتبة الثانية لػ      فإف  
          

 

  
   
   

 
  

         
 
 

 

   
   

                                   

          
  

        بجوار النقطة      ونظراً لصعوبة إلغاد ىذه النهاية نلجأ إلى منشور لوراف لػ 
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  جزء برليلي 

 :قطباً من الدرجة الثانية والراسب فيها    وبالتالي فإف النقطة الشاذة 
             

 :بدا أفو 
   

    
               

    

 

    

    

    
 

 

          
 

     

     
      

            
أقطاب بسيطة لػ            حيث       فجميع النقاط الشاذة 

 :والراسب في كل منها ىو      
           

     

     
                          

 :وبدا أف
   

     
                

     

 

    

     

    
 

 

      

 

      
 

 

       

 

     
 

     

       
    

ىي أقطاب بسيطة            حيث         فجميع النقاط الشاذة  
 :والراسب فيها ىو      لػ 

            
     

        
                      

مبرىنة ، وبعد التأكد من برقق شروط استخداـ برىن ما يلي مستعيناً بالرسم[:  2]:بسرين
 : الرواسب

 
    

       
  

 

     
     

 :ىي حلوؿ الدعادلة     النقاط الشاذة لػ  :البرىان
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لزدود وصقيل   والدنحتٍ   الذي لػيط بالدنطقة   تقع داخل الدنحتٍ     ولكن 
 مبرىنة، فحسب  داخل     باستثناء النقطة الشاذة   برليلية في      ووموجو 

 : الرواسب
 

    

       
  

 

     
               

 :لأف     طباً من الدرتبة الثالثة لػ ق     ولكن 
   
   

              
   

       

     
    

   

 

    
 
    

    
      

       ك بالاعتماد على منشور لوراف لػوذل     في النقطة     ولنوجد الراسب لػ 
 :، فنجد   جوار  في

     
    

       
  

    

           
  

  
  

  

  
 

  

  
  

    
     

  
 

     

  
 

     

  
   

        
 

  
 

  
 

   
  

 

   
    

  
 

   
   

 

  
    

        

 
 

  
   

 

   
  

 

   
     

 

   
 

 
   

 

  
     

  

 
 

  
   

 

   
  

 

   
         

 

   
   

 

  
      

 
 

   
   

 

  
     

 

     
 

 

  
   

 

   
  

 

   
          

   
   

 

  
        

 
 

  
   

 

   
  

 

   
   

 

   
      

 

  
 

   

  
 

   

 
  جزء برليلي  

 
         :  قطباً من الدرجة الثالثة والراسب فيو ىو     وبالتالي

 

   
  

 
    

       
  

 

     
      

 

   
      

 

 : احسب قيمة التكامل[: 3]:بسرين
        

 

   
  

 

 
  

 .دائرة موجهة بالابذاه الدوجب           : حيث
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الدوجو   واقعة داخل الدنحتٍ  و      ىي النقطة الشاذة الوحيدة لػ     :الحل
    باستثناء النقطة الشاذة   برليلية على وداخل      الصقيل والدغلق ووالمحدد و 

 :، فحسب نظرية الرواسب لصد الواقعة داخل 
                

 :   بجوار      ولنوجد منشور لوراف لػ 
          

 

   
              

 

   
  

                     
   

       
 

   

        
     

               
 

   
 

 

   
 

   
    

      
    

 :وبالتالي            شاذة أساسية والراسب فيها     إذاً 
                

 

 :احسب قيمة التكامل [: 4]:بسرين
   

     

       
  

  

 
  

 :كما أف              ة الدكاملة كسرية جبرية عادية فيالدال :الحل
               

  

 
    الدعادلة  مستحيلة            

 :رض أفنف. موجود  ، فالتكامل والدالة لزدودة في لراؿ الدكاملة
                                

  

  
  

       
    

   
 
 

 
       

    
       

    

  
  

    

      
 

    

   
    

 

 
  

  

 

     
 

 

   
 

       

            
  

 

     
 

 

   
 

       

             
  

 

     
  

    : وللدالة الدكاملة قطبتُ
 

   
واقعتُ داخل    مضاعف        بسيط 

 :، فحسب نظرية الرواسب لصد      دائرة الوحدة 
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 :  احسب قيمة التكامل[: 5]:بسرين
   

  

         

 

 
  

     الدالة الدكاملة   :الحل
 

         
 :ىي دالة زوجية، وبالتالي 

  
 

 
 

  

         
 

  

  
     

     فالنقاط الشاذة لػ  
 

         
 :ىي حلوؿ الدعادلة 

                          
                       

 :ىو جذر لذذه الدعادلة عندئذ         نفرض 
                                

                   
 

 
    

 

  
    

                                  
 :الي يوجد للمعادلة أربعة جذور ىيوبالت

                        
 برليلية في النصف العلوي من الدستوي العقدي باستثناء القطبتُ البسيطتُ     وبالتالي 

 :وبالتالي      
  

 

 
                 

    
 

   
      

 
 

   
      

  

  

 
 

 

     
    

 
 

     
    

   

   
  

 
 

 

       
 

 

       
  

 

  
  

 

 :لكل  من الدالتتُ بتُ نوع كل نقطة شاذة واحسب الراسب فيها، [: 6]:بسرين
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 :الحل
 :وبدا أف     ىي النقطة الوحيدة        النقاط الشاذة لػ  -

                        
 :قطب من الدرجة الثانية والراسب فيو ىو     فإف 

          
 

  
                    

     
 :، وبدا أف    ىي النقطة الوحيدة       النقاط الشاذة لػ  -

                        
      

  
       

      

  
      

 :والراسب فيو      قطباً بسيطاً لػ     فإف 
                        

      

  
       

      

  
      

برىن ما يلي مستعيناً بالرسم وبعد التأكد من برقق شروط استخداـ نظرية  [:7]:بسرين 
 :الرواسب

 
       

  
 

  
       

 

 
                    الدربع      

المحدود والصقيل   ىي نقطة شاذة للدالة الدكاملة وىي واقعة داخل الدربع     إف 
باستثناء   حيث الدالة الدكاملة برليلية في   جزئياً والدوجو والدغلق والذي لػيط بالدنطقة 

 :فحسب نظرية الرواسب لصد ، داخل      النقطة الشاذة
 

       

  
 

  
   

 

 
              

 :   في جوار        لنوجد منشور لوراف لػ 
     

       

  
 

  
 

       

    
 

 
 

 

    
 

      
   

     
 

   
     

 

 
 

 

    
 

        
 

 
 

 

    
 

            
           

 

   
    

 

 
 

 

   
        

  
  

 
    

، فإف ألف من عدد  غتَ منتو  من الحدوديت    في جوار      بدا أف منشور لوراف لػ 
 :  أمثاؿ الحد ،والراسب فيها     أساسية لػ     الشاذة النقطة 

   
 :وىو  
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             :احسب قيمة التكامل[: 8]:بسرين
 

 
دائرة            حيث ،

 .موجهة بالابذاه الدوجب
     النقط الشاذة للدالة الدكاملة    :الحل

     

     
 :ىي حلوؿ الدعادلة   

                                   
     الصقيل والدغلق والدوجو والدالة و المحدود   تقع داخل الدنحتٍ     ولكن 

، فحسب نظرية الرواسب     باستثناء النقطة الشاذة  برليلية على وداخل الدنحتٍ 
 :لصد

                
 :وذلك لأف     قطباً من الدرجة الثانية لػ     ولكن 

                                 
   

 
 

     
 
 

      
          

 

    
   
   

             
   

            

   
   

                                  
 :   بجوار      ، نوجد منشور لوراف لػ ونظراً لصعوبة إلغاد ىذه النهاية

            
 

     
   

 

       
   

 

     

  
 

     

  
  

    

 
 

   
 

   
    

   
 

  

 

  
 

   
    

    

 
 

  
    

 

   
       

 

   
     

 

      
 

  
 

 

   
   

 

  
  جزء برليلي  

 :والراسب فيو     قطباً من الدرجة الثانية لػ     بالتالي 
                       

 

 :احسب قيمة التكامل[: 9]:بسرين
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     الدالة  :الحل
 

       
   دالة كسرية جبرية عادية وبرقق  

   
        

 :لوؿ الدعادلةىي ح         والنقاط الشاذة للدالة  .لا ينعدـ       كما أف الدقاـ 
                              

برليلية في النصف العلوي من الدستوي العقدي باستثناء القطب البسيط         وبالتالي 
       . 

                                      
       

                 

          
        

              

  
  

 

    
  
 

 :احسب قيمة التكامل[: 12]:بسرين
   

    

          
   

 

 
             

     الدالة  :الحل
 

          
من أي دالة كسرية جبرية عادية ومقامها لا ينعدـ  

      أجل 
   
   

           
   

  

          
   عندما           

   
   

          
   

  

          
   عندما           

         والنقاط الشاذة لػ         وبالتالي ىذين الشرطتُ لزققتُ معاً لأف
 .              : لعا القطبتُ البسيطتُ
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 (2)تمارين غير محلولة 
 :التكامل لا يملك أقطاباً على المحور الحقيقي

        
  

        
   

 

 

                    

        
  

     
   

 

  

                    

        
  

    
   

 

 

 

        
  

              
   

 

  

                      

        
  

             
   

 

  

 

        
  

               
   

 

  

                           
 

         التكامل من الشكل 

        
    

        
   

 

 

                    

        
     

        
   

 

 

                      

        
    

              
   

 

 

                      

         
     

    
   

 

 

 

         
       

     
   

 

 

                    
 

 العلاقةأثبت أن التكامل الآتي يحقق 
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 التكامل يملك أقطاباً حقيقية

         
     

       
   

 

 

 

         
     

         
   

 

 

                    

         
           

  
   

 

 

                                

         
    

           
   

 

  

                    

         
     

        
   

 

 

                      

         
     

  
   

 

 

                                      

         
     

  
   

 

 

                                

         
  

    
   

 

 

 

         
     

    
   

 

 

                    

         
 

    
   

 

 

 
 

 التكامل يمتلك نقاط تفرعية
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 الفصل السادس

 الموجهة  الراسم الحافظ للزاوية. 3
                  

بعض النتائج  نبطالحافظ للزاوية الدوجهة ثم نست في ىذا الباب سنقدـ مفهوـ الراسم
الدتعلقة بسلوؾ الدواؿ التي تكوف توافقية في داخلية منطقة ما وقابلة للاشتقاؽ على حد 

ي بعض طسنع فصلال ىذا وفي. غتَات يتعتُ بدثل ىذه الرواسمىذه الدنطقة برت تغيتَ الدت
 .التطبيقات لذذه النتائج

                 خواص أساسية 1.3
برت تأثتَ التحويلة    دعنا نفحص التغتَات النابذة في ابذاىات الدنحنيات الدارة بنقطة 

 .        و    برليلية عند   عندما تكوف الدالة        
،                 إذا كاف.   قوس أملس مار بالنقطة   نفرض أف 

،       ،            : فإف  بسثيلًا بارامتًياً للقوس       
 : نعلم أف.       بالتحويلة    صورة  يكوف بسثيلاً بارامتًياً للقوس

                                     

 
 1-6: الشكل

برليلية   وتكوف فيو الدالة     في نطاؽ لػوي النقطة  عندما يقع القوس ، إذف
، علاوة على ذلكو . تكوف أيضاً قوساً أملساً    للقوس   فإف الصورة        و

  :على العلاقة    فإننا لضصل من الدعادلة 
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ىي ،        ،         عند النقطة  زاوية ميل خط موجو لشاس للقوس 

فإف           إحدى قيم     إذا كانت.          من قيم     أي قيمة
 :الدقدار

∅         
بالتالي تكوف ىذه القيمة و     ذلك تبعاً للمعادلة و           يكوف قيمة من قيم 

-6شكل )         عند النقطة   الدوجو الدماس للقوس  طىي زاوية ميل الخ
فإف الخط          و   برليلية عند نقطة ما   عندما تكوف دالة ، إذف (.1

  :يدور بزاوية مقدارىا   عند   الدوجو الدماس لقوس أملس 
                          

 .      برت تأثتَ التحويلة 
 يزاويتا ميل لعا   و    وأف   قوساف أملساف ماراف بالنقطة       افرض أف 

لشا ذكر أعلاه .   على التًتيب عند       الدستقيمتُ الدوجهتُ الدماستُ للقوستُ 
 :أفينتج 

∅                                 ∅         
على       للقوستُ ،       الدستقيمتُ الدوجهتُ الدماستُ للصور يلعا زاويتا ميل

 أي أف الزاوية،         ∅  ∅ ،إذف        التًتيب عند النقطة 
.   إلى    من       لذا نفس مقدار وابذاه الزاوية     إلى    من  ∅  ∅

  (.2-6 شكلال)ىاتاف الزاويتاف يرمز لذما بالرمز في 
راسم  ونإقوستُ أملستُ مارين بنقطة معينة  يقاؿ لراسم لػفظ مقدار وابذاه الزاوية بتُ أي

ما سبق استنباطو  .عند ىذه النقطة                   حافظ للزاوية الموجهة
 . لؽكن صياغتو في النظرية التالية

يكوف         عندىا برليلية وبحيث    تكوف  عند كل نقطة : 1-1-6 :ةىنر مب
 . حافظاً للزوايا الدوجهة       الراسم 
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 2-6 :شكلال

فيما يلي عندما نقوؿ راسم حافظ للزوايا الدوجهة أو برويلة حافظة للزوايا الدوجهة فإننا 
 . اؽ لا تنعدـ مشتقة الدالة عند أي من نقطوطالرسم بدالة برليلية معرفة على ن سنعتٍ
نو راسم حافظ للزوايا إليس بالضرورة ابذاىها لراسم الذي لػفظ مقدار الزاوية و يقاؿ ل

انعكاس بالنسبة للمحور الحقيقي وىي برويلة حافظة     التحويلة .         
إذا أتبعت ىذه التحويلة بتحويلة حافظة و . ظة للزوايا الدوجهةلكنها ليست حافللزوايا و 

لكن ليست فظة للزوايا و تكوف أيضاً حا        للزوايا الدوجهة فإف التحويلة النابذة 
 . حافظة للزوايا الدوجهة

يقاؿ    فإف       إذا كانت .   ة ما طليست دالة ثابتة وبرليلية عند نق  افرض أف 
  :نقطة حرجة للتحويلة   فمثلًا النقطة .  للدالة                ة حرجة طلذا نق

      
∅فوؽ الشعاع     الذي رأسو النقطة     ىذه التحويلة ترسم الشعاع      

من ىذا نرى أف مقدار الزاوية بتُ أي شعاعتُ رأسالعا .    الذي رأسو النقطة 
 . يتضاعف برت تأثتَ ىذه التحويلة    النقطة الحرجة 

فإنو        نقطة حرجة للتحويلة    لؽكن تبياف أنو إذا كانت ، وبصفة عامة
بحيث يكوف مقدار صورة الزاوية بتُ قوستُ أملستُ مارين   يوجد عدد صحيح موجب 

 . من الدرات مقدار الزاوية بتُ القوستُ  يساوي        بالتحويلة    بالنقطة 
وسنتًؾ .            أصغر عدد صحيح موجب بحيث   العدد الصحيح 

 .إثبات ذلك كتمارين للقارئ تفاصيل
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                                 خواص إضافية وأمثلة  1.3
إذا كانت صورتا منحنيتُ براسم حافظ للزوايا الدوجهة متعامدين فإف ىذين الدنحنيتُ لابد 

 :إذا كانت التحويلة، على سبيل الخصوصو . أف يكونا متعامدينو 
              

                 إذا كانت و         حافظة للزوايا الدوجهة عند نقطة 
 ترسم إلى الخطوط الدستقيمة الدتعامدة        ،        فإف الدنحنيات الدستوية 

الدستوية  تأف تكوف ىذه الدنحنيابالتالي لا بد و و . على التًتيب ، ,           
 . متعامدة

لؽكن الحصوؿ    حافظة للزوايا الدوجهة عند نقطة        خاصية أخرى لتحويلة 
  :أف الدشتقات نعلممن تعريف . في الإعتبار      عليها عند أخذ مقياس 

                

            

      
  

للقطعة الدستقيمة الصغتَة التي إحدى نقطتي        من ىذا يتضح أف الطوؿ 
       برت تأثتَ التحويلة          يزيد أو ينقص تقريباً بالدعامل    نهايتيها 

 . ىو طوؿ القطعة الدستقيمة الدناظرة في الدستوى الدركب             ذلك لأف و 
تقريباً نفس يكوف لذا    صغتَة في جوار ما للنقطة  بالإضافة إلى ذلك فإف صورة منطقة

والدعامل القياسي     الدعطاة بالدعادلة    لدوراف كل من زاوية ا.شكل الدنطقة الأصلية
وبالتالي فإف  هة يتغتَ عموماً من النقطة لأخرىلتحويلة حافظة الزوايا الدوج         

 .ع من التشابو مع الدنطقة الأصليةمنطقة كبتَة قد ترسم إلى منطقة لا برمل أي نو 
ي لذا معكوس لزل   الحافظة للزوايا الدوجهة عند نقطة        التحويلة 

نو يوجد نطاقتُ إف         نو إذا كانت أأي . ىناؾ              
      على تركيب بحيث تناظر كل نقطة       مراكزلعا عند     مستطيلتُ 

التي يرمز لذا بالرمز  ،التحويلة العكسية       برقق       نقطة وحيدة 
  :ومشتقتها ىناؾ تعطى بالصيغة   برليلية عند  ،      
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برقق وجود مثل ىذه الدالة العكسية ينتج مباشرة من نتيجة في حساب التفاضل 
نتًؾ تفصيلات تطبيقاتها وسنذكر ىنا ىذه النتيجة و  .التكامل للمتغتَات الحقيقيةو 

  :فرض أف الدالتتُا. ارينللتم
                                 

لذما مشتقات جزئية أولى  وأف    في الدستوى         جوار ما لنقطة  متصلتتُ في
    ىاتتُ الدالتتُ بسثلاف برويلة إلى الدستوى . متصلة عند بصيع نقط ىذه الجوار

 :التحويلةبالإضافة إلى أف جاكوبي ونفرض 
                  

          

       

       
                                  

فإنو             و            ذا كاف إبالتالي و          ينعدـ لا
على التًتيب بحيث         ،        مركزيهما     يوجد نطاقاف مستطيلاف 

           بحيث          نقطة وحيدة           تناظر كل نقطة 
 ىذا لؽكننا من تعريف الدواؿ العكسيةو   و        

             , , ,x x u v y y u v  
  :لذا مشتقات جزئية أولى متصلة برقق الشروطىذه الدواؿ متصلة و    على
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حيث النقطة    , , ,u v x y  مرتبطة بالدعادلات       . 
أنو بالرغم من أف التحويلة الحافظة للزوايا الدوجهة أحادية في جوار ما لكل نقطة  لاحظ

 .ة أحادية في نطاؽ التعريف بأكملومن نطاؽ تعريفها إلا أنها لا تكوف بالضرور 
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2wكمثاؿ على ذلك الدالة  z  1الحافظة للزوايا الدوجهة في نطاؽ 2z  
 .والتي لا تكوف في ىذا النطاؽ

 .برليلية في نطاؽ ما ثانيال فصلالف كل من الدواؿ البسيطة التي درسناىا في ألاحظ 
بالتالي فإف التحويلات الدعرفة بهذه الدواؿ تكوف حافظة للزوايا الدوجهة عند كل نقطة و 

 :التحويلية ،كمثاؿ توضيحيو  .تكوف عندىا الدالة برليلية وليست نقطة حرجة
2 2 2 2w z x y i xy    

1zحافظة للزوايا عند النقطة  i   حيث يتقاطع الدستقيماف, 1y x x  
yالخط الدستقيم  x  0يرسم إلى الشعاع , 0u v   ويرسم الخط الدستقيم

1x  ٍ21 :بالدعادلات ياً وسيطالذي لؽثل  إلى الدنحت , 2u y v y  . 
 ىذا الدنحتٍ الأختَ ىو القطع الدكافئ 2 4 1v u  3-6شكل ال ، انظر. 

Zعلى أنو الابذاه الدوجب لكلا الدستقيمتُ في الدستوى الدركب  yإذا اعتبر ابذاه تزايد

yفإف مقياس الزاوية الدوجهة من الخط الدستقيم  x  1إلى الخط الدستقيمx  
يساوي 

4

. 
0yعندما   فإف تزايدy  على امتداد الخط الدستقيمy x يستتبعو تزايدv  على

0uامتداد الخط الدستقيم   ، 22وذلك لأفv y وجب وبالتالي يكوف الابذاه الد
yلصورة الدستقيم x  0إلى أعلى عندماy  . حيح أيضاً بالنسبة للقطع ىذا صو

 ،الدكافئ
2vكما يتضح من ا لدعادلة البارامتًية الثانية  y . من ىذا لؽكننا استنباط أف مقياس

yالزاوية الدوجهة من صورة الدستقيم  x  1إلى صورة الدستقيمx  عند النقطة
2w i ( 1ىذه النقطة ىي صورة النقطةz i )  يساوي

4

  كما ىو مطلوب. 
2wلاحظ أف زاوية الدوراف التحويلية  z  1عند النقطةz i   ىي إحدى قيم

 arg 2 1 i    أو
4

  2الدعامل القياسي عند ىذه النقطة يساوي 2. 
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 3-6: الشكل

 :غير محلولة تمارين 1.3
2zعتُ زاوية الدوراف عند النقطة  -1 i   2بالتحويليةw z  ًوضح بيانيا 

ثبت أف الدعامل القياسي لذذه التحويلة عند النقطة الدعطاة أ. زاوية الدوراف لدنحتٍ خاص
2يساوي  5. 

 

1عتُ زاوية الدوراف بالتحويلة  -2
w

z
 

1zعند النقطة  (أ) . 
zعند النقطة   (ب) i. 

 صفر ( ب)  (أ: )الأجوبة
 

0ثبت أف صور الدستقيمتُ أ -3 , 1y y x    1بالتحويلة/w z  ىي الدائرة
2 2 0u v u v     0والخط الدستقيمv   رسم ىذه الدنحنيات اعلى التًتيب

وعتُ الابذاىات الدتناظرة عليها وبرقق من ىذه التحويلة تكوف حافظة للزوايا الدوجهة عند 
1zالنقطة  . 

 

ثبت أف زاوية الدوراف عند النقطة الغتَ صفرية أ -4 0 0 0.expz r i  بالتحويلة
nw z  تساوى ، عدد صحيح موجب  حيث  01n  ذه عتُ الدعامل القياسي لذ

 .ةالتحويلة عند النقطة الدعطا
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   : الإجابة
    

 

expwثبت أف التحويلة أ -5 z ند بصيع النقط في الدستوى حافظة للزوايا الدوجهة ع
 .الدركب

 

sinwثبت أف التحويلة أ -6 z حافظة للزوايا الدوجهة عند بصيع النقط عدا 
         

 

   
,0حيث   1, 2,...n   . 

 

افرض أف  -7 w f z  0برويلة حافظة للزوايا الدوجهة عندz  اكتب
     , ,f z u x y i v x y   واستخدـ نتائج حساب التفاضل والتكامل

وبرليلي عند    عند    ييكوف لذا معكوس لزل  للمتغتَات الحقيقية لإثبات أف الدالة 
 0f z. 

التحويلة  عن عبر أولاً : حا قتً إ w f z  لتبياف أف  السابق بندال    بدلالة معادلتي
الجاكوبي لا ينعدـ عند  0 0,x y، رلؽاف لإثبات أف قيمتو عند -ستخدـ معادلتي كوشيا

تساوي    النقطة  
2

0'f z. السابق بندال    بدلالة معادلتي    بعد ذلك عرؼ 
  لإثبات أف الدشتقات الجزئية الأولى لذاتتُ الدالتتُ برقق معادلتي    واستخدـ الشروط 

رلؽاف عند النقطة –وشيك 0 0,u v. 
 

ثبت أنو إذا كانت أ -8 z g w  الدعكوسة المحلية للتحويلة w f z  الحافظة
فإف  0zللزوايا الدوجهة عند النقطة  

 0

0

1
'

'
g w

f z
. 

حيث  0 0w f z  لاحظ وجود 0'g w  وأف الصيغة ( 7)يتحقق من بسرين و
 .0w تكوف في الواقع حافظة للزوايا الدوجهة عند  الدعطاة أعلاه تبتُ أف 

اكتب: قتًاحإ g f z z   ثم طبق قاعدة السلسلة لإلغاد مشتقات الدواؿ المحصلة. 
 

expwللتحويلةأوجد الدعكوسة المحلية  -9 z عند النقطة. 
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0( أ) 0z  
0( ب) 2z i. 

 لتفاضل الدعكوسة المحلية التي حصلنا عليها في التمرين السابقبند ال( 1)ثم حقق صيغة 
(8 .) 

Log( ب)  Logw( أ: )الأجوبة  2w i. 
 

أصغر عدد صحيح موجب بحيث   وأف    نقطة حرجة للدالة 0zافرض أف  -12
   0 0
m

f z   افرض أف بالتحويلة    ىي صورة القوس الأملس w f z   كما
  :ف العلاقةثبت أف زاويتي الديل برققاف الآأ. 1-6ىو موضح بالشكل 

 
0 0 0arg

m
m f z    

  
1ترمز للزاوية بتُ القوستُ الأملستُ  ثبت أنو إذا كانت أ ثم منو  2,C C   كما ىو

mىي ، فإنو الزاوية الدناظرة بتُ الصورتتُ 2-6موضح بشكل  . 
  :لضصل على العلاقة 0zعند   من مفكوؾ تايلور للدالة : قتًاحا

     
       

 
 

1

0 0

0 0 0arg arg arg ...
! 1 !

m m
f z f z

f z f z m z z z z
m m

 
             

 

عند  وزاوية ميل صورتو  0zعند .  ثم نستخدـ حقيقة أف زاوية ميل القوس 
 0f z  لعا نهايتي     0 0arg , argf z f z z z     على التًتيب عندما
 . على امتداد القوس  0zمن   تقتًب 
                     المرافقات التوافقية 1.3

 :أنو إذا كانت السابق لاحظنا في
                     

تكوف الدرافق التوافقي للدالة        فإف الدالة الحقيقية ،  دالة برليلية في نطاؽ ما  
وبرقق   توافقيتاف في         ،       الدالتتُ، أي أف       الحقيقية 

 :رلؽاف-ما الجزئية الأولى معادلتي كوشيمشتقاته
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 . عند بصيع نقط 

معرفة على نطاؽ بسيط التًابط  دالة توافقية معطاة       ف أنو إذا كانت ستبتُ الآ
  :التكامل الخطي سنعتبر أولاً ، لإثبات ذلك. نو يوجد دائماً مرافق توافقي لذافإ  

                      
     

       
                
بنقطة         ويصل النقطة الثابتة   يقع في  منحتٍحيث مسار التكامل أي 

كمتغتَات التكامل وذلك للتميز بينهما وبتُ الدتغتَات      سنستخدـ       متغتَة 
مرافقة   تولدت من حقيقة أنو إذا كانت     التي تظهر في الحد الأعلى للتكامل 

  :فإف  توافقية للدالة 
                          

 : بلاسفإنها برقق معادلة لا  توافقية على   ف إحيث و 
                      

–التي ينتج منها أف الدشتقة الجزئية للدالة  تساوي الدشتقة   بالنسبة للمتغتَ         
    أي أف الدالة الدكاملة في التكامل   بالنسبة للمتغتَ         الجزئية للدالة 

بالتالي يعرؼ لا يعتمد على الدسار الدختار و      من ىذا يتضح أف التكامل. تفاضل تاـ
 :دالة حقيقية

                              
     

       
             

 (. الحد الأعلى للتكامل)    في الدتغتَين 
من صيغ التفاضل        مرافق توافقي للدالة        ف أف نثبت أف بقي الآ

التكامل للمتغتَات بحساب التفاضل و ، لخطية ذات حد أعلى متغتَ للتكاملللتكاملات ا
 :لضصل على، الحقيقية

                                                         
ف الدشتقات الجزئية الأولى للدالة  إوحيث .    رلؽاف -لعا معادلتا كوشي    الدعادلتاف 
ة مر تسم       أف الدشتقات الجزئية الأولى للدالة     ة فيتضح من مر تسم       
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ىذا و ،  تكوف دالة برليلية في النطاؽ                بالتالي فإف و . أيضاً 
 . توافقي للدالة  مرافق  بدوره يثبت أف 

ذلك و .  الدرافق التوافقي الوحيد للدالة  ىي ليست بالطبع    الدعرفة بالصيغة   الدالة 
مرافق توافقي أيضاً للدالة  ،ثابت اختياري حقيقي   حيث،          لأف الدالة

 . 
     يالتوافقية على الدستو           اعتبر الدالة ، علاهألتوضيح ما ذكر 

 :الدالة،    من الدعادلة . بأكملو
                     

     

     
  

كما لؽكن كذلك ، إلغاد قيمة ىذا التكامل بالتجربةلؽكن         مرافق توافقي للدالة
ثم        على الدسار الأفقي من نقطة الأصل إلى النقطة لغاد قيمتو بدكاملتو أولاً إ

وعموماً       إلى النقطة       مكاملتو بعد ذلك على امتداد الدسار الرأسي من 
 :فإف ناتج ىذا التكامل ىو

        
 

   
    

 

   
      

  :ة ىير والدالة التحليلية الدناظ
         

 

   
            

 

   
     

                                      تحويلات الدوال التوافقية 2.3
تعتبر مسألة إلغاد دالة توافقية في نطاؽ معتُ وبرقق خواصاً لزددة على حد ىذا النطاؽ 

لزددة على حد  إذا كانت قيم الدالة. الأساسية في الرياضيات التطبيقيةمن الدسائل 
 لترلؼيدألة النطاؽ فإف الدسألة تعرؼ بدسألة شروط حدية من النوع الأوؿ أو مس

وإذا كانت قيم مشتقة الدالة في الابذاه العمودي لزددة على حد                  
 نولؽافالنطاؽ فإف الدسألة تعرؼ بدسألة شروط حدية من النوع الثاني أو مسألة 



 
 الدوجهة للزاوية الحافظ الراسم: الفصل السادس  193

لحدية أو مزيج منها قد تعديلات في ىذه الأنواع من الشروط ا.                
 .تظهر كذلك

ف الدالة إحيث ، فعلى سبيل الدثاؿ. بسدنا بزوج من الدواؿ التوافقية برليليةكل دالة 
 .شاملة فإف مركبتها       

                                                   
 :برقق الشروط  الدالة . النقط تكوناف توافقيتاف عند بصيع

                              
                                      

                                             
نفس ، بالطبع           للشرلػة  يرلؼليووعليو فهي تشكل مسألة د

، فعلى سبيل الدثاؿ. لنطاقات أخرىالدالة برقق شروطاً حدية أخرى لنفس النطاؽ و 
 .      تنعدـ على الخط الدستقيم          مشتقتها في الابذاه العمودي

لحقيقي أو ذلك بالتعرؼ على كونها الجزء ااً لؽكن اكتشاؼ حل مسألة معطاة و أحيان
لكن لصاح ىذا الأسلوب يعتمد على بساطة الدسألة كما يتوقف  و . التخيلى لدالة برليلية

سنعطى . ليليةة لقدر كبتَ من الدواؿ التحالتخيليعلى إلدامنا بالأجزاء الحقيقية و كذلك 
 .سائلفة ىامة تساعد على حل ىذه الدف إضاالآ

 

 :فرض أف الدالة التحليليةن :1-5-6:ةىنر مب
                     

إذا كانت   في الدستوى الدركب    فوؽ نطاؽ   في الدستوى الدركب    ترسم نطاؽ 
  :فإف الدالة   دالة توافقية على        

                         
 .  تكوف توافقية في 

بسيط    ة الدعطاة سيكوف للحالة التي فيها النطاؽ ىنمبر الذي سنقدمو لل :ثباتالإ
وذلك ، تذكر أف. لتي تقابلنا غالباً في التطبيقاتوىذه في الواقع ىي الحالة ا ،طالتًاب
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       معطاة يناظرىا مرافق توافقي        كل دالة توافقية  ،حسب البند السابق
 :إذف الدالة ،

                      
فإف الدالة    برليلية في النطاؽ      ف الدالة إحيث    تكوف توافقية في النطاؽ 

وبالتالي فإف الجزء الحقيقي    برليلية في النطاؽ  تكوف أيضاً         الدركبة 
 .  لذذه الدالة الدركبة يكوف دالة توافقية في النطاؽ                  

   الدعطاة في الحالة العامة التي لا يكوف فيها النطاؽ  ةىنبر الد إثباتولغب أف ننوه إلى 
، قاعدة السلسلة للمشتقات الجزئية ذلك باستخداـرورة بسيط التًابط لؽكن كتابتو و بالض

 . وسنتًؾ التفاصيل للقارئ كتمرين
الدكوف من     توافقية في النطاؽ               الدالة : 1-5-6:مثال

 :برت تأثتَ التحويلة    بصيع نقط نصف الدستوى العلوى 
      

في     وبالإضافة إلى ذلك لصد أف النطاؽ              لصد أف 
من الدستوى ترسم         الدكوف من بصيع نقط الربع الأوؿ   الدستوى الدركب 

 :إذف الدالة،     فوؽ النطاؽ
                        

 .   تكوف توافقية في النطاؽ
–التوافقية على الشرلػة          نعتبر الدالة ل: 2-5-6:مثال

 

   
        

فوؽ تلك      ترسم نصف الدستوى الألؽن        لاحظ أف التحويلية نو 
 :بكتابةالشرلػة 

                         
   

 
    

 : حيث
   

 
         

 

 
 :فإننا لصد أف الدالة، 

             
   

 
  

 .   تكوف توافقية في النصف الدستوى 
                                        تحويلات الشروط الحدية 3.3
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معينة على امتداد حد نطاؽ  العمودي قيماً أف يكوف لدالة ما أو مشتقاتها في الابذاه 
ذلك رغم أنها ليست و  ،معتُ تكوف الدالة فيو توافقية بسثل الشروط الحدية الأكثر شيوعاً 

سنبتُ في ىذا البند أف أنواعاً معينة من ىذه . الذامة الوحيدة من الشروط الحديةالأنواع 
في الباب . حافظة للزوايا الدوجهة تالشروط لا تتغتَ بالتغتَ الناشئ للمتغتَات عن برويلا

. ؿ على حلوؿ لدسائل الشروط الحديةالتالي سنقوـ باستخداـ نتائج ىذا البند للحصو 
الأسلوب الذي سيستخدـ في الباب التالي ىو برويل أي مسألة شروط حدية معطاة في 

د ثم استخداـ نظريات ىذا البن    إلى مسألة أبسط في الدستوى      الدستوى
ي حصلنا عليو في الدسألة والبند السابق لكتابة حل الدسألة الأصلية بدلالة الحل الذ

 .الدبسطة
 :فرض أفن

                                 
  في الدستوى الدركب   فوؽ قوس   في الدستوى الدركب   دالة توافقية ترسم قوس 

 :اكتب  وافرض أف دالة ما معرفة على 
                         

فإف   على          من الواضح أنو إذا كانت . أي عدد حقيقي  فرض أف نو 
 . على          

       وأف   برويلة حافظة للزوايا الدوجهة على      بالإضافة إلى ذلك افرض أف 
في الابذاه        للدالة  ،     إذا انعدمت الدشتقة   قابلة للاشتقاؽ على 

تنعدـ على في الابذاه العمودي         فإف مشتقة الدالة  على امتداد  العمودي
لإثبات ذلك نذكر القارئ بدا درستو في حساب التفاضل والتكامل للمتغتَات  .  امتداد

ف في ابذاىو الدشتقة الابذاىية تكو        الدالة          الحقيقية من أف متجو ميل 
    للمتغتَين   و لؽكن التعبتَ عن ىذه بدلالة مشتقتى الدالة . أكبر ما لؽكن   دالةلل

  :على الصورة
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            ومركبة ، ىي القيمة العظمى للمشتقة الابذاىية              قيمة
من الدعلوـ كذلك أف متجو ميل . في الابذاه  الدشتقة الابذاىية للدالة  في أي ابذاه ىي

الدار بتلك          عند نقطة ما عمودي على الدنحتٍ الدستوى        الدالة 
 .النقطة

 
 4-6 :شكلال

عند تلك النقطة ىي مركبة متجهة ميل       ف إحيث   ف أي نقطة على اعتبر الآ
  ف إوحيث   عند النقطة الدذكورة في ابذاه عمودي على        الدالة 

  
فإنو     

 ولكن متجو(. 4-6 :شكلال)   يينتج أف متجو الديل لا بد وأف يكوف لشاساً للمنح
بد وأف وبالتالي لا، الدار بتلك النقطة          يالدستو  الديل عمودي على الدنحتٍ

برويلة حافظة        ف إحيث . يستو الد على ىذا الدنحتٍ عمودياً   يكوف 
. أف يتعامد الدنحنياففلابد و          مع   للزوايا الدوجهة عند نقطة تقاطع 

. تنعدـ   في ابذاه عمودي على الدنحى       بالتالي فإف مركبة متجهة ميل الدالة و 
فيما .  في ابذاه العمود تنعدـ عند كل نقطة من نقط  .      أي أف مشتقة الدالة 

 إذا كاف              ذكرناه أعلاه نلاحظ أننا افتًضنا أف 
      وبالتالي ،              : أففينتج .              

 . في ابذاه العمود تنعدماف  والدشتقة الدناظرة للدالة 
في صورة بذعل من الدمكن الاستفادة منها فيما نضعها سنلخص فيما يلي ىذه النتائج و 

  :يلي في التطبيقات
 :فرض أفن :2-5-6:ةىنر مب
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   في الدستوى الدركب  فوؽ القوس   في الدستوى الدركب   دالة برليلية ترسم قوس 
دالة قابلة        أف و   حافظة للزوايا الدوجهة على      افرض كذلك أف 

  :أي من الشرطتُ       إذا حققت الدالة   للاشتقاؽ على 
  أو          

  
   

 :فإف الدالة  على طوؿ 
                         

 . برقق الشرط الدناظر على طوؿ 
لستلف عن النوعتُ الواردين في النظرية لؽكن برويلو إلى شرط لؼتلف  يشرط حد أي

في أي حالة لؽكن الحصوؿ على شروط حدية جديدة . صليعن الشرط الأ جوىرياً 
ومن الدفيد أف نلاحظ أنو برت تأثتَ برويلة . مسألة المحولة وذلك بتحويلات خاصةلل

في   على امتداد   حافظة للزوايا الدوجهة تكوف النسبة بتُ الدشتقة الدوجهة للدالة 
عند النقطة الدناظرة   على امتداد الصورة   دالة الدشتقة الدوجهة للو   الدستوى الدركب 

تكوف ثابتة على امتداد  عادة ىذه النسبة لا.        تساوي   في الدستوى الدركب 
 .قوس معطى
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 (3)غير محلولة تمارين
 :لإلغاد مرافق توافقي للدالة التوافقية( الدرافقات التوافقية)بند     استخدـ صيغة  -1

                
 . عبر عن الدالة التحليلية النابذة بدلالة الدتغتَ الدركب 

 

أف الدشتقات  ثبتأ  دالة توافقية في نطاؽ بسيط التًابط        افرض أف  -2
 . تكوف متصلة عند بصيع نقط   الجزئية من بصيع الرتب للدالة 

 

ىي نصف      بالتحويلة           صورة القطعة الدستقيمة  -3
 :الدالة ،كذلك             الدائرة 

           
 

     
  

الأصل  نقطة عدا  لجميع نقط الدستوى الدركب ، بالتالي قابلة للاشتقاؽو  ،فقيةتوا
                        اكتب  .نصف الدائرةوقيمتها تساوي اثنتُ على 

على امتداد القعة     ت مباشرة أف حسب التغتَ الدشار إليو للمتغتَات وأثب
 .(برويلات الشروط الحدية) بندة الدعطاة في ىنبر ىذا يوضح الد. الدستقيمة

 

مع نقطة الأصل   صورة الجزئتُ الدوجبتُ من لزوري الاحداثيات في الدستوى الدركب  -4
  :اعتبر الدالة التوافقية  ىي لزور الاحدثيات      بالتحويلة 

                
أي أف ، تنعدـ  الابذاه العمودي على امتداد لزور الاحدثيات  ولاحظ أف مشتقتها في

كما ، في الابذاه العمودي       ثبت مباشرة أف مشتقة الدالة أ .         
تنعدـ على امتداد الأجزاء الدوجبة  ،(برويلات الشروط الحدية)معرؼ في النظرية ببند ىو 

ليست حافظة للزوايا      لاحظ أف التحويلة    الدركب من المحورين في الدستوى
 .الدوجهة عند نقطة الأصل

 

 :استخدـ الدالة التوافقية -5
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بينما           لإثبات أف ( 4)الدعطاة بتمرين        من الدالة  بدلاً 

على                  على امتداد الجزء الدوجب من لزور           
  أي أف الشرط من النوع .   امتداد الجزء الدوجب من لزور 

  
لا لػوؿ بالضرورة    

 .       إلى شرط من النوع 
 

،          فإف  ،لدسألة نولؽاف حلاً        ثبت أنو إذا كانت دالة ما أ -6
 . لتلك الدسألة حلاً  تكوف أيضاً ، أي عدد حقيقي ثابت  حيث 

 

في     ترسم نطاقاً                     افرض أف الدالة التوافقية  -7
       ثبت أنو إذا كانت أ  في الدستوى الدركب    فوؽ نطاؽ   الدستوى الدركب 

 :وكاف   دالة توافقية معرفة على 
                          

 :فإف
                                               

 .  توافقية في         من ىذا نستنتج أف الدالة
 

 :وبرقق معادلة بواسوف    دالة في الدتغتَ    افرض أف -8
                          

ثبت أنو إذا كانت أ. دالة معطاة  حيث   من الدستوى الدركب    في نطاؽ 
 ،  فوؽ النطاؽ     دالة برليلية  ترسم نطاقاً  .                   

 :برقق معادلة بواسوف،                         :فإف الدالة
                                            

 

للزوايا  دالة برليلية تعرؼ راسماً                     افرض أف  -9
  في الدستوى الدركب     فوؽ نطاؽ  في الدستوى الدركب     الدوجهة من نطاؽ
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       واكتب .    دالة توافقية معرفة على       افرض أف 

                . 
 :الدتغتَات الدوضح يكوفثبت أنو برت تأثتَ تغيتَ أ (أ)

                                    
الزاوية             والدتجو   بتُ قوس    لداذا تساوى الزاوية عند نقطة في  (ب)

 .           والدتجو   للقوس   بتُ الصورة    عند النقطة الدناظرة في 
   لؽثل مسافة على امتداد  ثبت أنو كاف أ( ب)و( أ)باستخداـ نتائج الجزئتُ  (جػ)

  :فإف الدشتقة الدوجهة برقق  لؽثل مسافة على امتداد    وكاف
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 بعالفصل السا

 تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة. 4
                                   

سنقوـ الآف باستخداـ الرواسم الحافظة للزوايا الدوجهة لحل عدد من الدسائل الفيزيائية التي 
وبالتحديد فإننا سنعالج مسائل . تشتمل على معادلات لابلاس في متغتَين مستقلتُ

، وجهد الكهرباء الساكنة                تتعلق بالتوصيل الحراري 
ف الذدؼ من ىذه إحيث .           ائل ، وسرياف س                       

 .الدسائل ىو توضيح طرؽ الحل، فإننا سنتعرض لدسائل بسيطة قدر الإمكاف

 درجات الحرارة المستقرة 1.4
                    : 

خلاؿ سطح مغلف              في نظرية التوصيل الحراري يعرؼ الفيض الحراري 
لى أنو كمية الحرارة السارية في ابذاه لجسم مصمت عند نقطة على ىذا السطح ع

أي أف الفيض الحراري . العمودي للسطح عند تلك النقطة في وحدة الزمن لوحدة الدساحة
وسنرمز ىنا للفيض . يكوف مقيساً بوحدات مثل سعرات حرارية في الثانية للسنتيمتً الدربع

في ابذاه العمودي عند النقطة على   وىو يتناسب مع مشتقة درجة الحرارة   بالرمز
 :السطح

 1)0(  K
dn

dT
K 

لدادة الجسم الدصمت                      يسمى التوصيل الحراري   الثابت 
 .الذي يفتًض أنو متجانس

سنعتُ عند كل نقطة من نقط الجسم الدصمت إحداثيات كارتيزية لفراغ ثلاثي البعد، 
    ها درجة الحرارة دالة في الدتغتَ وسنقتصر اىتمامنا على تلك الحالات التي تكوف في
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 الدستويلا تتغتَ مع تغتَ الإحداثيات على امتداد المحور العمودي على   ف إحيث . فقط
بالإضافة . الدستويلذذا  ، فإف الفيض الحراري يكوف في ىذه الحالة ثنائي البعد موازياً    

 .لا تتغتَ مع الزمن  عتٌ أف إلى ذلك، سنفتًض أف السرياف يكوف في حالة استقرار بد
أي . ودة خلاؿ الجسم الدصمتسنفتًض كذلك أنو لا توجد طاقة حرارية متولدة أو مفق

وبصيع        أيضاً، دالة الحرارة . لا يوجد منابع أو مصارؼ للحرارة ىناؾ أنو
للجسم  مشتقاتها الجزئية من الرتبتتُ الأولى والثانية تكوف متصلة عند كل نقطة داخلية

للفيض الحراري ىنا فرضاف من فروض النظرية     ىذا التقرير والصيغة . الدصمت
وىذاف الفرضاف لؽكن استخدامهما كذلك عند كل نقطة . الرياضية للتوصيل الحراري

 .داخل جسم مصمت لػوي توزيع متصل للمنابع والدصارؼ
ىذا العنصر يكوف على شكل متوازي . اعتبر الآف عنصراً داخلياً للجسم الدصمت

وطوؿ حرفو في   و  ضلعيو  طولاً       الدستويمستطيلات قاعدتو مستطيل في 
 الدعدؿ الزمتٍ لسرياف( 1-7 :شكلال)يساوي الوحدة     ابذاه العمودي للمستوى 

yyxKTxالحرارة في ابذاه اليمتُ من خلاؿ الوجو الأيسر يساوي   وفي ابذاه  ),(
yyxxKTxاليمتُ من خلاؿ الوجو الألؽن يساوي   بطرح معدؿ السرياف  ),,(

ىذا . الأوؿ من الثاني لضصل على معدؿ فقداف الحرارة من العنصر خلاؿ ىذين الوجهتُ
 :الدعدؿ المحصل لؽكن كتابتو
yxأو                       

x

yxTyxxT
K xx 














),(),( 

 2),( yxyxTK xx  
بصيع الكميات ىنا بالطبع تقريبية وتزداد دقة التقريب  . متناىية في الصغر  انت إذا ك

 .صغراً   و  كلما زادت 
باتباع نفس الأسلوب لصد أف لزصلة ومعدؿ فقداف الحرارة خلاؿ الوجهتُ العلوي 

 .والسفلي للعنصر تعطى بالصيغة
 3),( yxyxTK yy  



 
 الدوجهة للزوايا الحافظة الرواسم تطبيقات: الفصل السابع  131

 
 1-7: الشكل

الحرارة تسري إلى داخل أو إلى خارج العنصر من خلاؿ ىذه الأوجو الأربعة فقط، 
يساوي     ،    إذف لرموع التعبتَين . ودرجات الحرارة في العنصر نفسو تكوف مستقرة

 :صفر أي أف
 40),(),(  yxTyxT yyxx 

من ىذا نرى أف دالة الحرارة برقق معادلة لابلاس عند كل نقطة داخلية من نقط الجسم 
 .الدصمت

تكوف   ، نستنتج أف دالة الحرارة ومشتقاتها الجزئية وحقيقة اتصاؿ    إلى معادلة  بالنظر
 .في النطاؽ الدمثل لداخلية الجسم الدصمت    دالة توافقية في الدتغتَين 

cyxTالسطوح  ),(  أو )أي ثابت حقيقي، ىي متساويات درجة الحرارة   حيث
تكوف درجة الحرارة على   بدعتٌ أف لكل ثابت )          ( سطوح تساوي الحرارة

cyxTالسطح  ),( متساوية عند كل نقطة من نقطة ) للجسم الدصمت لؽكن كذلك
، وذلك     الدستويالنظر إلى متساويات درجة الحرارة ىذه على أنها منحنيات في 

),(حيث أف  yxT  لؽكن النظر إليها على أنها درجة الحرارة لصفيحة رقيقة من الدادة في
متساويات درجة الحرارة ىي نفسها . حيث أوجو الصفيحة معزولة حرارياً  الدستويذا ى

 . الدنحنيات الدستوية للدالة 
يكوف عمودياً على متساوي درجة الحرارة عند كل نقطة من نقطة،   متجو ميل الدالة 

إذا  . والفيض الحراري الأعظم عند نقطة ما يكوف في ابذاه متجو الديل عند تلك النقطة
),(كانت  yxT  مرافق توافقى للدالة   ترمز لدرجات الحرارة في صفيحة رقيقة وكانت

cyxS تٍمنحيكوف متجو لشاس لل  ، فإف متجو ميل الدالة   ),(  عند كل نقطة
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الدنحنيات . وايا الدوجهةحافظة للز                  تكوف عندىا الدالة 
 .             ( أو خطوط السرياف )تسمى خطوط الفيض        

على امتداد أي جزء من       إذا انعدمت مشتقة درجة الحرارة في الابذاه العمودي 
أي أف ىذا الجزء . حدود الصفيحة، فإف الفيض الحرارية خلاؿ ىذا الجزء يساوي صفر

 .من خطوط الفيض يكوف معزولًا حرارياً وبالتالي يكوف خطاً 
  في ىذه الحالة تعرؼ . قد ترمز أيضاً لتًكيز مادة تنتشر خلاؿ جسم مصمت  الدالة 

ينطبق بالدثل لحالة الانتشار     كرناه أعلاه واشتقاؽ معادلة بصيع ما ذ . بثابت الانتشار
 .الدستقر

  يدرجات الحرارة المستقرة في نصف المستو  1.4
                                    

),(دعنا نوجد صيغة لدرجات الحرارة الدستقرة  yxT  في شرلػة رقيقة نصف لا نهائية
0y  0وجهيها معزولتُ وحافتهاy   برفظ عند درجة الحرارة صفر فيما عدا الجزء
0,11  yx  (2-7 :شكلال)واحد الذي برفظ درجة حرارتو عند درجة الحرارة 

),(الدالة  yxT وىذا الشرط طبيعي إذا ما اعتبرنا الصفيحة الدعطاة على تكوف لزدودة ،
00أنها الحالة النهائية للصفيحة  yy   التي برفظ حافتها العليا عند درجة حرارة ثابتة

في الحقيقة فإنو يكوف من الدقبوؿ فيزيائياً أف نشتًط أف تقتًب . 0yا تزداد عندم
),( yxT  من الصفر عندما تقتًبy من ما لا نهاية . 
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 2-7: الشكل

 :مسألة الشروط الحدية الدطلوب حلها لؽكن صياغتها على النحو التالي
                  )0,(0),(),(  yxyxTyxT yyxx 
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0

1
)0,(xT 

MyxTأيضاً   ),(   ثابت ما موجب  حيث. 
أسلوبنا في الحل ىو .     الدستويوىذه ىي مسألة دريشلت للنصف العلوي من 

ىذه الدنطقة .     الدستويالحصوؿ على مسألة جديدة من مسائل دريشلت لدنطقة في 
والتي تكوف حافظة     بتحويلة برليلية في النطاؽ  الدستويستكوف صورة نصف 

)0,1(فيما عدا عند النقطتتُ     ا الدوجهة على امتداد للزواي   حيث تكوف الدالة
. وسيكوف أمراً بسيطاً أف نكتشف دالة توافقية لزدودة برقق الدسألة الجديدة. غتَ معرفة

إلى      الدستويبعد ذلك سنستخدـ نظريتي الباب السابق لتحويل حل الدسألة في 
وبالتحديد سيتم برويل دالة توافقية في الدتغتَين .     الدستويحل للمسألة الأصلي في 

     الدستويكما أف الشروط الحدية في      إلى دالة توافقية في الدتغتَين     
ولا لغب أف يكوف ىناؾ أي .     الدستويستحفظ على أجزاء مناظرة من الحدود في 

رجة الحرارة الدختلفتُ في الدستويتُ دعنا لتَمز لدالتي د  لبس إذا ما استخدمنا نفس الرمز 
exp1)(نكتب  21 irz   و)(e x p1 22 irz  حيث ،

2/32/   k
 .التحويلة 2,1kو   
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، 1z، فيما عدا عند النقطتتُ من الدستوي 0yمعرفة على النصف العلوي 
ف إوذلك حيث   قيمة  الآف( 2-7: شكلال)الدنطقة في ىذه  210
تكوف القيمة الأساسية عندما     اللوغاريتم في   ، ونلاحظ أف 210

يرسم فوؽ الشرلػة  الدستويمن  0yالنصف العلوي  0  الدركب  الدستويفي
ىنا     وبكل تأكيد فإف ىذا الشكل ىو  الذي أوحى إلينا اختيار التحويلة .  

حيث           القطعة الدستقيمة من لزور السينات التي نقطتا نهايتيها 
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  21
يا من الشرلػة، أما بقية لزور السينات، حيثلعالحافة ال رسم فوؽت 

021  من الواضح أف الشروط الدطلوبة بأف تكوف . ، فتَسم فوؽ الحافة السفلى
 . التحويلة برليلية وحافظة للزوايا الدوجهة تكوف متحققة بالنسبة للتحويلة

صفر عند بصيع نقط التوافقية والمحدودة والتي تساوي     من الواضح أف دالة الدتغتَين 
من الشرلػة وتساوي الوحدة عند بصيع نقط الحافة     الحافة   ىي: 
                                     ;

1



T 

بالتحويل . /wىذه الدالة توافقية وذلك حيث أنها الجزء التخيلي من الدالة الشاملة 
 .باستخداـ الدعادلة    إلى الاحداثيات 

                             
1

1
arg

1

1
log











z

z
i

z

z
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  :فإننا لصد أف
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yiyx

iyx
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22 yx
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 :فإوذلك حيث  ومدى معكوس دالة الظل ىنا من صفر إلى 

21
1

1
arg  





z

z 
و   :تأخذ الآف الصورة    الصيغة  210

               )arctan0(
1

2
arctan

1
22
















 t

yx

y
T 

توافقية في الشرلػة     ف الدالة إحيث  0  برليلية     ف التحويلة إوحيث
 (برويلات الدواؿ التوافقية)فإنو لؽكننا تطبيق النظرية ببند  0y الدستويفي نصف 

الشروط الحدية لكلتا الدالتتُ . ىذا الدستويتوافقية في نصف     لاستنباط أف الدالة 
الذي     التوافقيتُ واحدة على الأجزاء الدتناظرة من الحدود وذلك لأنهم من النوع 

وبالتالي فإف الدالة المحدودة ( برويلات الشروط الحدية)ببند  (برىنةالد)سبق معالجتو في 
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ولؽكننا بالطبع أف نتحقق مباشرة من أف الدالة . للمسألة الأصلية ىي الحل الدطلوب    
 2-7: شكلالبرقق معادلة لابلاس وأف لذا قيم تؤوؿ إلى تلك القيم الدشار إليها ب    

 .من لزور السينات من أعلى      تقتًب النقطة  عندما
),()10(متساويات درجة الحرارة  ccyxT  ىي الدوائر: 

1
tan

222  y
c

yx


 

 )0,1(ت والدارة بالنقطتتُ عيناالتي تقع مراكزىا على لزور ال
ار ثابت يكوف أيضاً ف ناتج ضرب دالة توافقية في مقدإ، لغب أف نلاحظ أنو حيث أختَاً 

 :، فإف الدالةدالة توافقية

)arctan0(
1

2
arctan

22
















 t

yx

yTo
T 

الدعطى عند إبداؿ الشرط الحدي أف درجة  الدستوينصف بسثل درجات الحرارة الدستقرة في 
0,11الحرارة تساوي الوحدة على امتداد الحافة   yx  بالشرط الحدي أف درجة

 .  الحرارة على امتداد نفس الحافة تكوف ثابتة وتساوي 

                   مسألة ذات صلة بالمسألة السابقة 1.4
و  x/2: اعتبر بلاطة نصف لا نهائية في الفراغ الثلاثي البعد لزدودة بالدستويات

حفظ السطحتُ الأوليتُ عند درجة حرارة صفر وحفظ السطح الأختَ عند .    
عند أي نقطة داخلية من        ىدفنا ىو إلغاد صيغة لدرجة الحرارة .  درجة حرارة 
درجات الحرارة في صفيحة رقيقة على صورة شرلػة  الدسألة ىي أيضاً إلغاد. نقط البلاطة

/0,2/2نصف لا نهائية   yx   بافتًاض أف وجهي الصفيحة معزولاف
 (.3-7 :شكلال)بساماً 

 :مسألة الشروط الحدية الدطلوب حلها ىنا
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22
0),(),( yxyxTyxT yyxx
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              ,
22

1)0,( 










xxT

 
 .لزدودة       حيث 

 
 3-7: الشكل

  :الراسمإف 
                                     zw sin 

لػوؿ مسألة الشروط الحدية أعلاه إلى مسألة الشروط الحدية التي صيغت في البند السابق 
  :بالبند السابق لؽكننا أف نكتب    إذف بالرجوع إلى الحل ( 2-7 :شكلال)

                )arctan0(
1

2
arctan

1
22
















 t

vu

v
T 

 :لؽكن كتابتو    تغيتَ الدتغتَات الدعطى بالدعادلة  
;sinhcos yxv       ,coshsin yxu 

 :   وبذلك تصبح الدالة التوافقية 













1sinhcoscoshsin

sinhcos2
arctan

1
2222 yxyx

yx
T


 

xyولغب ملاحظة أف الدقاـ ىنا لؼتزؿ إلى  22 cossinh   وبالتالي فإنو لؽكن كتابة
 :الكسر على الصورة
2tan

)sinh/(cos1

sinh/cos2

cossinh

sinhcos2
222





 yx

yx

xy

yx 

yxحيث  sinh/costan   إذف 2T  تصبح  وصيغتنا للدالة: 
                 










2
arctan0
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 .ذلك حيث أف سعتها غتَ سالبة   مدى معكوس دالة الظل ىنا من صفر إلى 
فإف      الدستويتوافقية في نصف     شاملة والدالة      ف الدالة إ، حيث الآف

/0,2/2تكوف توافقية في الشرلػة     الدالة   yx   أيضاً، الدالة    
0,0و    1uعند     برقق الشروط لابتدائية   vT  1عندماv  و

بالإضافة إلى ذلك، فإف     و    برقق إذف الشروط الحدية     الدالة     
1),( yxT إذف ىي صيغة درجة     الصيغة . عند كل نقطة من نقط الشرلػة

 .الحرارة التي نبحث عنها
 .في البلاطة ىي السطوح         متساويات درجة الحرارة 

y
c

x sinh
2

tancos


 
)/0,2(التي لؽر كل منها بالنقطتتُ    التوصيل   إذا كاف .    في الدستوي

، فإف الفيض الحراري إلى داخل البلاطة من خلاؿ السطح الواقع في الدستوي الحراري
 :يكوف     











22cos

2
)0,(




x

x

K
xKT y 

  x/2ف الفيض الحراري إلى خارج البلاطة من خلاؿ السطح الواقع في الدستوي إو 
 :يكوف

)0(
sinh

2
,

2









 y

y

K
yKTx



 

في ىذا البند لؽكن حلها أيضاً باستخداـ طريقة  لة الشروط الحدية التي عرضنا لذامسأ
طريقة فصل الدتغتَات مباشرة أكثر، ولكنها تعطى الحل على صورة و . فصل الدتغتَات

 .متسلسلة لا نهائية

 درجات الحرارة في ربع مستوى جزء من أحد حافتيو معزول حرارياً  1.4
إذا كانت  الدستويدعنا نوجد درجات الحرارة الدستقرة في صفيحة رقيقة مكونة من ربع 

تتُ معزولة حرارياً وإذا كانت درجة حرارة بقية القطعة الدستقيمة عند نهاية إحدى الحاف
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ىذه الحافة لزفوظة عند درجة حرارة ثابتة وإذا كانت الحافة الثانية لزفوظة عند درجة 
 .الأوجو معزولة وبالتالي فإف الدسألة تكوف ثنائية البعد. حرارة ثابتة أخرى

لة الشروط الحدية مقياس درجة الحرارة ووحدة الطوؿ لؽكن اختيارلعا بحيث تأخذ مسأ
 .الصورة  لدالة درجة الحرارة 

                  )0,0(0),(),(  yxyxTyxT yyxx 
                          10  x     0(0طالدا,( xTy 

1x          0(1طالدا,( xT 
                             )0( y     0),0( yT 

الصفيحة وشروطها الحدية . الدشار إليو الدستويلزدودة في ربع        حيث الدالة 
 .4-7 :شكلالب لاحقاً  موضحتُ
في الابذاه العمودي على جزء من خط   تشتَ إلى قيمة الدشتقة للدالة     الشروط 

طريقة فصل الدتغتَات السابق . حدي وقيمة الدالة نفسها على بقية ىذا الخط الحدي
ذكرىا في نهاية البند السابق ليست ملائمة لذذا النوع من الدسائل الذي لػوي شروطاً 

 .لى امتداد نفس الخط الحديلستلفة النوع ع
 .التحويلة كما أشرنا

                                    wz sin 
0,2/0تكوف راسماً أحادياً من الشرلػة   vu   يفوؽ ربع الدستو 

0,0  yx  . لاحظ الآف أف برقق وجود دالة عكسية لذذه الدالة يكوف مؤكداً وذلك
حافظة      ف إحيث . بالنظر إلى حقيقة أف التحويلة الدعطاة تكوف تناظراً أحادياً 

فإف التحويلة  w/2للزوايا الدوجهة لجميع نقط الشرلػة فيما عدا عند النقطة 
فيما عند  يلدوجهة لجميع نقط ربع الدستو يا االعكسية لابد وأف تكوف حافظة أيضاً للزوا

0,10ىذه التحويلة العكسية ترسم القطعة الدستقيمة .    النقطة   yx  من
فوؽ جوانب  يفوؽ قاعدة الشرلػة وترسم بقية حدود ربع الدستو  يحدود ربع الدستو 

 .5-7 :شكلالالشرلػة كما ىو موضح ب
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 5-7: الشكل                                        4-7: شكلال

، فيما عدا يتكوف حافظة للزوايا الدوجهة في ربع الدستو     ف التحويلة العكسية إحيث 
لؽكن الحصوؿ عليو بإلغاد دالة توافقية في  ، فإف الحل للمسألة الدعطاة   عندما 

 لاحظ أف ىذه الشروط الحدية ىي 5-7 :شكلالالشرلػة برقق الشروط الحدية الدعطاة ب
 .       و    من النوع 

  :الدطلوبة لدسألة الشروط  الحدية الجديدة ىي  من الواضح أف دالة درجة الحرارة 
                                   ,

2
uT


 

لغب علينا الآف      ىي بالطبع الجزء الحقيقي للدالة الشاملة     حيث الدالة 
 .   بدلالة الدتغتَين   التعبتَ عن 

 :تعطى    لغب أولاً أف نلاحظ أف معادلة     بدلالة   للحصوؿ على 
                     ;sinhcos vuy       ,coshsin vux  

 :وبالتالي
                                  1

cossin 2

2

2

2


u

y

u

x 
يكوف من الدناسب أف نلاحظ أف لكل   عند حل ىذه الدعادلة الأختَة للحصوؿ على 

في        تقعاف عند النقطتتُ     بؤرتي القطع الزائد    قيمة ثابتة للمقدار 
وبذلك يكوف الفرؽ بتُ بعدي .      وأف طوؿ المحور القاطع يساوي     الدستوي

 الدستويمن نقط جزء القطع الزائد الواقع في الربع الأوؿ من       البؤرتتُ عن نقطة 
 :ىو

uyxyx sin2)1()1( 2222  
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 :ىي     الدستويلحرارة الدطلوبة في تكوف دالة درجة ا    بالنظر إلى معادلة 
            ])1()1([

2

1
arcsin

2 2222 yxyxT 


 
2/0وذلك لأف    حيث مدى دالة الجيب العكسية من صفر إلى   u. 

فإنو لغب أف نتذكر أف     إذا أردنا أف نتحقق من أف ىذه الدالة برقق الشروط الحدية 
2)1( x  طالدا     وللمقدار     طالدا     يرمز للمقدار

عند لاحظ أيضاً أف درجة الحرارة . ، أي أف الجذور التًبيعية دائماً موجبة     
 :الدعزوؿ من الحافة السفلى للصفيحة ىي أي نقطة من نقط الجزء

xxT arcsin
2

)0,(


 
ىي الأجزاء الواقعة        لؽكننا أف نرى أف مستويات درجة الحرارة     من معادلة 

ف إحيث .        حيث     في الربع الأوؿ من القطاعات الزائدة الدتحدة البؤر 
فإف خطوط الفيض ىي أرباع القطاعات الناقصة     مرافق توافقي للدالة     الدالة 

 .   ثابتة في الدعادلات   الدتحدة البؤر التي لضصل عليها بجعل 
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 (1-4)غير محلولة تمارين
 أوجد( 2-7)في مسألة الصفيحة النصف لا نهائية الدوضحة على اليسار بشكل  -1

 ومن ثم أوجد خطوط( 2.7)ببند     من معادلة        مرافق  توافقي لدالة الحرارة 
بتُ أف ىذه الخطوط تتكوف من النصف العلوي لمحور الصادات، . سرياف الحرارة

وكذلك الدوائر التي تقع . والأنصاؼ العليا  لدوائر معينة على كل من جانبي ىذا المحور
 .من لزور السينات   أو القطعة الدستقيمة    مراكزىا على القطعة الدستقيمة 

 

 لزدودة، فإف( 2.7)الواردة ببند   بتُ أنو إذا لم يكن من الدطلوب أف تكوف الدالة  -2
 .بنفس البند لؽكن إحلالذا بالدالة التوافقية    الدالة التوافقية 

vuAwAwT sinsinh
1

cosh
1

Im 







 


 

من ذلك استنتج أف حل مسألة دريشلت للشرلػة . ثابت اختياري حقيقي  حيث 
 .لن يكوف وحيداً في تلك الحالة    في الدستوي ( 2-7)الدوضحة بشكل 

 

لزدودة في مسألة درجات الحرارة في   افتًض استبعاد الشرط أف تكوف الدالة  -3
 بتُ أف بالإمكاف الحصوؿ إذف على( 3-7شكل ( )3.7)البلاطة النصف لا نهائية ببند 

للحل       عدد لا نهائي من المحلوؿ وذلك باعتبار تأثتَ إضافة الجزء التخيلي للدالة 
 . ي ثابت اختياري حقيق  الذي حصلنا عليو ىناؾ، حيث 

 

للحصوؿ على صيغة لدرجات الحرارة الدستقرة المحدودة في       استخدـ الدالة  -4
0,0 الدستويصفيحة على شكل ربع   yx  إذا كاف وجهاىا معزولتُ بساماً وكانت

),0(0درجات حرارة حوافها ىي  xT  0,(1و( yT  أوجد ( 6-7)شكل
 .درجة الحرارة وخطوط الفيض وارسم بعضاً منها متساويات

)2/(arctan)/(: الإجابة xyT  
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 7-7: الشكل                                       6-7: الشكل

 

سطواني طويل إذا أأوجد درجات الحرارة الدستقرة في جسم مصمت على شكل وتد  -5
كانت الدستويات التي برده وىي  و       لزفوظة عند درجات الحرارة الثابتة ،

 (.7-7الشكل )معزولاً بساماً       على التًتيب وكاف سطحها    صفر و
)/(arctan)/(      : الإجابة 00 xyTT  

 

لا  في الجسم الدصمت النصف       أوجد درجات الحرارة الدستقرة  المحدودة  -6
من الحدود وكانت          على الجزء     إذا كانت     نهائي 

من           وإذا كانت الشرلػة         على الجزء     
 (.8-7شكل )الحدود معزولة 

])1()1([:    الإجابة
2

1
arcsin

1

2

1 2222 yxyxT 


 











2
arcsin

2


t 

 
 9-7: الشكل                         8-7:الشكل

 

0,0أوجد درجات الحرارة الدستقرة المحدودة في الجسم الدصمت  -7  yx  إذا
حفظت السطوح المحددة للجسم عند درجات حرارة ثابتة فيما عدا الشرائح الدعزولة 

 (.9-7)، كما ىو موضح بشكل العرض عند الزاويةالدتساوية في 
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:  الإجابة
]4)1(4)1([

2

1
arcsin

1

2

1 2222222222 yxyxyxyxT 












2
arcsin

2


t 

 
 (.12-7 شكل)حل مسألة دريشلت التالية للشرلػة النصف لا نهائية  -8









 0,

2
00),(),( yxyxHyxH yyxx
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 yyHyH

 

0),(1: حيث  yxH. 
 .(4) رقم تمرينالىذه الدسألة لؽكن برويلها إلى تلك الدعطاة ب :حا قتً إ

:       الإجابة









x

y
H

tan

tanh
arctan

2


. 

 
 10-7: الشكل

 

في صفيحة نصف دائرية       اشتق صيغة لدرجات الحرارة  -9  0,1r 
على امتداد الحافة النصف قطرية     ذات أوجو معزولة إذا كاف  وكاف    

 :على الجزء الباقي من الحدود    
 .(8)رقم تمرين الىذه الدسألة لؽكن برويلها إلى تلك الدعطاة ب: قتًاحإ
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      :  الإجابة













2
cot
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1
arctan
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r
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0,0حل مسألة الشروط الحدية للصفيحة  -12  YX  إذا كانت    الدستويفي
 (11-7)الأوجو معزولة وكانت الشروط الحدية كما ىو موضح بشكل 

حوؿ ىذه الدسألة إلى الدسألة التي سبق طرحها ببند       باستخداـ الراسم : حا قتً إ
 (.4-7شكل ( )4.7)

 
 11-7: الشكل

 

الأجزاء  -11 yx 0,0و  0,  yx  من حواؼ صفيحة لا نهائية y0 
),(0الشروط . معزولة حرارياً، وكذلك أوجو الصفيحة xT  0(1و,( xT  متحققة

 .أوجد درجات الحرارة الدستقرة في الصفحة(. 12-7شكل ) 0xطالدا كاف 
 .(6) تمرينالالدسألة لؽكن برويلها إلى تلك الدعطاة بىذه : اقتًاح

 
 12-7: الشكل

 

درجة . ذات أوجو معزولة حرارياً      الدستويصفيحة رقيقة ناقصية الشكل في  -12
درجة الحرارة على امتداد     الحرارة على جزء القطع الناقص من حدودىا تكوف 
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0,11القطعة الدستقيمة   vu  وبقية الحدود على امتداد لزور     تكوف
 .أوجد خطوط سرياف الحرارة. معزولة حرارياً   حداثيات الإ

 

)(),(),(إذا كانت الدالة  -13 yxivyxuzf   متصلة في منطقة مغلقة
تأخذ        فإف الدالة   وكانت برليلية ولكن ليست ثابتة في داخلية   لزدودة 

  ، وليس بأي حاؿ من الأحواؿ في داخلية  قيمها العظمى والصغرى على حدود 
على أنها درجات حرارة مستقرة اذكر تفستَاً فيزيائياً يوضح لداذا لابد        باعتبار 

 .أف تكوف خاصية القيم العظمى والصغرى تلك صحيحة
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                          جهد الكهرباء الساكنة 2.4
عند نقطة ما متجهاً                 في لراؿ لقوى كهرباء ساكنة تكوف شدة المجاؿ 

جهد . لؽثل القوة الدبذولة على وحدة شحنات موجبة موضوعة عند تلك النقطة
الكهرباء الساكنة يكوف دالة قياسية في احداثيات الفراغ بحيث تكوف           

ما ىي الدعكوس الجمعي لدركبة شدة المجاؿ في  مشتقتها الابذاىية عند أي نقطة في ابذاه
 .ىذا الابذاه

مشحوف  ؤثر بها جسم مشحوف ساكن على جسيمالتي ت مقدار قوة الجذب أو التنافر
ساكن آخر يتناسب طردياً مع حاصل ضرب شحنتي الجسيماف ويتناسب عكسياً مع 

الجهد عند نقطة من قانوف التًبيع العكسي ىذا لؽكن إثبات أف . مربع البعد بينهما
يتناسب عكسياً مع البعد بتُ النقطة والجسيم  ،الناشئ من جسيم مشحوف مفرد في الفراغ

في أي منطقة خالية من الشحنات من الدمكن إذف أف نبتُ أف الجهد الناشئ من 
 .شحنات موزعة خارج تلك الدنطقة لػقق معادلة لابلاس للفراغ الثلاثي البعد

    يكوف ثابتاً على كل مستوى مواز للمستوى   الجهد إذا كانت الشروط ىي أف 
 :فقط    دالة توافقية في الدتغتَين   فإف في الدناطق الخالية من الشحنات يكوف الجهد 

0),(),(  yxVyxV yyxx 
ومركبتو السينية والصادية لعا     متجو شدة المجاؿ عند أي نقطة يكوف مواز للمستوى 

),( yxVx  و),( yxVy إذف الدعكوس الجمعي ىذا الدتجو ىو . على التًتيب
 .       لدتجو ميل الدالة

               ثابتة يسمى متساوي الجهد       السطح الذي تكوف عليو الدالة 
الدركبة الدماسية لدتجو شدة المجاؿ عند نقطة ما على سطح موصل تنعدـ في الحالة الساكنة 

       إذف . وذلك حيث أف الشحنات حرة في أف تتحرؾ على مثل ىذا السطح
وأف ىذا السطح يكوف متساوي الجهد  ف ثابتة على امتداد سطح جسم موصلتكو 

             . 
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    في الدستوي          فإف الدنحنيات .  قي للدالة مرافق تواف  إذا كاف 
عندما يتقاطع أحد ىذه الدنحنيات مع منحتٍ .           تسمى خطوط الفيض 

               متساوي الجهد في نقطة تكوف عندىا مشتقة الدالة التحليلية 
النقطة وتكوف شدة المجاؿ لا تساوي صفر، فإف الدنحنياف يكوناف متعامدين عند تلك 

 .لشاسة لخط الفيض ىناؾ
،  ىي نفس الدسائل الرياضية لدرجات الحرارة الدستقرة   مسائل الشروط الحدية للجهد 

وكما في حالة درجات الحرارة الدستقرة تكوف طرؽ الدتغتَات الدركبة الدستخدمة قاصرة على 
 (3-7شكل ( )3.7)ألة التي طرحت ببند فعلى سبيل الدثاؿ، الدس. الدسائل الثنائية البعد

لؽكن صياغتها على أساس أف الدطلوب ىو إلغاد جهد الكهرباء الساكنة الثنائي البعد في 
/0,2/2الفراغ الخالي   yx   الدكوف من الدستويات الدوصلة

2/x  0وy ُوالدعزولة لو عند تقاطعاتها إذا ما حفظ السطحتُ الأوليت ،
مثل ىذا النوع من . جهد مقداره الوحدةطح الثالث عند عند جهد صفر وحفظ الس

الدسائل يظهر  كثتَاً في لراؿ دراسة الإلكتًونيات إذ كاف فراغ الشحنة داخل أنبوبة مفرغة 
أف الجهد ىناؾ  لفراغ حر من الشحنة ولؽكن افتًاضصغتَاً، فإنو لؽكن أحياناً اعتبار أف ا

 .لػقق معادلة لابلاس
كهرباء في صفيحة مستوية موصولة تكوف أيضاً دالة الجهد في حالة السرياف الدستقر لل

جهد الجاذبية مثاؿ آخر لدالة توافقية في . توافقية عند النقد الخالية من الدنابع والدصارؼ
 .الفيزياء

 :سطوانيأالجهد في فراغ  3.4
سطوانة دائرية قائمة طويلة ولروفة من لوح رقيق من مادة موصلة، وقسمت أصنعت 

فصل بتُ ىذين الجزئتُ . سطوانة إلى جزئتُ متساويتُ على امتداد راسمتُ من رواسمهاالأ
بوساطة شرائط رقيقة من مادة عازلة واستخدما كقطبتُ أحدلعا استخدـ كأرضي جهده 

سنأخذ لزاور الإحداثيات ووحدات الطوؿ . صفر وحفظ الآخر عند جهد لستلف ثابت
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 ومن ثم فإننا نعبر عن جهد الكهرباء (13-7)وفرؽ الجهد كما ىو موضح بشكل 
على أي مقطع من الفراغ المحتوي يقع بعيداً عن نهايتي الاسطوانة         الساكنة 

على     ، وأيضاً     الدستويفي         كدالة توافقية داخل الدائرة 
 .على النصف السفلي من الدائرة    النصف العلوي من الدائرة و

قدمنا برويلة خطية كسرية ترسم نصف الدستوي العلوي فوؽ داخلية دائرة الوحدة سبق أف 
ائرة التي مركزىا نقطة الأصل، وترسم الجزء الدوجب من المحور الحقيق فوؽ نصف الد

     بوضع  .فوؽ نصف الدائرة السفلى يمن المحور الحقيق العلوي، وترسم الجزء السالب
 .معكوس التحويلةكل مكاف الآخر، فإننا لصد أف 

                                  
wi

wi
z




 

 (14-7)في نصف مستوى كما ىو موضح بشكل   يعطينا مسألة جديدة للدالة 
 .لاحظ الآف أف الجزء التخيلي للدالة

               )0,0(log
1

log
1








i

w 
تأخذ القيم الثابتة الدطلوبة على الجزئتُ     في يكوف دالة لزدودة    و    

 :تكوف إذف الدستويالدالة التوافقية الدطلوبة لنصف .   من لزور الإحداثيات 

                          ,arctan
1

u

v
V


 
 :ىي    معكوسة التحويلة  حيث قيم معكوس دالة الظل تقع بتُ صفر و

                              
z

z
iw





1

1
 

 :   بذلك تصبح معادلة     بدلالة     ومنها لؽكن التعبتَ عن 

               )arctan0(
2

1
arctan

1 22











 
 t

y

yx
V 
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 14-7:الشكل                      13-7: الشكل

نها توافقية إىي دالة الجهد للفراغ الدغلف بالأقطاب الاسطوانية وذلك حيث     الدالة 
إذا أردنا أف نتحقق من ىذا . لقيم الدطلوبة على أنصاؼ الدوائرداخل الدائرة وتأخذ ا

 :الحل فإننا لغب أف نلاحظ أف
)0(0arctanlim

0



tt

t
arctanlim)0(     و    

0



tt

t
 

  :في النقطة  الدائرية تكوف أقواس من الدوائر       الدنحنيات الدتساوية الجهد 
1tan222  cyyx  

كذلك القطعة الدستقيمة من لزور السينات الواقعة         التي لؽر كل منها بالنقطتتُ  
  مرافق توافقي .           متساوي الجهد  منحتٍبتُ ىاتتُ النقطتتُ ىي 

ىو   للدالة  log)/1(  وىو عبارة عن الجزء التخيلي للدالة  
   


       

 .على الصورة  في الاعتبار فإنو لؽكن كتابة     بأخذ معادلة 

z

z
U






1

1
log

1


 

تكوف أقواس من          من ىذه الدعادلة لؽكن أف نرى أف خطوط الفيض 
القطعة الدستقيمة من لزور الصادات المحصورة بتُ . دوائر مراكزىا على لزور السينات

 .القطبتُ تكوف أيضاً خط فيض
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 (1-4)غير محلولة تمارين
وبرقق     تكوف لزدودة في نصف الدستوي ( 6.7)ببند     الدالة التوافقية  -1

أثبت أنو إذا أضيف الجزء التخيلي للدالة ( 14-7)الشروط الابتدائية الدبينة بشكل 
فإف الدالة النابذة برقق بصيع الشروط عدا     أي ثابت حقيق للدالة   حيث     

 .أف تكوف الدالة لزدودة
 

ترسم النصف العلوي للمنطقة الدائرية الدوضحة ( 6.7)ببند     أثبت أف التحويلة  -2
 فوؽ الجزء   وترسم القطر   فوؽ الربع الأوؿ من الدستوي الدركب ( 13-7)بشكل 

في الفراغ   ومن ثم أوجد جهد الكهرباء الساكنة .  الدوجب من لزور الاحداثيات 
0,122المحدود بنصف الاسطوانة   yyx عندما      والدستوي    

 (15-7شكل )على السطح الدستوي     السطح الاسطواني وعلى 

:       الإجابة






 


y

yx
V

2

1
arctan

2 22


. 

 
 15-7الشكل 

 

4/0,10في الفراغ       أوجد جهد الكهرباء الساكنة  -3   r 
المحدود بنصفي الدستويتُ و          والجزء        من السطح

. على الحد الاسطواني    على الحدود الدستوية و    عندما      الاسطواني 
 .برقق من أف دالتك برقق ىذه الشروط الحدية( 2)انظر بسرين )
 

تكوف توافقية عند  لذا نفس الدركبة الحقيقة التي     لاحظ أف بصيع أفرع الدالة  -4
       بصيع النقط عدا نقطة الأصل، ثم اكتب صيغة لدالة جهد الكهرباء الساكنة 
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122سطوانيتُ أ سطحتُ في الفراغ المحصور بتُ  yx  2و

0

22 ryx   حيث
10 r على     على السطح الأوؿ و    المحور وموصلتُ إذا  يمتحد

 .السطح الثاني

      :الإجابة
0

22

log2

)(log

r

yx
V


 

 

 المحدود بدستوى    في الفراغ        أوجد جهد الكهرباء الساكنة المحدود  -5
),0(إذا كانت إحدى شرائحو     لا نهائي موصل   yaxa  معزولة

برقق  الدستويعلى بقية     بينما     وحفظت عند جهد  الدستوي عن بقية
 .من أف دالتك برقق الشروط الحدية الدعطاة

)arctan0(      :الإجابة
2

arctan
1

222














 t

ayx

ay
v 

 
 17-7الشكل                     16-7الشكل 

 

 والمحدود( 17-7)اشتق صيغة لجهد الكهرباء الساكنة في الفراغ الدوضح بشكل  -6
سطواني وكانت على السطح الأ    سطوانة إذا كانت أبنصفي مستويتُ ونصف 

 الدستويارسم بعض الدنحنيات الدتساوية الجهد في . على السطحتُ الدستويتُ    
   . 

:         الإجابة











1

2
arctan

2
22 yx

y
V
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على     إذا كاف     و    في الفراغ بتُ الدستويتُ   أوجد الجهد  -7
    على الجزئتُ بحيث     وكاف     من كلا الدستويتُ بحيث الجزء 

 .تأكد من أف نتيجتك برقق الشروط الحدية( 18-7شكل )

)arctan0(:     الإجابة 
sinh

sin
arctan

1












 t

x

y
v 

 
 18-7الشكل 

 

    في الفراغ الداخلي لاسطوانة طويلة   اشتق صيغة لجهد الكهرباء الساكنة  -8
)2/0,1(على الربع الأوؿ     إذا كاف   r للسطح الاسطواني

)1,/22(على بقية السطح الاسطواني     و  r.  بتُ أف
برقق من أف الصيغة التي حصلت عليها برقق الشروط . على لزور الاسطوانة    

 .الحدية
 

والتي تأخذ      الدستويتوافقية في النطاؽ الدظلل من        أوجد دالة حرارة  -9
على امتداد القطعة الدستقيمة     و    على نصف الدائرة     القيم 
 .((2)انظر بسرين ) لحدية الدطلوبةبرقق من أف دالتك برقق الشروط ا    

 

 .لترلؼيلؽكن حل مسألة د -12
)0,0(0),(),( byaxyxVyxV yyxx  

)0(1),(,0)0,( axbxVxV  
)0(0),(),0( byyaVyV  

 :الحل ىو. باستخداـ طريقة فصل الدتغتَات 19-7في مستطيل شكل        للدالة 
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)12(sin
)/sinh(

)/(sinh4

1
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في الفراغ       مع افتًاض قبوؿ ىذه الصيغة أوجد الجهد   0,1 orr 
على جزء الحدود حيث     إذا كاف    على بقية الحدود    و.  

:      الإجابة
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 20-7الشكل                              19-7الشكل 

 

في الدستطيل        للدالة ( 12)بدعاونة الصيغة التي حصلنا عليها في بسرين  -11
للفراغ       أوجد دالة الجهد   0,1 orr  على     إذا كاف

الحدود بحيث جزء   0,orr  على الجزء الباقي من     وكاف
 .21-7الحدود شكل 

)12(    : الإجابة
sin4

1
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 21-7الشكل 
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 السريان ثنائي البعد لسائل  4.4

مرة أخرى . تلعب الدواؿ التوافقية دوراً ىاماً في دراسة ديناميكا الدوائع وديناميكا الذواء
بدعتٌ أننا سندرس فقط . الحالات الثنائية البعد الدستقرةب سنعتبر فقط الدسائل الدتعلقة

الحالات التي يفتًض فيها أف تكوف حركة السائل متماثلة في بصيع الدستويات الدوازية 
. ولا تتوقف على الزمن    السائل تكوف موازية للمستوى  ، وسرعة   للمستوى 

 .    الدستويرقيقة من السائل في بهذا يكوف من الكافي أف نعتبر فقط حركة صفيحة 
يرمز لسرعة نقطة مادية من         سنفتًض أف الدتجو الدمثل للعدد الدركب

أي أف الدركبة السينية والدركبة الصادية لدتجو السرعة لعا       السائل عند أي نقطة 
، لا اطق لاسريافلداخلية لدنطقة من منعند النقط ا. على التًتيب       و       

وكذلك        و       أف الدالتتُ  ها منابع أو مصارؼ للسائل سيفتًضيوجد في
 . بصيعها متصلةلىو مشتقاتهما الجزئية الأ

على أنو التكامل الخطي،    منحتٍعلى امتداد أي  السائل            يعرؼ جرياف 
 :  لدتجو السرعة على امتداد          للمركبة الدماسية   بالنسبة لطوؿ القوس 

                                
c

T dyxV ),( 

يكوف بالتالي سرعة متوسطة للسائل    نحتٍوطوؿ الد  النسبة بتُ الجرياف على امتداد 
سبق أف شاىدنا في حساب التفاصيل والتكامل للمتغتَات . نحتٍعلى امتداد ىذا الد

 :لؽكن كتابتها على الصورة    الصورة  الحقيقة أف التكاملات التي على

                           dyyxqdxyxp
c

),(),(  

سرياف لا لػوي أي مغلق بسيط يقع في نطاؽ بسيط التًابط لل منحتٍ  عندما يكوف 
 :، فإف نظرية جرين تسمح لنا بأف نكتبمنابع أو مصارؼ

         dydxyxpyxqdyyxqdxyxp yxR

c

)],(),([),(),(  
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 .  نحتٍىي الدنطقة الدغلقة المحدودة بالد  حيث 
دعنا     للدالة الدكاملة في الطرؼ الألؽن من معادلة  إلغاد تفستَ فيزيائيمن أجل 
وموجهة في ابذاه ضد         ومركزىا عند النقطة   دائرة نصف قطرىا   نفتًض أف 

وذلك بقسمة   بذلك لؽكننا الحصوؿ على سرعة متوسطة على امتداد . عقرب الساعة
، ولضصل على السرعة الزاوية الدتوسطة الدناظرة للسائل حوؿ لزور     الجرياف على

 . الدائرة بقسمة تلك السرعة الدتوسطة على 
dydxyxpyxq yxR )],(),([

2

11
2




 
 :ىذه الصيغة بسثل قيمة متوسطة للدالة

                       )],(),([
2

1
),( yxpyxqyx yx  

  إلى الصفر ىي قيمة   نهايتها عندما تؤوؿ    نحتٍعلى النطاؽ الدائري المحدود بالد
السائل بسثل          التي تسمى دوراف        إذف الدالة         طة عند النق

النقطة )نهاية السرعة الزاوية لعنصر دائري من السائل عندما تنكمش الدائرة إلى مركزىا 
     . 

، فإف السرياف يقاؿ لو سرياف لا عند كل نقطة في نطاؽ ما         إذا كانت 
سنعتبر ىنا فقط السريانات اللادورانية وسنفتًض  . في ىذا النطاؽ             دوراني 

وأنو عدنً اللزوجة .               كذلك أف السائل غتَ قابل للانضغاط 
                   . 

مغلق  منحتٍأي   نطاؽ بسيط التًابط يكوف فيو السرياف لا دوارني إذ كاف   افرض أف 
 :يساوي صفر، أي أف  أف الجرياف حوؿ     دلة فإنو ينتج من معا  بسيط في 

0)],(),(  dyyxqdxyxpc 
 :، فإنو لؽكننا تعريف الدالة أي نقطة ثابتة في         وبالتالي، إذا كانت 

                       dttrqdrtrpyx yx

yoxo ),(),(),( ),(

),(  
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مزا لدتغتَات التكامل وذلك لنفرؽ بتُ تَ ل    استخدمنا ىنا الرمزين   على النطاؽ 
لا يتوقف على الدسار     ، التكامل في الدعادلة التكامل والحدود العليا للتكامل متغتَات

وذلك .  ا لزتوى في منحنيالدأخوذ بتُ نقطتي حدي التكامل طالدا كاف ىذا الدسار 
ىو التكامل على راجع إلى أف الفرؽ بتُ التكاملتُ الدأخوذين على امتداد مسارين لستلفتُ 

 .لتكامل الأختَ لابد  وأف يساوي صفر، واامتداد مسار مغلق
لا يتوقف على الدسار فإف الدالة  الدكاملة بهذا التكامل     ف التكامل الخطي إحيث 

),(تكوف الدشتقة التامة للدالة  yx أي أف: 
                  ),(),(,),(),( yxyxqyxyxp yx   

في أي  والدشتقة الابذاىية للدالة  ىو إذف متجو الدالة        متجو السرعة 
 .ابذاه بسثل مركبة السرياف في ىذا الابذاه

),(الدالة  yx  من معادلة  من الواضح                   تسمى جهد السرعة
),(أف      yx  تتغتَ بدقدار ثابت بصعي عندما تتغتَ نقطة الإسناد       . 

cyxالدنحنيات الدستوية  ),(  تسمى متساويات الجهد              . 
),(ىو متجو ميل الدالة    ف متجو السرعةإحيث  yx  يكوف   فإنو ينتج أف

ىو الدتجو   متساوي الجهد عند أي نقطة لا يكوف عندىا  منحتٍعمودياً على أي 
 .الصغرى

غتَ القابل للانضغاط يدخل إلى أو  اماً كما في حالة سرياف الحرارة، الشرط أف السائلبس
لؼرج من عنصر للحجم فقط بالسرياف خلاؿ حدود ىذا العنصر يتطلب أف الدالة 

),( yx لابد وأف برقق معادلة لابلاس. 
0),(),(  yxyx yyxx  

    في نطاؽ يكوف فيو السائل حراً من الدنابع أو الدصارؼ نظراً لاتصاؿ الدالتتُ 
و ينتج أف الدشتقات الجزئية الأولى والثانية فإن    ومشتقاتهما الجزئية الأولي ومعادلات 

يكوف دالة  وبالتالي فإف جهد السرعة . مثل ىذا النطاؽ تكوف متصلة في للدالة 
 .توافقية في ذلك النطاؽ
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                     دالة التيار 5.4
 .من البند السابق لؽكن كتابة متجو السرعة

                         ),(),( yxqiyxpV  
 التًابط يكوف فيو السرياف لادوراني على الصورةلنطاؽ بسيط 

                        ),(),( yxiyxV yx   
 .جهد السرعة حيث 

غرى، فإنو يكوف عمودياً عندما لا يكوف متجو السرعة ىو الدتجو السرعة ىو الدتجو الص
إذا كاف بالإضافة إلى ذلك،       متساوي الجهد مار بالنقطة  على منحتٍ

),( yx مرافق توافقي للدالة),( yx منحتٍفإف متجو السرعة يكوف لشاساً لل 
cyx ),(  الدنحنياتcyx ),(  تسمى خطوط التيار            

فعلى .                تسمى دالة التيار  للسرياف لزل الدراسة، كما أف الدالة 
 .ع سائل أف يسري من خلالو خط تيار، الحد الذي لا يستطيسبيل الخصوص
)(),(),(ة الدالة التحليلي yxiyxzF    تسمى الجهد الدركب

 :للسرياف لاحظ أف                  
),(),()(' yxiyxzF xx   

 :رلؽاف –أو باستخداـ معادلتي كوشى 
),(),()(' yxiyxzF yx   

ZFV)`(: للسرعة    بهذا تصبح الصيغة    يعطى مقياس السرعة بالصيغة: 
)`(ZFV  

 توافقية في نطاؽ بسيط التًابط إذا كانت  (الدرافقات التوافقية)ببند     حسب معادلة 
 .ىناؾ على الصورة ، فإنو لؽكن كتابة مرافق توافقي للدالة  

dttrdrtryx rt

yx

yoxo ),(),(),( ),(

),(   
  (الدرافقات التوافقية)ببند     بدعاونة الدعادلات . ث التكامل لا يتوقف على الدسارحي

 :لؽكننا إذف أف نكتب
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                        dttrpdrtrqyx c ),(),(),(  
 .     إلى         من   في  منحتٍأي   حيث 

التفاصيل والتكامل للمتغتَات الحقيقة أف الطرؼ الألؽن من سبق أف رأينا في حساب 
للمركبة العمودية   ، على امتداد  لؽثل التكامل بالنسبة لطوؿ القوس      معادلة

),( yxVN  على        و       للمتجو الذي مركبتو السينية والصادية لعا
 .لؽكن كتابتها على الصورة    التًتيب إذف الصيغة 

                            dyxVyx Nc ),(),(  
),(فيزيائياً الدالة  yx  وأكثر برديداً .  بسثل الدعدؿ الزمتٍ لسرياف السائل على امتداد ،

),(الدالة  yx  ترمز لدعدؿ السرياف بالحجم خلاؿ سطح ارتفاعو الوحدة قائماً على
دالتاف توافقيتاف في الدستوي  و ف إحيث .   وعمودياً على الدستوي   الدنحتٍ 
 .لؽكن استخدامها أي أف التحويلة (5.6)و (4.6)، فإف نتائج بندي    

),,(),()(  uiyuxwfz  
),(دالة برليلية بروؿ   حيث  yx و),( yx  ُعلى     إلى الدالتتُ التوافقيتت
ىاتتُ الدالتتُ الجديدتتُ لؽكن اعتبارلعا على أنهما جهد السرعة ودالة التيار على . التًتيب

لػوؿ أي خط تيار أو حد طبيعي .     الدستوي التًتيب، لسرياف في الدنطقة الجديدة في
),( yx  إلى خط تيار أو حد طبيعي    الدستويفيcuyux )],(,),([  

 .   في الدستوي 
، فإنو دوراني ومستقر لسوائل ذات كثافة منتظمة  برت فروضنا بأف السرياف يكوف لا

 :لػقق الحالة التالية من معادلة برنولي       لؽكن إثبات أف ضغط السائل  

                              cV
P


2

2

1


 

 .ثابت  حيث 
 .أقل ما لؽكن Vلاحظ أف الضغط يكوف أكبر ما لؽكن عندما يكوف مقياس السرعة 
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 السريان حول زاوية 6.4
 عندما يعطى الجهد الدركب بالدالة

                                    AzzF )( 
 :، فإفثابت حقيق موجب  حيث 

                         AyyxAxyx  ),(,),(  
cyxخطوط التيار   ),(  وتكوف السرعة عند أي       ىي الخطوط الأفقية

 .نقطة
)`(ZFV  

),(0يكوف عندىا         لاحظ ىنا أف نقطة  yx  تكوف نقطة على لزور
),(، فإف على أنها نقطة الأصل        السينات إذا أخذت النقطة  yx  تكوف

-7 شكل)      خلاؿ أي منحتٍ مرسوـ من نقطة الأصل للنقطة  السريافمعدؿ 
ولؽكن النظر إلى ىذا السرياف على أنو . يكوف منتظماً وفي ابذاه اليمتُ السرياف (22

العلوي الذي حده لزور السينات أو على السرياف  الدستويالسرياف الدنتظم في نصف 
      و      الدنتظم بتُ خطتُ مستقيمتُ متوازيتُ 

0,0 الدستويلتعيتُ سرياف في ربع   vu فإنو لغب ملاحظة أف التحويلة:  
                                            

، وبحيث ترسم حدود ربع     الدستويفوؽ النصف العلوي من  الدستويترسم ربع 
فإف دالة التيار       ف إفوؽ لزور السينات بأكملو حيث  الدستوي

Ayyx ),(  تناظر دالة التيار الدستويللسرياف في نصف. 
                                  Auvvu 2),(  

 الدستويوىذه الدالة لابد وأف تكوف بالطبع توافقية في ربع  الدستويللسرياف في ربع 
 .وتأخذ قيماً صفرية على الحدود

(: 23-7الشكل ) ىي فروع القطاعات الزائدة القائمة الدستويخطوط التيار في ربع 
cAuv 2  2الجهد الدركب ىو الدالة و)( AwwF  وتكوف سرعة السائل: 
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)(2)`( iuAwFV  
 :مقياس السرعة

222  uAV 
لؽكن النظر     قيمة دالة التيار . يتناسب طردياً مع بعد النقطة الدادية عن نقطة الأصل

إليها ىنا على أنها معدؿ السرياف خلاؿ قطعة مستقيمة بستد من نقطة الأصل للنقطة 
في مثل ىذا النوع من الدسائل يكوف دائماً من الأبسط أف نكتب أولًا الجهد       

بعد ذلك لؽكن الحصوؿ على دالة التيار . الدركب كدالة للمتغتَ الدركب في الدنطقة الجديدة
 .والسرعة من دالة الجهد

 
 23-7: الشكل                    22-7: الشكل

السؤاؿ عما إذا كاف وجود مثل ىذه الدالة . نطقة مابسيز سرياناً لزدداً في م  الدالة 
ربدا بدعامل ثابت أو  فيما عدا أف يكوف الاختلاؼ. مفردالدناظرة لدنطقة معطاة وجود 

في بعض الأمثلة التي ستًد فيما بعد والتي تكوف  .،بصعي، لن يكوف لزل دراسة ىنا ثابت
منابع ومصارؼ، فإف الظروؼ ، حيث توجد عن العائقفيها السرعة منتظمة بعيداً 

 .الفيزيائية تشتَ إلى أف السرياف يعتُ دوف نظتَ بالشروط الدعطاة في الدسألة
لا يعتٌ أنها تعتُ  ولغب ملاحظة  أف لررد برديد قيم دالة توافقية على حد منطقة ما

فعلى سبيل الدثاؿ رأينا أعلاه أف الدالة . دائماً دوف نظتَ، حتى ولو بدعامل ثابت
Ayyx ),( ولذا قيم صفرية على      الدستويكوف توافقية في نصف ت

yBeyxالدالة . الحدود x sin),(1  ومع ذلك فإف . برقق أيضاً نفس ىذه الشروط
1),(0خط التيار  yx  ولكن من الخطوط     لا يتكوف فقط من الخط

zBezFىنا الدالة         ، حيث    الدستقيمة  )(1 د ىي الح
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، كلا الحدين اللذاف   و    الدركب للسرياف في الشرلػة بتُ الدستقيمتُ 
1),(0يصنعاف خط التيار  yx  فإف السائل يسري إلى اليمتُ     إذا كاف

 .على امتداد الحد السفلي وإلى اليسار على امتداد الحد العلوي

 ول اسطوانة حالسريان  4..1
كبتَ من سائل   افتًض أف اسطوانة طويلة دائرية نصف قطرىا الوحدة وضعت في جسم

لتعيتُ . ، بحيث يكوف لزور الاسطوانة عمودياً على ابذاه السريافيسري بسرعة منتظمة
122السرياف الدستقر حوؿ الاسطوانة فإننا سنمثل الاسطوانة بالدائرة   yx  ونفتًض

 التماثل يوضح أف( 24-7شكل )أف السرياف بعيداً عنها يكوف موازياً لمحور السينات 
خارج الدائرة لؽكن اعتباره حد، وبالتالي فإنو يتعتُ عليها أف نعتبر جزء لزور السينات 

 .فقط الجزء العلوي من الشكل على أنو منطقة السرياف
حد ىذه الدنطقة للسرياف، الدكوف من النصف العلوي للدائرة وجزئي لزور السينات 

 :الواقعتُ خارج الدائرة، يرسم بالتحويلة

                                      z
zw

1
 

 بأكملو  فوؽ لزور الاحداثيات 

 
 24-7الشكل 

 الجهد الدركبو  ،شكلالكما ىو موضح ب  0vالدنطقة ترسم فوؽ نصف الدستوي 
 :ىذا ىو الدستويلسرياف منتظم في نصف 

AwwF )( 
 :إذف الجهد الدركب للمنطقة حوؿ الدائرة ىو. يثابت حقيق  حيث 
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z
zAzF

1
)(  

 السرعة

                                  









2

1
1

z
AV 

، أي أف السرياف يكوف منتظماً تقريباً ويكوف موازياً لمحور Zكلما زاد    تقتًب من 
 .السينات عند النقط البعيدة عن الدائرة

)()(نرى أف     من الصيغة  zVzV   ًوبالتالي فإف ىذه الصيغة نفسها بسثل أيضا
 .حيث يكوف النصف السفلي للدائرة خط تيارسرعاف السرياف في الدنطقة السفلى 

 :نرى أف دالة التيار للمسألة الدعطاة تكوف بدلالة الاحداثيات القطبية    من معادلة 

                               sin
1

),( 









r
rAr 

c: التيار طخطو 
r

rA 







 sin

1 

. تكوف متماثلة بالنسبة لمحور الصادات وتكوف خطوطها التقريبية موازية لمحور السينات
وجزئي لزور     فإف خط التيار يتكوف من الدائرة     لاحظ أنو عندما 

 .1xالسينات بحيث 
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 (1-4)تمارين غير محلولة 
 .بالعلاقاتبتُ لداذا لؽكن الحصوؿ على مركبتي السرعة من دالة التيار  -1

),(),(,),(),( yxyxqyxyxp xy   
 

، لا لؽكن ياف في ظل الشروط التي افتًضناىاعند نقطة داخلية من نقاط منطقة سر  -2
 . أف يكوف ضغط السائل أقل من الضغط عند بصيع النقط الأخرى في جوار لتلك النقطة

 

0,0ما ىي النقطة في الدنطقة  (9.7)لسرياف حوؿ الزاوية الدوضحة ببند  -3  yx 
 سائل أكبر ما لؽكن؟التي يكوف عندىا ضغط ال

 

 (12.7)بتُ أف مقياس سرعة السائل عند نقط على السطح الاسطواني ببند  -4
sin2 يساوي A  ُوأف ضغط السائل على الاسطوانة يكوف أكبر ما لؽكن عند النقطتت

 .    وأصغر ما لؽكن عند النقطتتُ      
 

تقتًب من   إذا كانت السرعة      أوجد الجهد الدركب للسرياف حوؿ اسطوانة -5
 .عندما تبتعد النقطة عن الاسطوانة  ثابت حقيقي 

 

أوجد دالة التيار  -6 4sin),( 4rAr   4/0لسرياف في الدنطقة الزاوية   
 .وارسم واحداً أو اثنتُ من خطوط التيار في داخل الدنطقة (25-7شكل ال)

 
 26-7الشكل                    25-7الشكل 
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لسرياف داخل الدنطقة نصف اللانهائية            أوجد الجهد الدركب  -7
2/2/   x  0وy ( 26-7شكل) .اكتب معادلات خطو التيار. 

 

),(log)0(أثبت أنو إذا كاف جهد السرعة ىو  -8  ArAr   لسرياف في
0rrالدنطقة    0فإف خطوط التيار تكوف ىي الأشعةrr  ،c وف معدؿ كوي

مناظراً لدنبع لو     السرياف إلى الخارج خلاؿ كل دائرة كاملة حوؿ نقطة الأصل مساوياً 
 .نفس ىذه القوة عند نقطة الأصل

 

)()(أوجد الجهد الدركب  -9 22  zzAzF  لسرياف في الدنطقة
1,2/0  r  ُلاحظ كيف يتغتَ مقياس السرعة   و  اكتب صيغتتُ للدالتت

V 0ن أف على امتداد حدود الدنطقة وبرقق م),( yx على الحدود. 
 

افرض أف السرياف عند بعد لا نهائي من الاسطوانة التي نصف قطرىا الوحدة ببند  – 12
 :مع لزور السينات أي أف  يكوف منظماً في ابذاه يصنع زاوية  (12.7)

)0( A     )(explim iAV
z




 
 .أوجد الجهد الدركب

)(]exp)(exp)[( :الإجابة 1  izizAzF  
 

wwzالتحويلة  -11 /1  1ترسم الدائرةw  فوؽ القطعة الدستقيمة التي نقطتا
.  الدركب  الدستويوترسم النطاؽ خارج ىذه الدائرة فو بقية     و     نهايتها 

 :اكتب
),(exp2 22 irz    ),(exp2 11 irz  

)20,20;(و   21         
2

)(
exp)4( 21

21

2/12  


i
rrz 

2/12بذلك تكوف الدالة  )4( z  عدا عند  الدستويوحيدة القيمة وبرليلية عند ميع نقط
نقط الفرع القاطع الدكوف من القطعة الدستقيمة من لزور السينات التي نقطتا نهايتيها 
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لا   لكل نقطة  1w، بحيث        أثبت أف معكوس التحويلة      
 .تنتمي للفرع القاطع لؽن كتابتها على الصورة

2

2
21

2/12

2
exp

2
exp

4

1
])4([

2

1










 i
r

i
rzzw 

راً أحادياً بتُ النقط في وبالتالي فإف كل من التحويلة وبرويلتها العكسية تلك تشكل تناظ
 .النطاقتُ

 

 :اشتق الصيغة (11)و (12)بدعاونة النتائج التي حصلنا عليها بتمريتٍ  -12
]sin)4(cos[)( 2/12   zizAzF 

التي تعتُ الجهد الدركب للسرياف الدستقر حوؿ صفيحة طويلة عرضها أربعة ومقطعها 
، بفرض أف (27-7شكل ال)كما في        القطعة الدستقيمة التي نقطتا نهايتها 

)exp(السائل عند نقطة على بعد لا نهائي من الصفيحة تساوي  سرعة iA  الفرع
2/12 )4( z و (11)ي سبق وصفو بتمرين ذىو الفرع ال    . 

 
 27-7: الشكل

 

، فإف مقياس سرعة السائل على (12)بتمرين        أثبت أنو إذا كاف  -13
يكوف لا نهائي عند نقطتي النهاية      امتداد  القطعة الدستقيمة التي نقطتا نهايتيها 

 .عند النقطة الدتوسطة       ويساوي 
 

2/0، دع أجل التبسيط من -14    من ثم أثبت أف سرعة السائل  (12)بتمرين
 27-7شكل العلى امتداد الجانب العلوي من القطعة الدستقيمة الدمثلة للصفيحة ب
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وأف السرعة على امتداد الجانب السفلي من         صفر عند النقطة  تساوي
 .        القطعة الدستقيمة تساوي صفر عند النقطة 

 

ومارة بالنقطة        على لزور السينات، حيث    دائرة مركزىا عند نقطة  -15
لؽكن أف نرسم ىندسياً نقطاً غتَ صفرية         حولت بالتحويلة      

وضح برسم .  للمتجو               ك بإضافة الدتجووذل          مفردة 
 وأف النقط 28-7شكل البعض النقط أف صورة الدائرة تكوف من نوع البورفيل الدوضح ب

حالة خاصة من بروفيل جناح  فوؽ النقط الخارجية للبروفيل ىذهالخارجية للدائرة ترسم 
 :جووسكى

 
 28-7: الشكل

 

يكوف حافظاً للزوايا الدوجهة فيما عدا عند  15ثبت أف راسم الدائرة بتمرين أ( أ) -16
 .    النقطة 

 :افرض أف الأعداد الدركبة( ب)

z

z
t

oZ 





lim     و

w

w

oZ 





lim 

وصورة ذلك القوس على التًتيب      بسثل متجهات وحدة لشاسة لقوس موجو عند 
ومن ثم أثبت أف بروفيل جوكووسكى       ثبت أف أ        بالتحويلة 

 وأف     عند النقطة ( نقطة التقاء قوستُ)     رنة قلو  28-7الدبتُ بشكل 
 .الدماستُ عند القرنة تساوي صفر تُالزاوية ب
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سبق ( 15)استخدمت في التمرين  التي        معكوس التحويلة  -17
أوجد الجهد الدركب للسرياف (. 11)كل مكاف الآخر، بتمرين      إعطائها، مع وضع 

للسائل على بعد لا   عندما تكوف السرعة ( 15)حوؿ الجناح الذي قدمناه بتمرين 
 . نهائي من نقطة الأصل ثابتاً حقيقياً 

 

 :لاحظ أف التحويلة -18
       

فوؽ الشعاع     ترسم كل من الجزئتُ الدوجب والسالب من الخط الدستقيم 
     يرسم فوؽ الشعاع      بالدثل الخط الدستقيم .         

لاحظ أيضاً أف .  فوؽ الدستوي الدركب        ، وترسم الشرلػة      و
، الناتج عن ىذه التحويلة يقتًب من الصفر عندما           التغتَ في الابذاىات 

التيار لسائل يسري خلاؿ القناة الدفتوحة الدكونة أثبت أف خطوط .   إلى   تؤوؿ 
    ىي صور الخطوط الدستقيمة ( 29-7الشكل )  بالشعاعتُ في الدستوي الدركب 

خطوط التيار ىذه بسثل أيضاً منحنيات متساوية الجهد لمجاؿ الكهرباء الساكنة . في الشرلػة
 .بالقرب من حافة مكثف ذي لوحتُ متوازيتُ

 
 19-7: الشكل
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 مناثالفصل ال

 كريستوفل  -تحويلة شفارتز. 5
            –                            

  

  ترسم لزور ، كريستوفل-تعرؼ بتحويلة شفارتز، سنقوـ في ىذا الباب بإلغاد برويلة
فوؽ مضلع مغلق بسيط وداخليتو في الدستوى    والنصف العلوي من الدستوى الدركب

مسائل تتعلق وسنعطى كذلك في ىذا الباب تطبيقات ىذه التحويلة في حل  . الدركب 
 .بسرياف سائل أو مسائل في نظرية جهد الكهرباء الساكنة

                                      مضلع فوؽ الحقيقي المحور رسم 1.5
 . بالعدد الدركب     عند نقطة   سنمثل متجو الوحدة الدماس لقوس أملس موجو 

 لؽثل متجو  ف العدد الدركب إ،        بالتحويلة  ىو صورة   افرض أف القوس 
عند  برليلية  سنفرض أف  .         عند النقطة الدناظرة  الوحدة الدماس للقوس 

 ،(1.6)طبقاً لبند .          وأف     
                                 

إلى أي  موجهة في الابذاه الدوجب  قطعة مستقيمة من لزور   إذا كانت ، وبصفة خاصة
 في ىذه الحالة.  من نقط      عند كل نقطة             فإف ، اليمتُ

  :إلى    تؤوؿ الدعادلة 
                             

     ذات سعة ثابتة على امتداد تلك القطعة الدستقيمة فينتج أف       إذا كانت 
 من خط  قطعة مستقيمة  يضاً أتكوف   أي أف صورة القطقة الدستقيمة ، تكوف ثابتة

 .مستقيم
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من الأضلاع    بأكملو فوؽ مضلع لو   ترسم المحور        برويلة دعنا الآف نوجد
رؤوس  التي تكوف صورىا   ىي نقط على لزور    و                حيث و 

 :حيث، الدضلع
               

                    حيث ،         رؤوس الدضلع ىي النقط 
 تقفز من قيمة ثابتة ما لقيمة            فإالدنشودة أف تكوف بحيث    يتعتُ للدالة

 .  على المحور   عندما تتحرؾ     ثابتة أخرى عند النقط 
 :بحيث  إذا اختتَت الدالة 

                       
       –      

                   
 تبعاً  تتغتَ      فإف سعة ، عدد حقيقي ثابت   كل عدد مركب ثابت و   حيث 

     ذلك أف سعة الدالة. على المحور الحقيقي   للأسلوب الدذكور أعلاه عندما تتحرؾ
 :لؽكن كتابتها على الصورة

                                 –       

                                 
 :     و    عندما 

                                     
 وتكوف كل االسعات الأخرى مساوية            فإف         عندما 
عندما     بزاوية مقدارىا  فجائياً        د سعةتزدا،    للمعادلة  إذف طبقاً .  للعدد 

عندما     تقفز قيمتها مرة أخرى بالدقدار و .      إلى اليمتُ مارة بالنقطة  تتحرؾ 
 .إلخ،   مارة بالنقطة   تتحرؾ 

      من  يكوف ثابت الابذاه عندما تتحرؾ   فإف متجو الوحدة ،    للمعادلة  طبقاً 
  .مستقيمطوؿ خط  تتحرؾ في ىذا الابذاه الثابت على  وبالتالي فإف    إلى 

 (.1-8شكل ( )  صورة النقطة )   عند النقطة     بالزاوية  فجائياً   ويتغتَ ابذاه 
 .  الخارجية للمضلع الذي يرسم بالنقطة ىي الزوايا    ذه الزوايا ى
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 1-8: الشكل

11أي أف ، و لؽكن أف بردد الزوايا الخارجية للمضلع لتقع بتُ   jk 
سنفتًض أف أضلاع الدضلع لا تتقاطع مع بعضها على الإطلاؽ وأف الدضلع موجو في 

بذلك يكوف لرموع الزوايا الخارجية لدضلع . (أي ضد عقرب الساعة)بذاه الدوجب الا
برقق ( zصورة النقطة ) nwوأف الزاوية الخارجية عند الرأس ، 2مغلق يساوي 

 :العلاقة
  121 ...2  nn kkkk 

 :شروطالبد وأف برقق لا jkإذف الأعداد 
11,2... 121   jnn kkkkk 

njحيث  ,...,2,1. 
...2 :إذا كاف 0nkلاحظ أف  121  nkkk 

ويكوف ، رأساً للمضلع nwوبالتالي لا تكوف ، nwعند  في ىذه الحالة لا يتغتَ ابذاه
 .من الأضلاع 1nللمضلع 

 .   تعطى مشتقتها بالصيغة  fفيما يلي سنقوـ بتبياف برقق وجود دالة 

–             كريستوفل-تحويلة شفارتز 1.5                           
 :في الصيغة

             1

12
1

1 ....'
2 






 nk
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k
k

xzxzxzAzf 
افرض أف الدعاملات ، فوؽ مضلع  لدشتقة دالة ترسم لزور   jk

jxz


  بسثل أفرع دواؿ
 :سنكتب، ولكي نكوف أكثر برديداً . المحور قوى فروعها القاطعة بستد برت ىذا

           jj

k

j

k

j ikxzxz jj 


exp|| 



 
 كريستوفل -شفارتز برويلة: الفصل الثامن 112

حيث  
jj xz  arg و










2

3
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j 2,1,...,1و  nj  بهذا تكوف zf ' 

ىذه النقط ) jxعدا عند نقط التفرع  0yبرليلية عند بصيع نقط نصف الدستوي 
 .(1nعددىا 

لذي تكوف فيو الدالة ا،  الذي سنرمز لو بالرمز ، نقطة في ىذا النطاؽ 0zإذا كانت 
 :فإف الدالة، برليلية

           
z

z

dssfzF

0

' 

   إلى 0zحيث مسار التكامل من ،  تكوف وحيدة القيمة وبرليلية فوؽ نفس النطاؽ 
 :بالإضافة إلى ذلك فإف.  يقع في داخلية  منحتٍأي    zfzF '' . 

1xzعند النقطة   لتعريف الدالة   نلاحظ أولًا أف ، بحيث تكوف متصلة عندىا
  1

1

k
xz


  1الذي لا يكوف برليلياً عند     ىو العامل الوحيد فيx . وعليو إذا كانت
 z  فإف ،    حاصل ضرب بقية العوامل في z  1تكوف برليلية عندx  وأنها بسثل

11عند بصيع نقط القرص الدفتوح  || rxz   1بدتسلسلة تايلور حوؿx. 
 :وبالتالي يكوف
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ف إحيث . عند بصيع نقط القرص الدفتوح، وبالتالي متصلة، برليلية z)( حيث

01 1  k ، لؽثل بالتالي دالة متصلة في الدتغتَ     فإف الحد الأختَ في الطرؼ الألؽن من
0Imحيث ، عند بصيع نقط النصف العلوي للقرص الدفتوح   z ، وذلك إذا أخذنا

1xzقيمة ىذا الحد مساوياً للصفر عند   من ىذا ينتج أف التكامل:  
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k
dssxs
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يقعاف في نصف  نحتٍوالد 1Zحيث ،  إلى  1Zمن  منحتٍللحد الأختَ على امتداد 
1xzعند  zيكوف دالة متصلة للمتغتَ ، القرص  التكامل: 
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kkk
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k
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11

1

1

1

1
1
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وذلك إذا ما عرفنا قيمة  1xعند   نفس الدسار لؽثل أيضاً دالة متصلة للمتغتَ على امتداد 
 .في نصف القرص 1xمن   التكامل ىناؾ على أنها نهاية التكامل عندما تقتًب 

يكوف دالة   إلى  1Zعلى امتداد الدسار الدذكور من     وبالتالي فإف تكامل الدالة 
1xzمتصلة عند   ، نو لؽكن كتابتو على أنو إحيث     وىكذا يكوف أيضاً التكامل

 . إلى  1Zبالإضافة إلى التكامل من  1Zإلى  0zمن   في  منحتٍتكامل على امتداد 
jxnjما ذكر أعلاه لؽكن تطبيقو عند كل من النقط  ,1,....,2,1  ، وبذلك تصبح

 .0yمتصلة عند كل نقطة من نقاط الدنطقة   
كبتَ بقدر كاؼ يوجد عدد    إثبات أنو لعدد موجب  لؽكننا    باستخداـ الدعادلة 

 :فإبحيث   ثابت موجب 
           

nk
z

M
zf




2
||

Rz   طالدا     |'| || 

0Imوذلك إذا كانت  z  12ف إحيث  nk ، فإف خاصية التًتيب ىذه للدالة
، إلى ما لا نهاية  تضمن برقق وجود نهاية للتكامل عندما تؤوؿ     الدكاملة في الدعادلة 
 :بحيث nwأي أنو يوجد عدد 

      0Im z    n
z

WzF 


lim 
  .(5.8)من بند ( 11)، (12)وسنتًؾ تفاصيل إثبات ذلك لتمريتٍ 

لؽكن كتابتها على الصورة     الدالة الراسمة والتي تعطى مشتقتها الأولى بالصيغة 
    BzFzf   بذلك تكوف التحويلة الناشئة ىي. ثابت مركب  حيث: 
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أ شفارتز .كريستوفل تكرلؽاً للرياضيتُ الألدانيتُ ىػ-ىذه التحويلة تعرؼ بتحويلة شفارتز
-1829)                ب كريستوفل .وإ( 1921–1843)            

 .والتي اكتشفها كل منهما مستقلًا عن الآخر( 1922
وىي كذلك حافظة للزوايا ، 0yمتصلة عند بصيع نقط نسف الدستوي     التحويلة 

ولغب ملاحظة أننا قد افتًضنا أف . jxالدوجهة على نفس النطاؽ عدا عند النقط 
 فإننا سنفتًض أف، بالإضافة إلى ذلك(. 1.8بند )من     برقق الشروط  jkالأعداد 
jjالثوابت  kx اً منحنيأي أف الدضلع يكوف ، تكوف بحيث لا تتقاطع أضلاع الدضلع ,

 على لزور السينات في  فعندما تتحرؾ النقطة ، (1.8)تبعاً لبند ، بالتاليو . مغلقاً بسيطاً 
 وبالتالي يوجد، الدوجب كذلك بالابذاهتتحرؾ على الدضلع   الابذاه الدوجب فإف صورتها 

فإف الصورة ،    تبعاً للشرط .  تناظر أحادي بتُ نقط لزور السينات ونقط الدضلع 
nw  للنقطةz يتحقق وجودىا وىي BWw nn . 

أي نقطة لستلفة  0xوكانت ، 0yنقطة داخلية لنصف الدستوى العلوي   إذا كانت 
إلى الدتجو  0xعند   فإف الزاوية من الدتجو ، على لزور السينات jxعن كل من النقط 

 (1-8شكل ) تكوف موجبة وأقل من   ، 0xالدمثل بالقطعة الدستقيمة الواصلة بتُ 
إلى الدتجو الدمثل لصورة القطعة  الدناظرة من الدتجوالزاوية ، 0xللنقطة  0wعند الصورة 

من ىذا ينتج أف صور نقط داخلية . يكوف لذا نفس القيمة  ، 0xالدستقيمة الواصلة بتُ 
. نصف الدستوى تقع على يسار أضلاع الدضلع مأخوذة في ابذاه ضد عقرب الساعة

قط الداخلية لنصف الدستوى سنتًؾ للتمارين إثبات أف ىذه التحويلة تناظر أحادي بتُ الن
 .ونقط داخلية الدضلع

كريستوفل بحيث -دعنا نعتُ عدد الثوابت في برويلة شفارتز،  إذا أعطينا مضلعاً ما 
0,1,0لذذا الغرض لؽكننا كتابة .  يرسم لزور السينات فوؽ الدضلع  0  zAB 

لؽكن بعد ذلك .  مشابو للمضلع  P'ونتطلب أف يرسم لزور السينات فوؽ مضلع ما 
وذلك باختيار مناسب   ليناسبا حجم ووضع الدضلع  P'ديل حجم ووضع الدضلع تع

 .   للثوابت 
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يبقى بعد ذلك أف .  تعتُ بصيعها من الزوايا الخارجية عند رؤوس الدضلع  jkالأعداد 
لو نفس زوايا  P'صورة لزور السينات ىي مضلع ما .    وعددىا  jxلطتار الثوابت 

فلا بد وأف تكوف ،  ، P'ولكن إذا كاف من الضروري أف يتشابو الدضلعاف .  الدضلع 
ىذه )ثابتة   ونظتَه في الدضلع  P'النسبة بتُ طوؿ أي ضلع من أضلاع الدضلع 

من الدعادلات     ىذا الشرط يعبر عنو بدلالة . (   الأضلاع الدوصولة عددىا 
 jxنو لؽكن اختيار عددين من الأعداد وبالتالي فإ. jxمن المجاىيل الحقيقية     في 

في المجاىيل (    عددىا )أو علاقتتُ بينهما عشوائياً بشرط أف يكوف لذذه الدعادلات 
 .حلولًا حقيقية(    وعددىا )الباقية 

nxzعندما بسثل نقطة نهائية   النقطة التي ، بدلًا من نقطة اللانهاية، على لزور السينات
كريستوفل   -لشا ذكرناه في البند السابق أف برويلة شفارتزفإنو ينتج  nwصورتها الرأس 

 :تأخذ الصورة

          


z

z

k

n

kk
BdsxsxsxsAw n

0

21 ...21 

21...2حيث   nkkk  الأسسjk ولكن في . تتعتُ من الزوايا الخارجية للمضلع
ف برقق الدعادلات الدذكورة أالتي لا بد و  jxمن الثوابت الحقيقية   ىذه الحالة يوجد 

أو ثلاثة شروط على  jxوبالتالي فإنو لؽكن اختيار ثلاثة أعداد .    أعلاه وعددىا 
 .التي ترسم لزور السينات فوؽ مضلع معطى    ىذه الأعداد عشوائياً في التحويلة 

                           المثلثات والمستطيلات 1.5
لة صورىا وليس بدلا jxكريستوفل بدلالة النقط -كما رأينا فإنو يعبر عن برويلة شفارتز

ث نقط منها على الأكثر لشا سبق نعلم كذلك أنو لؽكن اختيار ثلا. رؤوس الدضلع
وبالتالي فإذا كاف للمضلع الدعطى من ثلاثة أضلاع فإنو يتحتم تعيتُ بعض ، عشوائياً 
كصورة لمحور ، أو أي مضلع مشابو لو، وذلك للحصوؿ على الدضلع الدعطى jxالنقط 

 .واختيار شروط ملائمة لتعيتُ ىذه الثوابت يتطلب عادة مهارة. السينات
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فكثتَاً ما يكوف ىذا . قيد آخر على استخدامنا للتحويلة يرجع إلى التكامل الناشئ
في مثل ىذه الحالات قد . الأولية التكامل غتَ لشكن حسابو بدلالة عدد لزدود من الدواؿ

 .يصبح حل الدسائل باستخداـ التحويلة من الصعوبة بدكاف
321إذا كاف الدضلع مثلثاً رؤوسو عند النقط  ,, www ( 2-8شكل ) ،فإف التحويلة 

  :الدطلوبة لؽكن كتابتها على الصورة

           


z

z

kkk
BdsxsxsxsAw

0

321

321 

 
 2-8: الشكل

2321: حيث  kkk  والعلاقة بتُ كلjk  والزاوية الداخليةj ىي: 
 3,2,1

1
1  jk jj 


 
jxjوقد اعتبرنا ىنا بصيع النقط  ,3,2,1 ،على أنها نقط نهائية على لزور السينات ،

الدصاحبة لحجم ووضع ،    الثوابت الدركبة . ولؽكن بزصيص قيم اختيارية لكل منها
 .لؽكن تعيينها بحيث يرسم نصف الدستوى العلوي فوؽ الدنطقة الدثلثة الدعطاة، الدثلث

 :فإف التحويلة تصبح، قطة اللانهايةعلى أنو صورة ن 3wإذا أخذنا الرأس 

         


z

z

kk
BdsxsxsAw

0

21

21 

,21حيث لؽكن إعطاء قيم حقيقية اختيارية للثابتتُ  xx. 
لا لؽثلاف دوالًا بسيطة إلا إذا كاف الدثلث منحلًا بحيث     ،    التكاملاف في معادلتي 

يصبح تكاملًا     التكامل في معادلة . يكوف رأس أو رأستُ من رؤوسو عند اللانهاية
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عندما يكوف الدثلث متساوي الأضلاع أو عندما يكوف مثلثاً قائم الزاوية وإحدى  ناقصياً 
 ./4أو  /3زواياه تساوي 

3/2321للمثلث الدتساوي الأضلاع يكوف   kkk  لذلك يكوف من الدناسب كتابة
11 x 12و x و3x  1,0,1حيث     واستخداـ معادلة 0  zBA 

 :بذلك تصبح التحويلة

       




z

dsssw
1

3/23/2
11 

02أي أف ، 0wىي بالطبع  1zصورة النقطة  w  1عندماz في التكامل ،
وبالتالي ،    فإنو لؽكننا كتابة   11,01,01arg  xxx ، بينما

xx  1|1| ،  1arg x ،إذف: 

      
 

 










1

1

3/2213
exp

x

dxi

 
   














1

1

3/23/2

3

2
exp11 dx

i
xxw

 

ترمز   فرض أف ا ،ل الدستخدـ في تعريف دالة بيتاوىذا التكامل الأختَ لؼتزؿ إلى التكام
  :قيمة ىذا التكامل وىي قيمة موجبةل

 
 5

3

1
,

2

1

1
2

1

0

3/22 










 B

x

dx
b 

 .(3-8 :شكل)ىو النقطة  1wإذف الرأس 
 6

3
exp1

i
bw


 

 
 3-8: الشكل

 : وذلك لأف  يقع على الجزء الدوجب من لزور  3wالرأس 

   
  

 





1 1

3/22

3/23/2

3

1
11

x

dx
dxxxAw 



 
 كريستوفل -شفارتز برويلة: الفصل الثامن 155

إلى ما لانهاية على امتداد الجزء   عندما تؤوؿ     بسثل أيضاً بالتكامل  3wولكن قيمة 
 : نات أي أفالسالب من لزور السي

    dx
i

xx
















1

3/2

3

4
exp.11

    dx
i

xxw 
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1

3/2

3
3

2
exp11

 

 .    إذف على ضوء الدعادلة 
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exp

3
exp

13
exp

3
exp

11
3

4
exp

3

3/22

1

3/2

13

ii
bw

x

dxii
b

dxxx
i

ww







 

 : لصد أف 3wبحل ىذه الدعادلة الأختَة للحصوؿ على 
 73 bw  

ف صورة لزور السينات ىي الدثلث الدتساوي الأضلاع الدوضح أبهذا نكوف قد حققنا 
  :من الدمكن كذلك التحقق من أف  والذي طوؿ ضلعو ( 3-8)بالشكل 

   3/exp2/ ibw     0عندماz 
aإذا اختًنا   لكل  2/1jkعندما يكوف الدضلع مستطيلًا فإف  بسثل النقط . 1,

jx لتي صورىا رؤوس الدستطيل وبكتابةا : 
          2/12/12/12/1

11


 azzzazzg 
حيث    jxzarg0 كريستوفل تصبح  -فإف برويلة شفارتز : 

   9
0

dssgw

z

 

    لتعديل حجم ووضع الدستطيل التكامل        وذلك فيما عدا التحويلة 
 . يساوي التكامل الناقصي

    











a
KdsSKS

z
1

11
0

2/1222/12 
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اسبة للدالة الدكاملة توضح بجلاء الأفرع الدن    مضروباً في مقدار ثابت ولكن الصيغة 
 . لدواؿ الغتَ قياسية الدعنية

 (4-8)كما ىو موضح بشكل      عندما لضاوؿ تعيتُ رؤوس الدستطيل عندما  
,,1,1, 1234 axxxax   بصيع الرؤوس الأربعة لؽكن التعبتَ عنها بدلالة

 : على النحو التالي  يعتمداف على القيمة     عددين موجبتُ 

 
  

 10
1 232

1

0

1

0 xax

dx
dxxgb


  

 
  

 11
1 222

0

1

1

0 xax

dx
dxxgc


  

 :فإف       عندما 
        01argarg,arg1arg  xaxaxx  

: إذف        xgxgixg 
2

2/exp  
1وعندما xa فإف:          xgixgxg 

3
2/exp   

          icbdxxgidxxgdxxgdxxgdxxgw

aaa

 










1

1

01

1

00

1 

 : إثبات أفتًؾ للقارئ كتمرين مهمة وسي
 12,, 432 icbwbwbw  

 .(4-8)وبذلك يكوف وضع وأبعاد الدستطيل كما ىو موضح بالشكل 

 
 4-8: الشكل

                     المضلعات المنحلة 1.5
كريستوفل على بعض الدضلعات الدنحلة التي بسثل -سنقوـ الآف بتطبيق برويلة شفارتز

 . ببعض التحويلات الدألوفةبة لذا دوالاً بسيطة ولتوضيح ذلك، سنبدأ التكاملات بالنس
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 . فوؽ الشرلػة نصف اللانهائية 0yدعنا نرسم نصف الدستوى : أولاً 
0

22
 vu

 
321سنعتبر الشرلػة على أنها الصورة النهائية لدثلث رؤوسو  ,, www  عندما( 5-8)شكل 

 . إلى ما لا نهاية3wيؤوؿ الجزء التخيلي للعدد 
: يم النهائية للزوايا الخارجية ىيالق


  321 ,

2
kkk. 

لطتار النقط  321 ,1,1 xxx  لتكوف النقط التي صورىا الرؤوس وبالتالي فإف
 : الراسمة لؽكن كتابتها على الصورةمشتقة الدالة 

      2/122/12/1
1'11


 zAzzA

dz

dw 
BzAWإذف   1sin'  إذا كتبناaAوabB /1'/  فإف : 

 bawz  sin 
     برقق الشروط   إلى الدستوى الدركب   ىذه التحويلة من الدستوى الدركب 

لتالي وبا    و    وذلك إذا كاف  w/2عندما     و w/2عندما 
wz: ويلة النابذة تكوففإف التح sin ا ترسم الشرلػة فوؽ التي سبق وأف برققنا من أنه

 .نصف الدستوى

 
 5-8: الشكل

 : الشريحة اللانهائية 2.5
iwwعتُ رؤوسو عند النقط على أنها الوضع النهائي لد ||Vاعتبر الشرلػة  12, ،

0, 34 ww  ُ24عندما تتحرؾ النقطتت ,ww اليمتُ على  مسافة لا نهائية إلى اليسار وإلى
 :في الوضع النهائي تصبح الزوايا الخارجية(. 6-8شكل )التًتيب 
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  4321 ,0,,0 kkkk 
,0,1سنختار  234  xxx  1وسنتًؾx مشتقة دالة راسم شفارتز. لنعينها-

  :كريستوفل تصبح
   

z

A
zzxzA

dz

dw
  010

1 1 
  :وبالتالي فإف

BzAw  log 
بد وأف يكوف حقيقياً  لا  الثابت . 1zعندما  0wف إوذلك حيث  0Bولكن 
xzتقع على المحور الحقيقي عندما   ف النقطة إحيث   0وx  النقطةiw  

1xzصورة النقطة   ، 1حيثx إذف. عدد سالب: 
iAxAxAi   ||loglog 11 

||1بدساواة الأجزاء الحقيقية والتخيلية في الطرفتُ لصد أف  1 x 1وA  وبالتالي فإف
 :التحويلة تصبح

zw log 
11كما أف  x  نعلم أف ىذه التحويلة ترسم نصف الدستوي فوؽ الشرلػةو. 

 دقيقة وذلك لأف القيم النهائيةالطريقة التي استخدمت في ىذا البند والبند السابق ليست 
بدا لنا  فقد استخدمت القيم النهائية كلما. للزوايا والإحداثيات لم تقدـ بطريقة منهجية

فليس من ، ولكن إذا فحصنا الراسم الذي حصلنا عليو. من الدناسب أف نفعل ذلك
دمت ىنا الطريقة الشكلية التي استخ. الضروري أف نبرر خطوات اشتقاقنا للدالة الراسمة

 .أقصر وأقل صعوبة من الطرؽ الدقيقة

 
 6-8: الشكل
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 (1-5)تمارين غير محلولة 
00ضع ( 3.8)بند     في التحويلة  -1  zB و  

1,0,1,
4

3
exp 321  xxx

i
A



   4

3
,

2

1
,

4

3
321  kkk  

أثبت أف رؤوس . لث قائم الزاوية ومتساوي الساقتُوذلك لرسم لزور السينات فوؽ مث
  :ىذا الدثلث ىي النقط

bwwbiw  321 ,0, 
 :الثابت الدوجب  حيث 

 




1

0

2/14/321 dxxxb 

كذلك أثبت أف 









4

1
,

4

1
2 Bb  ىي دالة بيتا  حيث. 

 

 (.4-8)لبقية رؤوس الدستطيل الدوضح بشكل ( 3.8)في بند      استنتج الصيغ  -2
 

10أثبت أنو عندما  -3  a  فإف رؤوس الدستطيل( 3.8)ببند     ،    في صيغتي 
  :تأخذ الآف القيم    حيث ( 4-8)تكوف كما ىو موضح بشكل 

    

1

0

||,||
a

a

dxxgcdxxgb 
 

 :الخاصةأثبت أف الحالة  -4   




z

dssssiw
0

2/12/12/1
-من برويلة شفارتز 11

 :ترسم لزور السينات فوؽ الدربع الذي رؤوسو( 3.8)ببند     كريستوفل 
ibbwbwwbiw  4321 ,,0, 

 :يعطى بدلالة دالة بيتا كالتالي  حيث العدد الدوجب 










2

1
,

4

1

2

1
Bb 
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mzwكريستوفل للحصوؿ على التحويلة -استخدـ برويلة شفارتز -5  ، حيث
10 m  0التي ترسم نصف الدستوىy  فوؽ الدنطقة الزاويةmw arg0 

اعتبر الدنطقة الزاوية على أنها الصورة النهائية للمثلث  1wفوؽ النقطة  1zوالنقطة 
 .إلى الصفر عندما تؤوؿ الزاوية ( 7-8)الدوضح بشكل 

 
 7-8: الشكل

 

إلى اليمتُ على امتداد الجزء السالب من المحور الحقيقي   عندما تتحرؾ النقطة  -6
القطعة   عندما تقطع . بأكملو  إلى اليمتُ على امتداد لزور   تتحرؾ صورتها 

0,10الدستقيمة   yx  إلى اليسار   على المحور الحقيقي الدوجب تتحرؾ صورتها
ivuعلى امتداد الشعاع   إلى اليمتُ على جزء المحور الحقيقي   وعندما تتحرؾ  1,

ع إلى اليمتُ على امتداد نفس الشعا   تتحرؾ صورتها  1xالدوجب بحيث 
ivu  ,1. 

0,1عند صورتي النقطتتُ   لاحظ التغتَ في ابذاه حركة   zz  ىذه التغتَات بذعلنا
 :لطتار مشتقة الدالة الراسمة لتكوف

     10'
1



zzkzf 

  :وبالتالي لضصل على الدالة الراسمة، ثابت ما  حيث 
zziw log 

0Reولؽكن التحقق من أف ىذا الراسم يرسم نصف الدستوي  z   كما ىو موضح
 .بالشكل

 

إلى اليمتُ على امتداد جزء المحور الحقيقي السالب بحيث   عندما تتحرؾ النقطة  -7
1x تتحرؾ صورتها إلى اليمتُ على امتداد المحور الحقيقي السالب في الدستوى الدركب  . 
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0,01على امتداد القطعة الدستقمية   وعندما تتحرؾ   yx  من المحور الحقيقي
0,10ثم تتحرؾ على امتداد القطعة الدستقيمة   yx  في ابذاه   تتحرؾ صورتها

10,0على امتداد القطعة الدستقيمة   زيادة   vu  على   ثم في ابذاه تناقص
إلى اليمتُ على امتداد جزء المحور   عندما تتحرؾ . وأختَاً . امتداد نفس القطعة الدستقيمة

تتحرؾ صورتها إلى اليمتُ على امتداد المحور الحقيقي  1xالحقيقي الدوجب بحيث 
عند صور النقط   لاحظ التغتَات في ابذاه حركة .  الدوجب في الدستوى الدركب 

1,0,1  zzz  ىذا لضصل على دالة راسمة مشتقتهامن: 
        2/112/1

101'


 zzzkzf 
 :أوجد الدالة الراسمة. ثابت ما  حيث 

12  zw 
 حيث 1arg0 2z 2,1 الدتعاقبة الرواسم باستخداـ, zZZWWw  

0Reبرقق من أف التحويلة المحصلة ترسم نصف الدستوى  z  فوؽ نصف الدستوى
0Im w  10,0مع قطع على امتداد القطعة الدستقيمة  vu. 

 

: معكوسة التحويلة الخطية الكسرية -8
zi

zi
Z




 

||1نرسم القرص  Z ،  بحيث تكوف حافظة للزوايا الدوجهة وذلك عدا عند النقطة
1Z  0فوؽ نصف الدستويIm z.  افرض أفjZ  1نقط على الدائرة|| Z 

صورىا النقط  njxz j ,....,2,1 كريستوفل   -والتي استخدمت في برويلة شفارتز
  :أف -دوف تعيتُ أفرع الدواؿ الغتَ القياسية-بتُ ( 2.8)بند     

      nk

n

kk
ZZZZZZA

dZ

dw 
 ...' 21

21 
  :ومن ثم بتُ أف التحويلة. ثابت ما A'حيث 

      


z
k

n

kk
BdSZSZSZSAw n

0

21 ...' 21 
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||1ترسم داخلية الدائرة  Z  فوؽ داخلية مضلع رؤوسو صور النقطjZ  الواقعة على
 .الدائرة

 

داد عافرض أف الأ، (8)في التكامل بتمرين  -9 njZ j ,....,2,1 ،ىي الجذور النونية 
اكتب . للوحدة  1

21 ,.....,1,/2exp  n

n wZwZZniw    افرض كذلك أف
كل من الأعداد  njk j ,....,2,1  (8)بهذا يصبح التكامل بتمرين     يساوي: 

  




z

nn
B

S

dS
Aw

0

/2
1

' 

0,'1أثبت أنو عندما تكوف   AB ، فإف ىذه التحويلة ترسم داخلية دائرة الوحدة
1|| Z  0ومركزه النقطة   فوؽ داخلية مضلع منتظم عدد أضلاعوw. 

صورة كل من النقط : اقتًاح njZ j ,....2,1  ىي رأس مضلع ما زاويتو الخارجية عند
 :اكتب n/2ىذا الرأس تساوي 

 




1

0

/2
1

nnS

dS
w 

 1Zإلى  0Zمتخذاً مسار التكامل ليكوف على امتداد المحور الحقيقي الدوجب من 
مع ملاحظة أننا سنأخذ القيمة الأساسية للجذر النوني للمقدار  nnS 1  من ثم أثبت

1أف صور النقط 

2 ,....,  n

n wZwZ  1ىي النقط

1

1 ,..... ww n على التًتيب .
 . 0wن أف الدضلع يكوف منتظماً ومركزه بعد ذلك برقق م

 

  (2.8)بند     احصل على متباينة  -12
أكبر من أي من الأعداد   افرض أف : اقتًاح njx j ,....2,1||   لاحظ أنو إذا كانت

||/2||2||كبتَة كبراً كافياً فإف الدتباينات     zxzz j   تتحقق لكلjx  عندما
Rz ||  (.1.8)بند     مع الشروط ( 2.8)بند     ثم استخدـ معادلة 

 

 والشروط الكافية لتحقق وجود تكاملات    استخدـ الشروط ، (2.8)بند  في -11
معتلة للدواؿ الحقيقية لإثبات أف  xF  لذا نهاية ماnw  إلى ما لا نهاية  عندما تؤوؿ ،



 
 كريستوفل -شفارتز برويلة: الفصل الثامن 123

حيث  zF  ثبت كذلك أف تكامل الدالة أ. من ذلك البند    معرفة بدعادلة zf ' 
||,0Imفوؽ كل قوس من نصف الدائرة   zRz  يقتًب من الصفر عندما تؤوؿ  

 :ومن ثم استنتج أف إلى 
   0Imlim 


zWzF n

z
 

 .ىناؾ    كما ىو مذكور بدعادلة 
 

 :لؽكن استخداـ الصيغة ا سبقطبقاً لد -12
 
 

c
dz

zg

zg

i
N

'

2

1


 

موجو في الابذاه الدوجب عندما   بسيط مغلق  منحتٍبداخلية   لتعيتُ عدد أصفار دالة 
تكوف فيو   في نطاؽ بسيط التًابط   يقع  zg  برليلية ولا تنعدـ zg فيو على  '

الإطلاؽ في تلك الصيغة اكتب     0wzfzg  ، حيث zf  الدالة الراسمة لتحويلة
 إما أف تكوف نقطة داخلية أو خارجية 0wوالنقطة ، (2.8)بند     كريستوفل -شفارتز

إذف ،  الذي يكوف صورة لمحور   للمضلع   0wxf  يتكوف من    نحتٍافرض أف الد
Rzة ر النصف العلوي لدائ ||  وقطعة مستقيمةRxR   بروي بصيع   من لزور

jxnjالنقط  ,1,....,2,1   فيما عدا قطعة مستقيمة صغتَة حوؿ كل نقطةjx 
jjتستبدؿ بالنصف العلوي من دائرة  rxz   .قطرىا تلك القطعة الدستقيمة ||

بحيث    منحتٍالداخلية لل  إذف عدد النقط   0wzf  ىو: 
 

  


C

C dz
wzf

zf

i
N

0

'

2

1


 

لاحظ أف   0wzf   0تقتًب من النقطة الغتَ صفريةwWn   عندماRz ||  وعندما
للدالة ( 2.8)بند     متذكراً في ذلك خاصية التًتيب ، إلى   ؿ تؤو   |'| zf افرض 

تؤوؿ إلى الصفر وأثبت أف عدد النقط في النصف العلوي من الدستوى  jrأف الأعداد 
التي يكوف عندىا   الدركب   0wzf  يكوف: 

 
  


R

RR
dx

wxf

xf

i
N

0

'
lim

2

1
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 0wإذا كانت     وأف   نقطة داخلية للمضلع  0wإذا كانت     استنتج أف 
 :فإوذلك حيث ،  نقطة خارجية للمضلع 

 
   


P

R

RR
dx

wxf

xf

ww

dw

00

'
lim 

0Imومن ثم أثبت أف الراسم لنصف الدستوى  z  يكوف أحادياً   فوؽ داخلية. 
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 سريان سائل في مجرى من خلال شق 3.5
                                        

لنا التعرض لو في الباب سنقدـ الآف مثالًا آخر عن السرياف الدستقر الدثالي الذي سبق 
ىذا الدثاؿ سيساعدنا في أف نبتُ أف الدنابع والدصارؼ لؽكن أف توضح في مسائل . التاسع

 .سرياف سائل
,0اعتبر السرياف الدستقر الثنائي البعد لسائل بتُ مستويتُ متوازيتُ   vv   إذا كاف

السائل يتدفق من خلاؿ شق ضيق بطوؿ الخط الدستقيم في الدستوى الأوؿ والذي يكوف 
 افرض أف معدؿ سرياف(. 8-8شكل )عند نقطة الأصل  uovعمودياً على الدستوي 

من وحدات الحجم لوحدة الزمن لكل وحدة   السائل في المجرى من خلاؿ الشق يساوي 
. uovمقيس في الابذاه العمودي للمستوي  حيث العمق، من وحدات عمق المجرى

 .   معدؿ السرياف إلى الخارج عند كل النهايتتُ يساوي  بذلك يكوف

 
 8-8: الشكل

zwالتحويلة  log راسم أحادي من النصف ، التي سبق اشتقاقها في البند السابق
 .التحويلة العكسية.  فوؽ الشرلػة في الدستوى الدركب   العلوي للمستوى الدركب 

      ivuw eeez  
فوؽ   ترسم لزور الإحداثيات     التحويلة ، ترسم إذف الشرلػة فوؽ نصف الدستوى
فوؽ النصف  vوترسم الخط الدستقيم ،  النصف الدوجب من لزور الإحداثيات 

 .بذلك يكوف حد الشرلػة قد رسم فوؽ حد نصف الدستوى. السالب من نفس المحور
0uwما صورة نقطة  0wىي صورة النقطة  1zالنقطة   ، 00حيث u ، ىي
0xzنقطة    10حيث x  معدؿ سرياف السائل على امتداد منحتٍ يصل النقطة

0uw   بنقطة vu,  في الشرلػة ىو دالة تيار vu,  إذا كاف(( 8.7)بند )للسرياف 
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1u  ًفإف معدؿ السرياف في المجرى من خلاؿ الشق لؽكن كتابتو على ، عدداً حقيقياً سالبا
 :الصورة

  Qu 0,1 
بسثل     إلى دالة في الدتغتَين  بروؿ الدالة ، للزوايا الدوجهةتَ برويلة حافظة فبتأث، الآف

أي أف معدؿ السرياف متساو  ،  دالة تيار للسرياف في الدنطقة الدناظرة من الدستوى الدركب 
سنستخدـ نفس ، كما اتبعنا في الباب التاسع، اد منحنيات متناظرة في الدستويتُعلى امتد

1uwف صورة النقطة إوحيث . ار الدختلفتتُ في الدستويتُلتَمز لدالتي التي الرمز   
1xzتكوف نقطة    10حيث 1  x ، فإف معدؿ السرياف على امتداد أي منحتٌ يصل

01النقطتتُ  , xzxz   يساوي أيضاً   ويقع في النصف العلوي من الدستوى الدركب
 .0wمساو  للمنبع  1zوبالتالي فإنو يوجد منبع عند النقطة .  

برت تأثتَ برويلة حافظة للزوايا : امو بصفة عامة لإثبات أفما أتبع أعلاه لؽكن استخد
الدوجهة فإف كل منبو أو مصرؼ عند نقطة معطاة يناظر منبع أو مصرؼ مساو  لو عند 

 .صورة تلك النقطة
وأي مصرؼ  0zمن النقطة   تقتًب صورة النقطة ، إلى  wReعندما يؤوؿ 

يبعد بعداً لا نهائياً إلى اليسار في  عند النقطة الأختَة يناظر الدصرؼ الذي    قوتو 
نعتبر معدؿ السرياف على امتداد منحتٌ ، لتطبيق ما ذكر أعلاه في ىذه الحالة. الشرلػة

و0يصل إلى الحدين   vv   للجزء الأيسر من الشرلػة وكذلك السرياف على امتداد
 . صورة ىذا الدنحتٌ في الدستوى الدركب 
لػة لػوؿ إلى مصرؼ عند نقطة اللانهاية في الدستوى الدصرؼ عند نهاية الطرؼ الألؽن للشر 

 . الدركب 
لا بد وأف تكوف في ىذه   للسرياف في النصف العلوي من الدستوى الدركب  دالة التيار 

. الحالة دالة ذات قيم ثابتة على امتداد كل جزء من الأجزاء الثلاثة من لزور السينات
حوؿ   عندما تتحرؾ النقطة   بالإضافة إلى ذلك فإف قيمتها لا بد وأف تزيد بدقدار 
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0xzمن الدوضع     النقطة    1للموضعxz  ، ولا بد أف تنقص قيمتها بدقدار
2/Q حوؿ نقطة الأصل بطريقة مناظرة الدالة  رؾ عندما تتح:  

    







 zz

Q
yx arg

2

1
1arg,


 

فهذه الدالة توافقية في نصف الدستوى . بالإضافة إلى ذلك، برقق ىذه الدتطلبات
0Im z وذلك لأنها الجزء التخيلي من الدالة:  

    







 zz

Q
zF log

2

1
1log


 2/12/1log  zz

Q


 

ف إوحيث .  دالة جهد مركب للسرياف في النصف العلوي من الدستوى الدركب   الدالة 
wez  ،فإف الدالة: 

   2/2/log ww ee
Q

wF 


 
 .تكوف دالة جهد مركب للسرياف في المجرى

 :لؽكننا كتابة، بإلعاؿ ثابت بصعي
        










2
sinhlog

wQ
wF


 

مرة في الدستوى ، للدلالة على ثلاث دواؿ لستلفة  لاحظ أننا استخدمنا نفس الرمز 
 . ومرتاف في الدستوى الدركب    الدركب

متجو السرعة  wF  :يعطى بالعلاقة '
      

2
coth

2

wQ
V


 

  :من ىذا نرى أف

2
lim
||

Q
V

u



 

iwالنقطة ، كذلك   أي أف السرعة عندىا تساوي                  نقطة ركود
للمجرى يكوف أكبر ما  vوبالتالي فإف ضغط السائل على امتداد الحائط ، صفر

 .لؽكن عند النقط الدقابلة للشق
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دالة التيار  vu,  للمجرى ىي الجزء التخيلي للدالة wF  الدعطاة بالدعادلة    
،            وبذلك تكوف خطوط السرياف   cvu , ىي الدنحنيات:  

c
wQ









2
sinhlog


 

 :وىذه الدعادلة تؤوؿ إلى 
      

2
tanh

2
tan

u
k

v
 

 .يوضح بعض خطوط السرياف( 8-8شكل ). ثابت حقيقي  حيث 

                                    السريان في مجرى ذي نتوء 4.5
دعنا نوجد الجهد الدركب لسرياف سائل ، كريستوفل-لزيادة إيضاح استخداـ برويلة شفارتز
 سنعتبر وحدة للطوؿ بحيث يكوف(. 9-8شكل )في لررى بو تغتَ فجائي في العرض 

وبالتالي فإف عرض الجزء ، من الوحدات من المجرى يساوي  عرض الجزء الأكبر عرضاً 
10حيث ، hالأضيق من المجرى يساوي   h. 
، ئل بعيداً عن النتوء في الجزء الأكبر عرضاً يرمز لسرعة السا 0Vافرض أف الثابت الحقيقي 

 :أي أف
0lim VV

u



 

أو ، معدؿ السرياف لوحدة العمق خلاؿ المجرى. لؽثل متجو السرعة  حيث الدتغتَ الدركب 
  :يكوف إذف، ى اليسار وقوة الدصرؼ على اليمتُقوة الدنبع عل

      0VQ  
لؽكن اعتبار مقطع المجرى على أنو الوضع النهائي للشكل الرباعي الدوضح بالشكل والذي 

4321رؤوسو النقط  ,,, wwww ، 1عندما يتحرؾ الرأسw  إلى اليسار مسافة لا نهائية
في الوضع النهائي تصبح الزوايا . إلى اليمتُ مسافة لا نهائية كذلك 4wويتحرؾ الرأس 

 :الخارجية






  4321 ,

2
,

2
, kkkk 
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 9-8: الشكل

إذا كتبنا  431 ,1,0 xxx  2وتركناx 10حيث ، لنعينها 2  x ، فإف مشتقة
 :الدالة الراسمة تصبح

          2/12/1

2

1 1
 zxzAz

dz

dw 
Axمن أجل تبسيط تعيتُ الثوابت  سنشرع مباشرة في استخداـ الجهد الدركب ، ىنا 2,

 0zمنبو السرياف في المجرى والواقع إلى أقصى اليسار يناظر منبعاً مساوياً عند . للسرياف
 .ىو صورة لزور السينات الحد الكامل لدقطع المجرى((. 6.8)بند )

 فإف الدالة ،    ووفقاً لدعادلة 
        000 loglog iVrVzVzF  

مع وجود الدنبع   تكوف دالة الجهد للسرياف في النصف العلوي من الدستوى الدركب 
لاحظ أف الدصرؼ على لؽتُ المجرى لا بد وأف يناظر مصرفاً . الدطلوب عند نقطة الأصل

 . عند نقطة اللانهاية في الدستوى الدركب 
 :لؽكن كتابتو على الصورة  في الدستوى الدركب   الدرافق الدركب للسرعة 

 
dw

dz

dz

dF

dw

dF
wV  

  :لؽكننا أف نكتب،    ،    اـ معادلتي وبالتالي فباستخد

       
2/1

20

1














z

xz

A

V
wV 

تكوف السرعة ىي الثابت الحقيقي ، 0zوالدناظر للنقطة  1wفي الوضع النهائي للنقطة 
0V  أف    بذلك ينتج من معادلة: 

2
0

0 x
A

V
V  
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سنرمز للسرعة بالعدد الحقيقي ، zوالدناظر للنقطة  4wعند الوضع النهائي للنقطة 
4V . ًأنو عندما تتحرؾ قطعة مستقيمة رأسية لتعبر الجزء الضيق ، قد يبدو لنا الآف ظاىريا

قطة من نقط تلك عند كل ن 4Vتقتًب من   فإف ،  اليمتُمن المجرى مسافة لا نهائية إلى
حقيقة واقعة وذلك            ننا التحقق من أف ىذا التخمتُ لؽك. القطعة الدستقيمة

سنفتًض صحة ، حتى نوجز الدناقشة، ولكن،    أولًا من معادلة   كدالة في    بإلغاد 
 :أف السرياف مستقر فإفوحيث ، إذف، ىذه الحقيقة

QVVh  04  
hVVأي أف  /04   لصد أف،    تؤوؿ إلى ما لا نهاية في معادلة   لغعل: 

A

V

h

V 00  
  :إذف

      2

2, hxhA  
 و

       
2/1

2

0

1 














z

hz

h

V
wV 

 3wيصبح لا نهائياً عند الحافة  V||لؽكننا أف نرى أف مقياس السرعة     من معادلة 
وىي نقطة ، نقطة ركود 2wالحافة ، أيضاً . 1zنو صورة النقطة إللنتوء وذلك حيث 

 2wبذلك يكوف ضغط السائل على امتداد حد المجرى أكبر ما لؽكن عند . 0vبرقق 
 .3wوأصغر ما لؽكن عند 

التي لؽكن كتابتها الآف     لا بد أف نكامل معادلة ،  لإلغاد العلاقة بتُ الجهد والدتغتَ 
 :على الصورة

      
2/1

2

1














hz

z

z

h

dz

dw 

 :حيث،  بالتعويض بدتغتَ جديد 
2
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1
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 :تؤوؿ إلى    أف نبتُ أف معادلة  لؽكننا
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1

1

1
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shs
h
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dw 

 :إذف
     

sh

sh

s
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hw









 log

1

1
log 

2hzعندما ، 0wومن ثم ، 0sثابت التكامل ىنا يساوي صفراً وذلك لأف   
     ى بدعادلة طالدع  يصبح الجهد ،  بدلالة 

;
1

log
2

22

0
s

sh
VF




 

  :وبالتالي فإف
      

  1/exp

/exp

0

2

02






VF

hVF
s 

لضصل على علاقة ضمنية ،    معادلة  كما ىي معطاة بهذه الدعادلة في   بالتعويض عن 
 . كدالة للمتغتَ الدركب    تعطى الجهد 

 جهد الكهرباء الساكنة حول حافة صفيحة موصلة  5.5
                                                             

ليكن لدينا صفيحتاف موصلتاف متوازيتاف لشتدتاف لا نهائياً حفظ جهد الكهرباء الساكنة 
وصفيحة ثالثة نصف لا نهائية موازية لذما وموضوعة في وسط الدسافة     لذما عند 

سنختار نظاماً للإحداثيات ووحدة .    د بينهما حفظ جهد الكهرباء الساكنة لذا عن
/2,,0للطوؿ بحيث تقع الصفائح الثلاث في الدستويات   vvv  ( 8شكل-

دعنا نعتُ دالة الجهد . (12 vuV  .الدنطقة الواقعة بتُ ىذه الصفائحفي  ,
في صورتو النهائية يكوف الشكل الرباعي المحدد     مقطع ىذه الدنطقة في الدستوي 

 إلى ww,31وذلك عندما تتحرؾ النقطتاف ، بالدستقيمات الدنكسرة الدوضحة بالشكل
، كريستوفل ىنا-بتطبيق برويلة شفارتز. إلى الخارج يساراً  4wالخارج لؽيناً وتتحرؾ النقطة 

 .ىي نقطة اللانهاية، 4w الدناظرة للرأس، 4xسنفتًض أف النقطة 
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1,1سنختار  31  xx  2وندعx  زوايا الخارجية هائية للالقيم الن. كنقطة مطلوب تعيينها
 :للشكل الرباعي ىي

  4321 ,, kkkk 
  :إذف

     1

2

1
11


 zxzzA
dz

dw
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1

1

1

21

22

2

2

z

x

z

xA

z

xz
A  

إلى الشرلػة الدقسومة في   وبالتالي فإف التحويلة من النصف العلوي للمستوى الدركب 
 :تكوف  الدستوى الدركب 

               Bzxzx
A

w  1log11log1
2

22 
122افرض أف  ,, AAB  ُعندما . على التًتيب    ىي الأجزاء الحقيقية والتخيلية للثابتت

xz   لضصل على    وطبقاً لدعادلة ، على حدود الشرلػة الدقسومة  تقع النقطة:  

           

    212

221

]}1arg|1|[log1

]1arg|1|[log1{
2

1

iBBxixx

xixxiAAivu



 

 
 10-8: الشكل

نلاحظ أولًا أف الوضع النهائي للقطعة الدستقيمة الواصلة بتُ النقطتتُ ، لتعيتُ الثوابت ىنا
14 ,ww  ىذا الخط ىو صورة جزء لزور السينات الواقع على .  ىو لزور الإحداثيات

11يسار النقطة  x ، ُوىذا راجع إلى أف القطعة الدستقيمة الواصلة بتُ النقطتت
34 ,ww  ُ13ىي صورة جزء لزور السينات الواقع على لؽت x ، والضلعاف الآخراف

 .يمتتُ الباقيتتُ من لزور السيناتللشكل الرباعي لعا صورتا القطعتتُ الدستق
نقطة الدناظرة تقتًب ال، إلى ما لا نهاية من خلاؿ قيم موجبة  وتؤوؿ  0vإذف عندما 

 :إذف. من اليسار 1zإلى النقطة   
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      1arg,1arg xx 
log|1|وتؤوؿ  x  إلى  ً11ف إحيث ، وأيضا 2  x ، فإف الجزء الحقيقي

فإنو  0vف إوحيث . يؤوؿ إلى     للمقدار داخل الأقواس الدزدوجة في معادلة 
02ينتج أف  A ،يلي للطرؼ الألؽن يصبح لانهائياً وفيما عدا ذلك فإف الجزء التخ .

 :لصد أف، التخيلية في الطرفتُ واة الأجزاءبدسا
    2221 ]11[

2

1
0 BxxA   

,0                          :إذف 221  ABA 
12الوضع النهائي للقطعة الدستقيمة الواصلة بتُ النقطتتُ  ,ww  ىو الشعاع

0,2/  uv  . النقط الواقعة على ىذا الشعاع ىي صور النقطxz   حيث
21 xx  ،وبالتالي فإف: 

     1arg,01arg xx 
 :لصد أف ،عند ىذه النقط    بدساواة الأجزاء التخيلية في طرفي معادلة 

               22
1 1

22
Bx

A
 

 
34فإف الأوضاع النهائية لنقط القطعة الدستقيمة الواصلة بتُ النقطتتُ ، وأختَاً  ,ww  ىي

iuالنقط   ، 1حيث   وىذه النقط ىي صور النقطx  بدساواة الأجزاء التخيلية في
          :عند ىذه النقط لصد أف    معادلة 

 :لصد أف،    ،    من معادلتي ، إذف
0,1 21  xA 

iw/2ىي النقطة التي صورتها الرأس  0xوبالتالي فإف   ، وبالتعويض بهذه القيم
01ومساواة الأجزاء الحقيقية لصد أف     في الدعادلة  B. 

                              
 11-8: الشكل                              

2B
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 :   بذلك تصبح التحويلة 
          izzw  ]1log1[log

2

1 
 :أي أف

      wez 22 1  
تصبح الدالة التوافقية الدطلوبة ، التحويلةبرت تأثتَ ىذه  vuV دالة توافقية في الدتغتَين  ,

 (.11-8)وبرقق الشروط الحدية الدوضحة بشكل  0yفي الدنطقة     
02لاحظ أف  x الدالة التوافقية في نصف الدستوى ىذا والتي تأخذ ىذه . في ىذه الحالة

 :القيم على الحدود ىي الجزء التخيلي من الدالة التحليلية
   21

2

1log
1

1

1
log

1










i

r

r

z

z
zF 

12حيث  ,  يأخذاف القيم من صفر إلى بكتابة ظل كل من ىاتتُ الزاويتتُ كدالة في 
yx  :وإجراء التبسيطات اللازمة لصد أف ,

            
1

2
tantan

2221



yx

y
V  

2222بصيغ للمقادير     الدعادلة  , yxyx   بدلالةvu لصد إذف     من الصيغة  ,
vuوالإحداثيات   أف العلاقة بتُ الجهد    :لؽكن كتابتها على الصورة ,

     241
tan se

x
V u   

uu    :حيث eves 42 2cos211   
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  (1-5)غير محلولة تمارين
 .كريستوفل للحصوؿ على الدالة الراسمة الدعطاة-استخدـ برويلة شفارتز -1

 

ستطيلة السرياف في لررى بو عائق على صورة شرلػة مبتُ لداذا يكوف حل مسألة  -2
 يكوف متضمناً في حل الدسألة التي عولجت في بند( 12-8شكل )نصف لا نهائية 

(7.8.) 

 
 12-8: الشكل

 

إلى اليمتُ على امتداد الجزء السالب من المحور الحقيقي بحيث   عندما تتحرؾ النقطة  -3
1x ، إلى اليمتُ على امتداد الشعاع   تتحرؾ صورتهاhvu  وعندما تتحرؾ  0,

hvuعلى امتداد القطعة الدستقيمة   في ابذاه تناقص   صورتها   ، وأختَاً  0,0
، 1xإلى اليمتُ على امتداد الجزء الدوجب من المحور الحقيقي بحيث   عندما تتحرؾ 

لاحظ . الجزء الدوجب من المحور الحقيقي إلى اليمتُ على امتداد  تتحرؾ صورتها 
ىذه التغتَات توضح أف  1zو 1zعند صورتي النقطتتُ   التغتَات في ابذاه حركة 

  :الدشتقة لدالة راسمة لؽكن أف تكوف
2/1

1

1














z

z
k

dz

dw 

برقق أنو عند كتابة . من ذؾ احصل على التحويلة الدعطاة ىناؾ. ثابت ما  حيث 
 :التحويلة على الصورة

        ]}11log[11{
2/12/12/12/1

 zzzzz
h

w


 
حيث    1arg0 z الحدود بالطريقة الدبينة بالشكل فإنها ترسم. 
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لتكن  -4 vuT في                      درجات الحرارة للحالة الدستقرة الدقيدة  ,
مع الشروط الحدية   الجزء الدظلل من الدستوى الدركب   1, vuT  عندما

0و0  uT  على الجزء الباقي ''' DCB  من الحدود بدلالة بارامتً حقيقي
   2/0   أثبت أف صورة كل نقطةtaniz   على الجزء الدوجب من المحور

 :ىي النقطة  التخيلي 
  
















 





sec

2
sectanlog i

h
w 

 :تعطى بالعلاقة  وأثبت كذلك أف درجة الحرارة عند تلك النقطة ( 3)انظر بسرين )
  










2
0,







vuT 

 

لتكن  -5 wF  دالة الجهد الدركب لسرياف سائل على عتبة في قاع لررى عميق لشثلًا
من الثابت الحقيقي   لسائل حيث تقتًب سرعة ا،  بالجزء الدظلل من الدستوى الدركب 

0V  عندما تؤوؿ|| w إلى ما لا نهاية في تلك الدنطقة. 
فوؽ تلك الدنطقة ىي التحويلة   التحويلة التي ترسم النصف العلوي من الدستوى الدركب 

  :باستخداـ الدتطابقة( 3)الدعطاة في بسرين   dwdzdzdFdwdF ///  
              :أثبت أف      2/12/1

0 11


 zzVwV 
xzبدلالة النقط ، أثبت كذلك  أف، التي تكوف صورىا النقط على امتداد قاع المجرى: 

1

1
|||| 0






x

x
VV 

||من ىذا لاحظ أف مقياس السرعة يزداد من  0V  على امتداد''BA  ليصل||V 
||ليصل   إلى  C'وبعد ذلك يزداد من ، C'ثم يتناقض لينعدـ عند ،  عند  0V  لاحظ

||أيضاً أف مقياس السرعة يكوف  0V  عند النقطة










1

2

1
ihw  ُبت'B و'C. 
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 سعاتال الفصل

 بواسون نوع من التكامل صيغ. 6
                                  

 من للعديد حلوؿ على الحصوؿ من بسكننا مبرىنة عن النقاب سنكشف الباب ىذا في
 وأ لزددة تكاملات بدلالة الحلوؿ ىذه عن التعبتَ لؽكن عندما الحدية الشروط مسائل
 تلك مثل في تظهر التي التكاملات من الكثتَ حساب مباشرة لؽكننا وبالتالي. معتلة

 .الدسائل

                              بواسون تكامل صيغة 1.6

 الابذاه فأو  داخليتو ونقط    بسيط مغلق منحتٍ نقط بصع عند برليلية دالة   فأ افرض
 :يكوش تكامل صيغة فأ الدعلوـ من. الدوجب الابذاه ىو نحتٍالد لذذا الدوراني

     
 

   
 

    

   

 

  
                

 تنتمي   نقط عند   قيم بدلالة    داخلية نقاط من   نقطة يأ عند   قيمة عن تعبر
 مناظر صيغة على     الصيغة من الحصوؿ لؽكننا، دائرة    يكوف عندما    منحتٍلل

 .للدائرة بالنسبة لتخر يد مسالة حل لؽكننا أنو أي، توافقية لدالة
 ،                     الدائرة ىو    فيها يكوف التي الحالة اعتبر

 النقطة معكوس(. 1-9) شكل        حيث              اكتب و
 عليو تقع الذي الشعاع نفس على الواقعة    النقطة ىو للدائرة بالنسبة   صفرية الغتَ

           الشرط برقق والتي   النقطة
 :أف أي   
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 3-9: شكلال

 هاوتطبيقات (العقدية)المركبة المتغيرات 1.1.6
 قيمة أف ويجورس -يكوش نظرية من ينتج فانو،    الدائرة لخارجية تنتمي    فإ حيثو 

، ذفإ. الدكاملة الدالة في   من بدلاً     وضع عند صفراً  يساوي     في الدعطى التكامل
 :نكتب فأ لؽكننا،    للمنحتٍ الدذكور البارامتًي التمثيل باستخداـ

     
 

  
   

 

    
– 

 

    
        

  

 
  

 .للسهولة وذلك            مقاـ ليقوـ    بالرمز سنحتفظ أننا مراعاة مع
 كتابتو لؽكن قواسالأ داخل الدقدار فإف    للعدد     في ختَالأ للتعبتَ نظراً  أنو لاحظ

 :ةالصور  على
 

    
  

 

  
  

    

  
 

    
  

  

      
  

  
    

       
            

 :    يكوش تكامل لصيغة خرىأ صورة على لضصل بذلك
         

  
    

  
 

         

       
  

  

 
              

 تؤوؿ الحاؿ ىذه وفي،     عندما يضاً أ صالحة الصورة وىذه        عندما
 .    عندما     الصيغة لىإ مباشرة الصيغة
 انظر) التماـ جيب قانوف يتحقق وىنا،     النقطتتُ بتُ البعد ىو       الدقدار
 (:1-9) الشكل

         
                                     

     العلاقة من لضصل نناإف،   التحليلية للدالة الحقيقي الجزء ىو   كاف فإ، إذف
 :على
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 :بػ تعرؼ ختَةالأ الصيغة ىذه.      حيث
 القرص في   في التوافقية للدالة                          بواسوف تكامل صيغة

 .     بالدائرة المحدد الدفتوح
 ىذهنواة .       إلى          من خطياً  تكاملياً  برويلاً  تعطي     العلاقة

 :الحقيقية الدالة ىو،         للمعامل بالنسبة عدا، التحويلة
            

  
    

  
                  

                 
 .                بواسوف (أو قلب)نواة باسم يعرؼ والذي
 أف الصيغ ىذه ثالث من ونرى،     بالصيغ أيضاً  بسثل             الدالة
  ومرافقو            العدد فإ فحيث، ذلك لىإ بالاضافة. موجبة دائماً  تكوف الدالة

 :أف     في الثانية الصيغة من لصد نناإف، الحقيقية جزاءالأ نفس لذما       
               

 

   
 

 

    
      

   

    
                  

 نقطة لكل    داخلية لنقط     دالة توافقية في الدتغتَين             :ذفإ
 زوجية دالة             :أف     معادلة من كذلك ونلاحظ.    على   ثابتة

 .    عندما واحد تساوي وقيمتها    دورتها    ، الدتغتَ في دورية
 :الصورة على     بواسوف تكامل صيغة كتابة فالآ لؽكننا

       
 

  
                      

  

 
             

 معادلة فأ تبتُ،               عندما الخاصة الحالة وفي.      حيث
 :الخاصية لذا   أف    

 

  
                

  

 
             

 .     حيث
 وعلى. الدائرة ىذه نقاط يعبص لػوي نطاؽ في توافقية بالتالي تكوف   وأف نفسو    نقط

 .الشروط ىذه من سنخفف يلي فيما.    على متصلة تكوف  ، الخصوص سبيل
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                                 لقرص لتخرييد مسالة 1.6
. بقطعة قطعة متصلة نهاأو ،           للمتغتَ معطاة دالة   أف افرض

 :الدالة أف سنثبت
       

 

  
                  

  

 
           

 برقق،   للدالة بواسوف تكامل برويلة عليها نطلق أف لؽكن والتي،      حيث
 :وأف ،    : الدائرة داخلية نقط لجميع توافقية تكوف  : التالية الخصائص

                                                 
 . متصلة   عندىا تكوف   ثابتة قيمة لكل
      الحدية القيمة أف بدعتٌ      للقرص لترلؼيد لدسألة حلاً    تكوف إذف

 امتداد على        النقطة من       النقطة تقتًب عندما        نهاية تكوف
 غتَ   الدالة عندىا تكوف التي        النقطة من لزدود عدد عند عداما ، قطر نصف
 .متصلة

 داخل        الجهد لإلغاد نستخدمو دعنا. أعلاه الدذكور التقرير نبرىن أف قبل
 ، بدعتٌ أف الجهد11-2الشروط الحدية تلك الدوضحة بالشكل  حيث     سطوانةأ

 سبق وقد. للسطح الآخر النصف على الوحدة ويساوي السطح نصفي أحد على ينعدـ
 صيغة في. الدوجهة للزوايا الحافظة التحويلات باستخداـ( 2.2) بند في الدسألة ىذه حل
       عندما       و      ،  من بدلاً    نكتب    

  :على لنحصل        عندما        و
       

 

  
              

  

 
 

 

  
 

        

               
 

  

 
  

 : ىو          للدالة لزدد غتَ تكامل
                    

   

   
   

 

   
              

 ىذه.   إلى بالنسبة الأيسر الطرؼ في الدالة  مشتقة ىي ىنا الدكاملة الدالة لأف وذلك
         عندما   والقيمة          عندما    القيمة تعطي الدالة
 من     تزداد عندما.    إلى    من قيمتها تزداد متصلة دالة تكوف حتى وذلك
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  و       لأف وذلك     لقيم الدطلوب الددى ىو ىذا.   لىإ     
  :إذف. التًتيب على    لىإ   ومن    الى   من تتغتَاف  و

               
   

   
   

    

 
          

   

   
   

   

 
   
 .  إلى  من الددى في تقع         قيم أف فيزيائياً  الواضح من حيث

  :أف لصد، الأختَة الدعادلة ىذه من         للدالة عليها حصلنا التي الصورة بتبسيط
       

 

 
       

    

      
                               

 .كارتيةديال الاحداثيات بدلالة ذلك قبل عليو حصلنا الذي الحل ىو وىذا
 دالة   فلأ وذلك      الدائرة داخلية على توافقية     بالعلاقة الدعرفة   الدالة

 متصلة   فإ حيث نوأ نلاحظ برديداً  كثرأو  النطاؽ نفس على     الدتغتَين في توافقية
 لزددة تكاملات من لزدود عدد كمجموع     التكامل كتابة لؽكن نوإف بقطعة قطعة
 بالنسبة لزددة الدكاملة الدواؿ لذذه الجزئية الدشتقات       في متصلة دالتو منها كل
 عمليتي ترتيب تبديل لؽكن ونإ وحيث متصلة يضاً أ تكوف،     الدتغتَين من لكل

  .يضاً أ لابلاس معادلة برقق   فإ حيث و     لىإ بالنسبة والتفاضل التكامل
   عند متصلة   كانت ذاإ نوأ ثباتلإ حاجة في نناإف     الشرط وجود من للتحقق

 :بحيث   موجب عدد يوجد   موجب عدد لكل نوإف
                                                

  :الصورة على     الدتباينة كتابة لؽكن، (9.8) بند      خاصية من
 

 

  
                         

  

 
                

 حتى وذلك    ودورتها دورية تصبح بحيث   تعريف نطاؽ نوسع أف الدلائم من سنجد
 نوإف،   عند متصلة   فإ حيث .الدورة نفس ولذا   في دورية الدكاملة الدالة تصبح
 :فإ بحيث   الدعطى الدوجب للعدد مناظر   صغتَ موجب عدد يوجد

            
 

   
            عندما   

  :نكتب دعنا
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  :الصورة على     الدتباينة كتابة لؽكن وبالتالي
                                

 :فأ ينتج 9.8 بند      خاصية فبمراعاة القيم موجبة دالة   فإ وحيث
        

 

  
                          

   

   
 

 

  
              

  

 
 

 

   
  

 .     كانت طالدا
                فأ تذكر، ذلك بعد

 في ولاحظ              
 موجبة صغرى قيمة يأخذ        الدقدار نوإف      عندما نوإ( 1-9) شكل

   كانت ذاإ               بتُ   للعدد   السعة تتغتَ عندما     
 :أف ينتج نوإف     قيم لجميع             للمقدار أعلى حداً 

        
   

      

       
   

    

    
       

 

   
  

 الدعطى العدد لتناظر   اختتَت ذاإ، وبالتالي .                  عندما
 عندما                   ويكوف،      العدد تعيتُ لؽكن نوإف،   

 :كاف ذاإ         
  

     

    
  

 التقرير يتحقق وبالتالي     متباينة وأ     متباينة تتحقق بحيث   للعدد قيمة ذفإ ىذه
  .القيمة ىذه   تأخذ عندما    
 :تساوي     عند   قيمة فإف     للصيغة طبقاً 

 

  
        

  

 
  

 وكتمارين .الدائرة على الحدية القيم متوسط تساوي الدائرة مركز عند توافقية دالة قيمة إذف
 الدواؿ بروي بدتسلسلات     الدالتتُ بسثيل لؽكن أنو إثبات مهمة للقارئ سنتًؾ

  :يلي كما                 التوافقية
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  :حيث
   

 

 
             

  

 
    

 

 
            

  

 
       

                                  المرتبطة الحدية القيم مسائل 1.6
 سنفتًض يلي فيما الدعطاة النتائج براىتُ تفاصيل إكماؿ مهمة كتمارين للقارئ سنتًؾ

 أف افرض ،بقطعة قطعة متصلة      الدائرة على الحدية للقيم الدمثلة   الدالة أف
  الدعطاة بواسوف لتكامل       الصيغة تصبح بذلك                

  :ىي 5.9 ببند
       

 

  
                                

 

 
      

 الأمر وىو للدائرة           الأفقيتُ القطرين نصفي على تنعدـ   الدالة
 مسألة إذف برل     الصيغة. مستقرة حرارة درجة أنها على   اعتبرنا ما إذا الدتوقع

 حيث (5-9 شكل)              دائرية النصف للمنطقة لترلؼيد
 :و    القطر على    

                                          
 .متصلة   عندىا تكوف   ثابتة قيمة لكل

 :فإف              كانت إذا
       

 

  
                                 

 

 
      

 في توافقية دالة بذلك     الصيغة.     أو      عندما          و
     الشرط وبرقق (5-9 شكل)             دائرية النصف الدنطقة
 .   القطر على تنعدـ العمود ابذاه في مشتقها أف الشرط على علاوة
     التحليلية الدالة

   (العقدي)الدركب يالدستو  في        الدائرة ترسم     
 فوؽ الأولى الدائرة خارجية أيضاً  وترسم،   الدركب يالدستو  في        الدائرة فوؽ

 أف نلاحظ                            بكتابة .الثانية الدائرة داخلية
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 بالصيغة الدمثلة        التوافقية الدالة بروؿ بذلك ،      ،    
 :الدالة لىإ 5.9 ببند    

  
  

 

 
        

 

  
 

  
    

  
                  

 

 
        

 
 1-9: الشكل

 
 3-9: الشكل

 كانت إذا عامة فبصفة ، والآف.      النطاؽ في توافقية الأختَة الدالة وىذه
( 13) رقم بسرين انظر) كذلك توافقية تكوف         الدالة فإف توافقية       

 :فالدالة إذاً (. البند ىذا من
   2

0, / , 2H R U r R    
 :أو 

     
2

0
0

1
, , , .......... (4)

2
H R P r R F d



    


   

0R فإ حيث r ،ثابتة قيمة ولكل. توافقية أيضاً  تكوف  عندىا تكوف  F  
 :أف( 5.9) بند     شرط من لصد متصلة

     
0

0lim , ; ............. (5)
R r

H R F R r 


  

0 للدائرة  الخارجية لت للمنطقةرلؼيد مسػألة حل     الصيغة إذا
R r الدستوي في 

 :وأيضاً  ،الحالة ىذه في سالباً  يكوف بواسوف قلب أف ونلاحظ(. 1-9 شكل)   الدركب
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0 0

2

0

2

0

1
, , 1 ; ........ (6)

2

1
lim , ............... (7)

2R

P r R d R r

H R F d
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 (1-6) محلولة غير تمارين
 :الصيغة لاستنتاج( 5.9) بندالب     بواسوف تكامل صيغ استخدـ -1

 
   

 
2 2

2 2

1 1
, arctan ; 0 arctan

1 1 1

x y
V x y t

x y




 
  

   

 

2 الأسطوانة داخل الساكنة الكهرباء لجهد 2 1x y  1 كانت إذاV  الربع على 
 الأوؿ 0 , 0x y  0 وكانت الأسطواني السطح منV  السطح بقية على .
1 أف كذلك لاحظ V (.2.2) بند( 8) بسرين حل ىو 

 

1r قرص في الدستقرة للحرارة ترمز   أف افرض -5  1 عندما، معزولة جهة أوT  
 القوس على

00 2   0 الحافة من , 1T r  حيث، الحافة بقية على 
00

2


  .أف لإثبات بواسوف صيغة استخدـ: 

 
 

   
 

2 2
0

22 2
0 0

11
, arctan ; 0 arctan

1

x y y
T x y t

x y y y




 
  

   

 

0 حيث 0tany  .الدالة أف من برققT الحدية الشروط برقق. 
 

                              المحدودة الأحادية الدفع دالة I أف افرض -1
 :الآتية

 
0 0

0

0 0

1
,

I ,

0 , 0 2

h
hh

or h

  
 

    


  

  
     

 

00و موجب ثابت h حيث 2  . 
:أف لاحظ

 
 

2

0
0

I , 1h d


   
 

 :أف أثبت، للتكاملات الدتوسطة القيمة نظرية بدساعدة
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     0 0

2

0 0
0

0

lim , , .I , , ,
h

P r r h d P r r


      


   
 

0: حيث
, 0r r h  تؤوؿ عندما وبالتالي h فإف موجبة قيم خلاؿ من الصفر إلى 

بواسوف قلب 0 0, ,P r r   الدائرة داخلية على التوافقية للدالة النهاية ىو يكوف 
0

r r الدفع بدالة بسثل الحدية قيمتها والتي  02 I ,h   . 
 

 على كتابتها لؽكن التماـ جيوب متسلسلة لرموع تعطي والتي الصيغة أف أثبت -1
 :الصورة

2

2
1

1
1 2 cos

1 2 cos

n

n

k
k n

k k









 

 
 

1 حيث 1k   .بند     بالدتسلسلة بسثيلو لؽكن بواسوف قلب أف أثبت أثم ومن 
(5.9.) 
 

.  إلى بالنسبة منتظم تقارب تقاربية (5.9) بند     الصيغة في الدتسلسلة أف أثبت -5
 .ىناؾ     الدمثلة الدتسلسلة على البند بهذا     الصيغة من احصل ثم

 

 الدستقرة الحرارة درجات لإلغاد( 5.9) ببند     و     علاقتي استخدـ -2 ,T r  
0 مصمتة اسطوانة في

r r كاف إذا نهائي لا طولذا  0
, cosT r A  .أنو أثبت 

0y الدستوي خلاؿ للحرارة سرياف يوجد لا . 
 

 :التالية الخاصة الحالات على احصل -2
 (أ       

0 0
0

1
, , , _ , ,

2
H R P r R P r R F d



      


   
 . 

 (ب       
0 0

0

1
, , , _ , ,

2
H R P r R P r R F d



      


    
 . 

 المحدودة غتَ الدنطقة في H التوافقية للدالة وذلك( 1.9) بند     لصيغة
0

0 , R r    الشرط برقق الدالة ىذه أف بفرض( 1-9) بالشكل الدوضحة 
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: الحدي     0
0

l i m , ; ,
R r

H R F R r   


   الدائرة نصف على ،

 :الدالة وأف
 .DEو BA الشعاعتُ على تنعدـ (أ

 .DEو BA الأشعة على العمود ابذاه في مشتقتها تنعدـ (ب

 
 4-9: الشكل

 

 لترلؼيد لدسألة كحل( 1.9) بند     الصيغة لاستنباط الكاملة التفاصيل أعط -8
 (.5-9) بالشكل الدوضحة للمنطقة ىناؾ ورةكالدذ 

 

 الشروط لدسألة كحل( 1.9) بند     الصيغة لاستنباط الكاملة التفاصيل أعط -9
 .ىناؾ الدذكورة الحدية

 

 لدائرة الخارجية للمنطقة لترلؼيد لدسالة كحل( 1.9) ببند     صيغة استنبط -13
 :أف لتبتُ( 1-9 شكل) ,u r  تكوف عندما توافقية  ,u r  ارجع، توافقية 

 .لابلاس لدعادلة القطبية الصورة إلى
 

 .صحيحة( 1.9) بند     صيغة تكوف لداذا اذكر -11
 

 (.1.9) ببند     معادلة استنبط -15
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                                     مستوي لنصف التكامل صيغ 1.6

Im الدستوي نصف نقاط لجميع zللمتغتَ برليلية دالة fالدالة لدينا أف افرض 0z  ،
 :الآتية التًتيب خاصية fبرقق وبحيث

   ; Im 0 ............. (1)kz f z M z  
 أف افرض الحقيقي المحور أعلى الواقع الجزء في   ثابتة لنقطة     موجبتُ ثابتتُ لعددين

RC بالابذاه وموجهة الأصل نقطة ومركزىا   قطرىا نصف دائرة من العلوي النصف ىو 
R حيث، الدوجب z (5-9 شكل .)كوشي تكامل صيغة انطبق إذا: 

 
   1 1

............. (2)
2 2

R

R

C R

f s ds f t dt
f z

i s z i t z  

 
 

 
 

 
 5-9: الشكل

 لأف وذلك،  إلى R تؤوؿ عندما الصفر من يقتًب التكاملات ىذه أوؿ
  / kf s M R فإف وبالتالي:  

 
 1

; Im 0 ............ (3)
2

f t dt
f z z

i t z





 



 

 ىو منو يقتًب الذي والعدد، تقاربياً  أعلاه الدعتل التكامل يكوف،     الشرط وبسبب
 الدستوي لنصف كوشي تكامل صيغة ىي     الصيغة. لو الأساسية كوشي قيمة نفسو

Im 0z  . 
 الدعادلة من الألؽن الطرؼ ينعدـ، الحقيقي المحور أسفل الواقع الجزء في   النقطة تقع عندما
   تقع عندما أنو ينتج ىنا من. النقطة تلك لدثل     الدعتل التكامل ينعدـ وبالتالي،    

 :التالية الصيغة على لضصل فإننا الحقيقي المحور أعلى الواقع الجزء في

 
1 1

( ) ....... (4)
2

c
f z f t dt

i t z t z
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Im حيث 0z  اختياري ثابت  و. 
 :إلى التًتيب على الصيغة ىذه تؤوؿ    و      للحالتتُ

 
 

 
   

2

2

1
; 0 .............. (5)

1
; 0 .............. (6)

y f t
f z dt y

t z

t x f t
f z dt y

i t z














 



 
 







 

 كانت إذا     , ,f z u x y i v x y  ،أف    و     الصيغتتُ من ينتج فإنو 
 الحدية القيم بدلالة     الدستوي نصف في بسثيلهما لؽكن     التوافقيتتُ الدالتتُ

 :التاليتتُ بالصيغتتُ للدالة
 

   

 

 
   

 

2 2 2

2 2

,0 ,01 1
, ; 0 .............. (7)

,01
, ; 0 ............... (8)

1

y u t y u t
u x y dt dt y

t x yt z

x t u t
v x y dt y

x y

 



 

 





 
  

 

 
 

 

 



 

 .شفارتز تكامل صيغة أو، الدستوي لنصف بواسوف تكامل بصيغة تعرؼ     الصيغة
 .   و     الصيغتتُ لتحقق اللازمة الشروط من سنخفف التالي البند في

                                      :المستوي لنصف لتخر يد مسالة 2.6

ومتصلة لجميع ،  لزدودة لجميع القيم ،  دالة حقيقية للمتغتَ الحقيقي   افرض أف 
عندما . عدا عند عدد لزدود من القفزات المحدودة على الأكثر،  القيم 

1/ ,x y    حيث يكوف التكامل، أي ثابت موجب: 

 
 

 
2 2

,
F t dt

I x y
t x y






 


 

 الجزئية الدشتقات لتكاملات الحاؿ ىي كما بساماً      للمتغتَين بالنسبة التقارب منتظم
 لزدود لعدد لرموع ىو التكاملات ىذه من كل.     للمتغتَين بالنسبة الدكاملة للدالة

 فإف وبالتالي، متصلة   الدالة فيها تكوف فتًات على المحددة أو الدعتلة التكاملات من
       الدتغتَات في متصلة دالة ىي المجموع تكاملات من تكامل لكل الدكاملة الدالة
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y عندما  ،للدالة جزئية مشتقة كل فإف وبالتالي  ,I x y الدشتقة بتكامل بسثل  
 .    طالدا الدكاملة للدالة الدناظرة

 سنكتب   , , /U x y y I x y   . ًللدالة شفارتز تكامل برويلة ىي   إذا   ،
 (:1.9) ببند     معادلة من يستتبع كما

 
 

 
2 2

1
, ; 0 ............... (1)

y F t
U x y dt y

t x y






 

 


 

2 للقيمة مساوياً  ىنا القلب يكوف، (/1) الدعامل إغفاؿ مع
y t z  .القلب ىذا 

 الدالة من التخيلي الجزء ىو 1/ t z عندما   الدركب للعدد بالنسبة برليلية تكوف التي 
 في لابلاس معادلة برقق فإنها وبالتالي، توافقية دالة القلب أف ينتج ىذا من.    
 الدالة فإف، ىنا والتكامل التفاضل عمليتي ترتيب تبديل لؽكن نوإ وحيث،     الدتغتَين

 .    عندما توافقية   الدالة تكوف فأ يستتبع وذلك. الدعادلة تلك برقق    
 :أف لإثبات

   
0

lim , ; 0 .............. (2)
y

U x y F x y


  

tant نضع فإننا، متصلة   عنده تكوف   ثابت عدد لكل x y r  الصيغة في     
 :ونكتب

   
/2

/2

1
, tan ; 0 .............. (3)U x y F x y r dr y



 

  
 

 :كانت إذا
     , , tanG x y r F x y r F x   

 :فإف، صغتَاً  موجباً  ثابتاً  عدداً   وكاف
         

/2

1 3
/2

, , , ........ (4)U x y F x G x y r dr I y I y







      
 

 :حيث
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/2

1
/2

/2

2
/2

/2

3
/2

, ,

, ,

, ,

I y G x y r dr

I y G x y r dr

I y G x y r dr

 



 

 



 

 





 















 

 للمقدار أعلى حداً    كاف إذا F x فإف: , , 2G x y r M .عدداً  أعطينا إذا 
6M بحيث  عدداً  لطتار فإننا  موجباً   ، ًإذا: 

 

 

1

3

2
3

2
3

I y M

I y M







 

 

 

 :بحيث  للعدد مناظر  موجب عدد يوجد أنو يلي فيما سنبتُ
 2

3
I y


    0     طالدا y   

 :بحيث  موجب عدد يوجد فإنو   عند متصلة   فإ حيث
 , ,

3
G x y r




    0     طالدا y  . 

 :أثبتنا قد نكوف بهذا
     1 2 3I y I y I y      0    طالدا y  . 

 .متحقق     الشرط أف مباشرة ينتج     الدعادلة ومن الأختَة النتيجة ىذه من
0y الدستوي لنصف دريشلت مسالة برل     الصيغة أف ينتج ىذا من  وذلك 

 أف     للصيغة     ة الصور من الواضح من.     الحدي الشرط وجود بافتًاض
 ,U x y M للمقدار أعلى حد   حيث الدستوي نصف في  F x ،فأ أي 

 أف ونلاحظ. لزدودة   الدالة  0,U x y F 0 وحيثF ثابت مقدار. 
 :الدالة فإف السابق بالبند     للصيغة طبقاً 
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2 2

1
, ; 0 ............. (5)

x t F t
V x y dt y

t x y






 

 


 

 عند متصلة   كانت إذا   للدالة توافقياً  مرافقاً  تكوف،   الدالة فغن معينة شروط برت
 وإذا، الأكثر على المحدودة القفزات من لزدود عدد عند عدا فيما وذلك. النقاط بصيع

 ترتيب خاصية برقق   كانت kx F x M ،0 حيثk  .برت لأنو وذلك 
 وسنتًؾ .    عندما رلؽاف -كوشي معادلتي برققاف     أف لصد الشروط ىذه تأثتَ

 .زوجية أو فردية   الدالة تكوف عندما     الصيغة من الخاصة الحالات كتمارين

                            للقرص نويمان مسألة 3.6
 :سنكتب( 1-9) وشكل( 1.9) البند في كما

   0exp , expz r i s r i     
 حيث

0r r الدالة فإف ثابتة   تكوف عندما: 
 

 

0 0

2 2
0 0 0

, , 2 Log
...... (1)

Log 2 cos

Q r r r s z

r r r r r

 

 

    


       
  

 

0z الدائرة داخل نقاط لجميع توافقية تكوف r للدالة الحقيقي الجزء لكونها وذلك 
02 Logr s z  للدالة القاطع الفرع حيث  log z s النقطة من خارج متجو   .

0r،  ذلك على علاوة كاف وإذا  ،فإف: 

 
 

 

 

2
00

0 2 2
0 0

0
0

2 2 cos
, ,

2 cos

, , 1 ............ (2)

r

r r rr
Q r r

r r r r r

r
P r r

r

 
 

 

 

 
  

  

   
 

 

 (.1.9) ببند     بالدعادلة الدعرؼ بواسوف قلب   حيث
   توافقية لدالة تكاملي بسثيل لكتابة   الدالة استخداـ لؽكن أنو ترجح الدلاحظات ىذه

0r للدائرة العمود ابذاه في rU مشتقاتها تؤخذ r  ًمفروضة قيما  G . 
 :الدالة فإف اختيارياً  ثابتاً  0U وكاف بقطعة قطعة متصلة   الدالة كانت إذا
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2

0 0 0
0

1
, , , ; ...... (3)

2
U r Q r r G d U r r



    


   
 

r, الدتغتَين في توافقية الدكاملة الدالة لأف وذلك توافقية تكوف  .القيمة كانت إذا 
 ،الصفر تساوي الدائرة على   للدالة الدتوسطة

   
2

0

0 .......... 4G d


  
 

 ،     الدعادلة طبقنا إذاً 

     

   

2
0

0 ,
0

2
0

0
0

1
, , , 1

2

1
, ,

2

r

r
U r P r r G d

r

r
P r r G d

r





    


   


   
 

 





 

 :أف لصد( 5.9) بند    و     معادلتي فمن والآف

       
0

2

0 0
0

1
lim , , ;

2r r
P r r G d G r r



    


   

 :إذاً 
     

0

0lim , ; .................... (5)r
r r

U r G r r 


  

 .متصلة   تكوف  قيم من قيمة لكل
 أف    و     معادلتي من ينتج فإنو     عندما ثابتة تكوف   فإ حيث

0U ىي 
 .الدائرة مركز عند   قيمة

 :الصيغة فإف،     الدعادلة وبرقق بقطعة قطعة متصلة   تكوف عندما
     

2
2 20

0 0 0
0

, Log 2 cos .... (6)
r

U r r r r r G d U
r



          
 

 

0r فإ حيث r ،للدائرة الداخلية للمنطقة نولؽاف مسألة لضل 
0r r ،فإ حيث 

 G  التوافقية للدالة العمود ابذاه في الدشتقة ىي  ,U r  بدفهوـ الحدود على 
 .    الشرط

 القيم ,U r  0 قرص في مستقرة حرارة درجات بسثل أف لؽكنr r  ،معزولة جهة أو. 
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 يتناسب حافتو خلاؿ القرص في الحراري الفيض أف على     الشرط ينص الحالة ىذه في
 مع G  .الدعدؿ إبصالي ليكوف الدطلوب الطبيعي الفيزيائي الشرط ىو     شرط 

 .الزمن مع تتغتَ لا الحرارة درجات لأف وذلك للصفر مساوياً  الحرارة لسرياف الكلي
 للدائرة الخارجي النطاؽ في   توافقية لدالة مناظرة توافقية صيغة كتابة الدمكن ومن

0r r الصورة على   بدلالة: 

     
2

0 0
0

1
, , , ...... (7)

2
H R Q r R G d H



    


   
 

0R فإ حيث  وبأف قطعة قطعة متصلة دالة   أف سنفتًض وسبق كما. ثابت  و: 

 
2

0

0 ............ (8)G d


  
 

 :إذاً 
 

     
0

0

0

lim ,

lim , ; .......... (9)

R

R
R r

H H R

و

H R G R r



 







 

 

 .متصلة   عندىا تكوف  لكل
 لؽكن التي     الصيغة من خاصة حالات دراسة وكذلك،     الصيغة صحة من التحقق
 .كتمرين للقارئ سنتًكو الدائرية للمناطق تطبيقها

  :المستوي لنصف نويمان مسألة 4.6
                                         

 الدالة أف فرضن G x القفزات من لزدود لعدد عدا فيما،   قيم لجميع متصلة دالة 
 :ترتيب خاصية برقق أنها كذلك وافرض، الأكثر على دودةالمح

   ; ............ (1)kx G x M x     
Log الدالة تكوف   ثابت حقيقي عدد لكل.     حيث z t نصف في توافقية 

Im الدستوي 0z  ،الدالة فإف وبالتالي: 
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0

2 2
0

1
, Log

1
Log ; 0 ........ (2)

2

U x y z t G t dt U

t x y G t dt U y













  

     
 





 

0y حيث  ،0U الدستوي نصف نفس في توافقية تكوف، حقيقي ثابت. 
 لأف وذلك، (1.9) ببند     شفارتز صيغة الاعتبار في آخذين     صيغة كتبنا لقد

     صيغة لأف وذلك، (1.9) ببند     شفارتز صيغة الاعتبار في آخذين     صيغة
 :تعطى

 
 

 
 

2 2

1
, ; 0 .......... (3)y

y G t
U x y dt y

t x y






 

 


 

 :أف ينتج( 1.9) ببند    و     معادلتي من
     

0
lim , ; 0 ........... (4)y
y

U x y G x y


  

 .متصلة   الدالة عندىا تكوف   نقطة كل عند
0y الدستوي لنصف نولؽاف مسألة برل     التكامل صيغة أف نرى ىذا من  ،مع 

 على كافية شروطاً  نضع لم أننا ملاحظة لغب ولكن.     الحدي الشرط وجود افتًاض
 . z يزداد عندا لزدودة   التوافقية الدالة تكن أف لضماف  

 :الصورة على     صيغة كتابة لؽكن، فردية دالة   تكوف عندما

 
 

 
   

2 2

2 2
0

1
, Log ; 0 , 0 .... (5)

2

t x y
U x y G t dt x y

t x y

  
  

 


 
0 :الأوؿ الربع في توافقية دالة بسثل وىذه , 0x y  ،الشروط برقق أنها على علاوة 

 :الحدية
   

     
0

0, 0 ; 0 ......... (6)

lim , ; 0 , 0 ..... (7)y
y

U y y

U x y G x x y


 

  

 

 الباب ىذا في عرضناىا التي التوافقي للدواؿ التكامل صيغ قلوب بصيع وصف لؽكن
w,: الدركبة للمتغتَات وحيد حقيقية دالة بدلالة u i v z x i y   . 
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   , Log ; ......... (8)K z w z w z w   
 الدستوي في اللوغاريتمي للجهد                  جرين دالة ىي الأختَة الدالة وىذه

 أف بدعتٌ، متماثلة دالة وىي.   الدركب   , ,K z w K w z التي القلوب صور 
 .التمارين في ستعطى ومشتقاتها   بدلالة سبق فيما استخدمت
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 (1-6)غير محلولة تمارين
 (:1.9) بند     صيغة من الآتية الخاصة الحالة استنتج -1

 
   

 
2 22 2

0

1 1
,

y
U x y F t dt

t x y t x y

  
  
     


 

 حيث 0 , 0x y  وبرقق الدستوي من الأوؿ الربع في وتوافقية   لزدودة لدالة 
 :الحدية الشروط

   

     
0

0, 0 ; 0

lim , ; 0 . , 0j
y

U y y

U x y F x x x x y


 

   

 

 من لزدود لعدد عند عدا القيم لنفس والدتصلة الدوجبة   القيم لجميع لزدودة   حيث
 النقط من الأكثر على لزدود عدد عند القفزات 1,2,3,..., : jj n x x . 

 

 (:1.9) بند     صيغة من الآتية الخاصة الحالة استنتج -5

 
   

   
2 22 2

0

1 1
, ; 0 , 0

y
U x y F t dt x y

t x y t x y

  
    
     


 

 حيث 0 , 0x y  وبرقق الدستوي من الأوؿ الربع في وتوافقية   لزدودة لدالة 
 :الحدية الشروط

   

     
0

0, 0 ; 0

lim , ; 0 . , 0j
y

U y y

U x y F x x x x y


 

   

 

 من لزدود لعدد عند عدا القيم لنفس والدتصلة الدوجبة   القيم لجميع لزدودة   حيث
 النقط من الأكثر على لزدود عدد عند القفزات 1,2,3,..., : jj n x x . 

 

 :يكوف بحيث( 1.9) ببند الآخر مكاف  كل     لزوري أبدؿ -1
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2 2
0

.1
, 0

x F t
U x y dt x

t y x



 
 


 

 :اكتب .    الدستوي لنصف لترلؼيد لدسألة حل ىو

 
 

 0

1 ; 0 , 1 1
lim ,

0 ; 0 , 1x

x y
U x y

x y

   
 

 

 

 :V التوافية ومرافقتها للدالة التالية الصيغ استنتج ثم
 

 
 

 

22

22

1 1 1
, arctan arctan

11
, Log

2 1

y y
U x y

x x

x y
V x y

x y





  
  

 

 


 

 

/: حيث 2 arctan / 2t    .أف أثبت كذلك: 
       , , Log Log ;V x y i U x y z i z i z x iy         

 
 

 أف افرض -1 ,T x y صفيحة في الدقيدة الدستقرة الحرارة درجات بسثل 
 0 , 0x y  عندما معزولة أوجو ذات: 

       1 2
0 0

lim , , lim ,
y x

T x y F x T x y F y
 

  

 فإ حيث 0 , 0x y  (2-9 شكل .)2 وىنا 1,F F ومتصلتاف لزدودتاف دالتاف 
z اكتب. المحدودة القفزات من الأكثر على لزدود عدد عند عدا فيما x iy  وأثبت 

 :أف( 1) التمرين في العلاقة باستخداـ
       1 2, , , ; 0 , 0T x y T x y T x y x y    

 
 6-9: الشكل

 :حيث
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1 12 2
0

2 22 2
0

1 1
, ,

1 1
, ,

y
T x y F t

t z t z

x
T x y F t

i t z i t z









 
  
   

 
  
   





 

 

 لدائرة الخارجية للمنطقة نولؽاف لدسالة كحل( 9-5) ببند     صيغة استنتج -5
 .البند ىذا في عليها الحصوؿ السابق النتائج ذلك في مستخدماً 

 

 (:9-5) بند     صيغة من الآتية الخاصة الحالة استنتج -2
       0 0

0

1
, , , , ,

2
U r Q r r Q r r G d



      

    
 

 

00 دائرية النصف الدنطقة في وتوافقية   لدالة , r r    :الشروط برقق والتي 
 :الحدية

     

     
0

0

0

,0 , 0 ;

lim , ; ,r
r r

U r U r r r

U r G r r o



   


  

   

 

 :أف وبفرض، متصلة   عندىا تكوف  لكل

 
0

0G d


  
 

 
 الدالة أف افرض -2 ,T x y صفيحة في الدستقرة الحرارة لدرجات ترمز 

 0 , 0x y  عبر الحراري الفيض.     الحافة على    و معزولاف وجهاىا 
0 الدستقيمة القطعة امتداد على الصفيحة 1x  مقداراً  يساوي     الحافة نم 

 أف لإثبات( 2.9) البند في     الصيغة استخدـ. معزولة الحافة تلك وبقية،   ثابتاً 
 :يساوي     الحافة امتداد على الصفيحة خارج إلى الحراري الفيض
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2

1
Log 1

A

y

 
  

 

 

 

 :التالية بالدعادلة يعطى بواسوف قلب أف أثبت -8
 , , 2 1

K
P r   




  



 

 حيث ,K K z w التالية جرين دالة ىي: 
   

   

2 21
, Log Log 2 cos ;

2

exp , exp

K z w z w r r

w i z r i

   

  

       
 

   

 

 

 على كتابتو نكلؽ( 1.9) ببند شفارتز تكامل برويل في الدستخدـ القلب أف أثبت –9
 :الصورة

2
00

y K K

yu z 
 

 
  
 

 

 :جرين دالة   حيث
     

2 21
, Log Log ;

2

,

K z w z w x u y

w u i z x i y





      
 

   

 

 .        الأربعة الحقيقية الدتغتَات في دالة   اعتبار ومع
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 عاشرالفصل ال

 إفاضة في نظرية الدوال. .1
                            

التي لم  -في نظرية الدواؿ - لقد قمنا في الأبواب السابقة باستبعاد الكثتَ من الدباحث
لا بأس بو من ىذه  عدداً تكن أساسية لاتصاؿ تسلسل العرض في حينو، ومع ىذا فإف 

وسنقوـ  الدباحث لا بد وأف لػتل مكاناً في أي مقرر بسهيدي وذلك بسبب ألعيتها العامة
 .بإدراج ىذه الدباحث في ىذا الباب

                         :امتداد تحليلي( أ)
سنستعرض أولًا كيف أف سلوؾ دالة توافقية في نطاؽ ما يتعتُ بساماً بسلوكها في فئة أصغر 

 . لزتواة في ىذا النطاؽ، بعد ذلك سنطرؽ مسألة مد نطاؽ تعريف دالة برليلية

: الشروط التي في ظلها يكون .1.1  0zf 
أف أصفار أي دالة برليلية تكوف معزولة إلا إذا انعدمت الدالة تطابقياً،  فيما سبق أثبتنا

فإنو يوجد جوار  0zبرليلية عند نقطة ما   أي أنو، عندما تكوف دالة  0zz 
بحيث تكوف   0zf  أصفار في ىذا   على ىذا الجوار بأكملو أو أف لا يكوف للدالة

 . نفسها 0zر فيما عدا ربدا عند النقطة الجوا
نقطة تراكم فئة لا نهائية وأف  0zفرض الآف أف ا  0zf تنتمي لذذه   عند كل نقطة

بحيث  0z، فلا بد وأف يوجد جوار ما للنقطة 0zالفئة، إذف كل جوار للنقطة 
  0zf  ومن نقط الجوار، بصيع الدعاملات   عند كل نقطة

 

















0
!/

0
zfوnznf  3,2,1,....حيثn  في مفكوؾ تايلور للدالة zf حوؿ

0z  برليلية على داخلية دائرة ما   تكوف بالتالي مساوية للصفر وبالتالي إذا كانت الدالة
00 rzz  فإنو ينتج أف ،  0zf  00في القرص الدفتوح rzz  . 
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وعلى سبيل الخصوص، إذا كانت   0zf  0في نطاؽ ما لػوي   عند كل نقطةz  أو
 برليلية في قرص مفتوح  ،وإذا كانت 0zعند كل نقطة من نقاط قوس لػوي 

00 rzz   فإف zf تنعدـ تطابقياً على ىذا القرص الدفتوح . 
 . سنقدـ الآف النتيجة الأساسية لذذا البند

وكانت   دالة برليلية على نطاؽ   إذا كانت : 1-1-12:ةىنر مب  0zf  عند كل
، فإف  من نقاط نطاؽ أو قوس يقع داخل   نقطة   0zf عند كل نقطة من نقاط 

  . 
سنبرىن ىذه النظرية أولًا في حالة ما إذا كانت   0zf من نقاط    عند كل نقطة

 .  يقع داخل  0Dنطاؽ 
فرض أف ا

0S  0أي نقطة من نقاطD  وأفرض أف  ولا   أي نقطة تنتمي للنطاؽ
،  ف النطاؽ يكوف دائماً متًابط، فإنو يوجد مسار مضلعي إحيث . 0Dتنتمي للنطاؽ 

ويقع بأكملو في النطاؽ  لقطع الدستقيمة الدتصلة نهاية بنهاية،يتكوف من عدد لزدود من ا
ويصل النقطة   

0S  بالنقطة ( 1-12شكل.)  
من   لذا مفكوؾ على صورة متسلسلة تايلور حوؿ كل نقطة   الآف الدالة التحليلية 

ونصف قطر دائرة التقارب يكوف عدداً موجباً ما   نقاط  SR  ومع ىذا سنتفق على
أف نكتب   1SR  حينما يكوف نصف القطر ىذا أكبر من الواحد، أي أف
  10  SR  بالطبع قد بستد دائرة ما SRSZ   فيما وراء  . 

 
 1-10: الشكل
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للوصوؿ   دالة متصلة في   من أجل برىاف ما نبغيو سنكوف في حاجة إلى حقيقة أف 
SSوأفرض أف   أي نقطة من نقاط   لتلك الحقيقة أفرض أف    نقطة ما على  

بحيث   قريبة كافياً من  SRS   تكوف برليلية في القرص   من ىذا ينتج أف
 :الدفتوح

    sSRssz  
ssالذي مركزه النقطة   ( 2-12شكل) . برليلية في الحقيقة في  ولكن قد تكوف 

ssقرص مفتوح أكبر مركزه عند    إذف    ssRsSR أو : 
                            ssRsSR  

إذا كاف    sRsSR  على الصورة ( 1)فإنو لؽكن كتابة الدتباينة . 
                            ssRsSR  

فرض أف امن ناحية أخرى،    sRsSR  نقطة واقعة في   لاحظ أنو إذا كانت
 . القرص الدفتوح

                         ssSRsz  
 :فإف   ssRsszssz  

 
 2-10: الشكل

وذلك لأف ىذه النقطة تقع داخل دائرة التقارب حوؿ   تكوف إذف برليلية عند   الدالة 
sS   يكوف لزتوى في القرص الدفتوح     وبالتالي فإف القرص الدفتوح

    sRssSR ومرة أخرى تتحقق الدتباينة     . 
نرى أف     باستخداـ الدتباينة     sRsSR  يكوف أقل من أي عدد موجب

  عندما يكوفs  أقل من كل من و  sRأي أف : 



 
 الدواؿ نظرية في إفاضة: الفصل العاشر 538

   sRsSR

s




lim

0

 

   متصلة عند   وبهذا يكوف قد اكتمل إثبات أف 
عند إعطاء بسثيل بارامتًي  tzzbta  دالة   فإنو لؽكن اعتبار    منحتٍلل,

ذات قيم حقيقية  ][ tzR  لدتغتَ حقيقي وأنها تكوف متصلة وموجبة على فتًة مغلقة
يكوف لذا إذف قيمة صغرى موجبة   من ىذا ينتج أف الدالة . لزدودة

0
R .  إذف الدالة   

تكوف برليلية في القرص الدفتوح 
00

|| Rsz  ، الذي سنرمز لو بالرمز
0
 . حيث أف

  0zf  عند كل نقطة في النطاؽ
0

D  الذي لػوي
0

s ، فإنو ينتج أف  0zf 
في القرص الدفتوح   عند كل نقطة 

0
 . وىذا ينتج من الدلاحظات التي ذكرناىا سابقة

 .ةىنبر لدنطوؽ الد
فرض أف ا

n
ssss ....,,,,

210
 :بحيث  من نقط  متتالية 
 njRssR

jj
....,,2,1||

2

1
010




 

يوجد حوؿ كل نقطة، (1-12)موضح بشكل  كما ىو
j

s  قرص مفتوح
j
 نصف 

قطره 
0

R  ف الدركز إحيث . برليلية عليو  تكوف
1

s  للقرص الدفتوح
1
  يقع في النطاؽ

0
  الذي تكوف zf فإنو ينتج أف ، مساوية للصفر عليو  0zf  على

1
 .

يقع مركز القرص الدفتوح ، بالدثل
2
 في النطاؽ 

1
 ، وبالتالي فإف  0zf على 

2
. 

فإننا سنصل حتماً إلى ، بالاستمرار على ىذا الدنواؿ
n
  ولصد أف  0f . بهذا

يكتمل برىاف النظرية في الحالة التي يكوف فيها   0zf  عند كل نقطة من نقاط
نطاؽ 

0
D  لزتوى في داخلية النطاؽ . 

افرض الآف أف   0zf  أو نطاؽ، إذف يوجد قرص مفتوح.  على امتداد قوس في ،
وبدراعاة الدلاحظات التي ذكرناىا سابقة ، أي نقطة على القوس حوؿ  لزتوى في داخلية 

لصد بسهولة أف . لدنطوؽ النظرية  0zf  عند كل نقطة من نقاط . 

 ثبات الصيغ للمتطابقات الدالية  .1.1
                                              



 
 الدواؿ نظرية في إفاضة: الفصل العاشر 539

وأف   دالتاف برليليتاف في نفس النطاؽ     افرض أف    zgzf   من   عند كل نقطة
الدعرفة على أنها   الدالة .  نقاط نطاؽ أو قوس لزتوى في      zgzfzh   تكوف

كما أف ،  أيضاً برليلية في   0zh إذف . على النطاؽ الجزئي أو على امتداد القوس
  0zh  أي أف ، بأكملو  على النطاؽ   zgzf   بهذا . بأكملو  على النطاؽ

 :نكوف قد أثبتنا النتيجة التالية
 

  تعتُ بصورة وحيدة على   الدالة التي تكوف برليلية في نطاؽ  : 1-2-12:ةىنر مب
 . لزتوى في داخلية ، أو على امتداد قوس، بوساطة قيمها على نطاؽ

 xeىي الدالة الوحيدة الشاملة التي لؽكن أف تأخذ القيم  zeالدالة ، كمثاؿ توضيحي
تكوف شاملة وأف  xeف إفحيث ، علاوة على ذلك. على امتداد قطعة من المحور الحقيقي

1xxee  1:فإف الدالة، عدد حقيقي  طالدا كافxxee  ًتكوف شاملة وتأخذ قيما
 :وبالتالي فإف. صفرية على امتداد المحور الحقيقي بأكملو
01xxee 

xxوتتحقق الدتطابقة ، عند بصيع النقط ee /1  لكل عدد مركب . 
عند انتقالنا من متغتَ حقيقي إلى متغتَ ، ىذا لدتطابقات أخرى بتُ الدواؿ ثبات الصيغ

سنقصر اىتمامنا في النظرية التالية على . لؽكن أف يبرىن بإتباع نفس الأسلوب، مركب
 .الفصل الذاـ من الدتطابقات التي بروي فقط كثتَات حدود في الدواؿ

 

افرض أف  : 2-2-12:ةىنر مب nwwwP ,....,,  jwمن الدتغتَات   كثتَة حدود في   21
وافرض أف    njf j ,....,2,1  َلػوي فتًة ما   في نطاؽ   دواؿ برليلية للمتغت

bxa  إذا كانت الدواؿ . من لزور السيناتjf برقق الدتطابقة: 
       10],...,,[ 21 xfxfxfP n 

 :فإف، على تلك الفتًة
       20],...,,[ 21 zfzfzfP n 

 .بأكملو  على النطاؽ 
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وىو يساوي ، في النطاؽ الدعطى  لؽثل دالة برليلية للمتغتَ     الطرؼ الأيسر من معادلة 
    إذف الدتطابقة .    وذلك طبقاً للمتطابقة ، صفر على امتداد قوس في ىذا النطاؽ

 .تتحقق على النطاؽ بأكملو
دعنا نعتبر كثرة الحدود ، لتوضيح ىذه النظرية  1, 2

2

2

121  wwwwP  ُوالدالتت
الشاملتتُ     zzfوzzf sincos 12  على المحور الحقيقي: 

    01cossin],[ 22

21  xxxfxfP 
، إذف    01c o ss i n],[ 22

21  zzzfzfP  1أوcossin 22  zz  على
 .بأكملو   (ديالعق)الدستوى الدركب

                                      التحليلي الامتداد وجدانية .1.1
12نطاقتُ              تقاطع  , DD  21ىو النطاؽ DD   الدكوف من بصيع النقط

12الدشتًكة بتُ كل من  , DD .ُفإف ابرادلعا . إذا وجدت نقط مشتًكة بتُ النطاقت
      21 DD   1يتكوف من بصيع النقط التي تنتمي إلىD  2أوD ، ويكوف

21 DD   ًنطاقاً أيضا. 
 برليلية 1fودالة ( 3-12شكل )بينهما نقط مشتًكة  2Dو  1Dإذا كاف لدينا نطاقتُ 

بحيث  2Dبرليلية في  2fفإنو يوجد دالة ، 1Dفي    zfzf 12   لكل نقطة من نقط
21التقاطع  DD  . 2إذا برقق ذلك فإننا نسميf  الامتداد التحليلي

 .2Dلنطاؽ إلى ا 1fللدالة                           
وذلك حسب نظرية ، فإنو يكوف وحيداً ، 2fإذا ما برقق وجود ىذا الامتداد التحليلي 

 2Dوذلك لعدـ إمكانية برقق وجود أكثر من دالة برليلية في ، من البند السابق( 1)
تأخذ أيضاً القيمة  zf1  21تنتمي للنطاؽ   عند كل نقطة DD   2وتقع في داخليةD

إلى نطاؽ  2Dمن النطاؽ  2fللدالة  3fإذا كاف ىناؾ امتداد برليل ، بالرغم من ذلك. 
3D  1يتقاطع معD   فليس من الضروري أف يكوف، (3-12)كما ىو موضح بشكل 

   zfzf 13   31تنتمي للنطاؽ   صحيحاً لكل DD   في البند التالي سنوضح حقيقة
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قد تؤدي إلى  1Dؽ سلسلة من الامتدادات التحليلية لدالة معطاة من نطاتأف ىذه الد
 .1Dالحصوؿ على دالة لستلفة معرفة على 

 
 3-10: الشكل

فإف الدالة ، 2Dإلى نطاؽ  1Dمن نطاؽ  1fالامتداد التحليلي للدالة  2fإذا كاف 
 :الدعرفة كالتالي

 
 

 








22

11

Dz

Dz

zfو

zfو
zF 

21تكوف برليلية في نطاؽ الابراد  DD  . 21ىي الامتداد التحليلي إلى   الدالة DD  
         عناصر  2fو 1fوفي ىذه الحالة يقاؿ أف ، 2fأو  1fلأي من الدالتتُ 

  . للدالة 

  :أمثلة .1.1
 :الدعرفة بالدعادلة 1fدعنا نعتبر أولًا الدالة 

         





0

1

n

nzzf 

||1كاف ، إذا وفقط إذا، متسلسلة القوى الدعطاة ىنا تكوف تقاربية z . ىذه الدتسلسلة
ىي مفكوؾ ماكلورين للدالة  z1/1 .إذف: 

 
z

zf



1

1
1 

||1طالدا كاف  z ، 1الدالةf  1ليست معرفة عندما|| z. 
 :الدالة، الآف
          1

1

1
2 


 z

z
zf 
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ف إحيث  1zمعرفة وبرليلية عند بصيع النقط فيما عدا عند النقطة    zfzf 12  
||1داخل الدائرة  z ، 2فإف الدالةf  1تكوف الامتداد التحليلي للدالةf  إلى النطاؽ

وىي الامتداد التحليلي .    عدا النقطة   الدكوف من بصيع نقط الدستوى الدركب 
وذلك حسب النتائج التي توصلنا إليها في البند ، إلى ىذا النطاؽ 1fحيد المحتمل للدالة الو 

 .2fتكوف أيضاً عنصراً للدالة  1fفي ىذا الدثاؿ . السابق
  :من الدفيد أف نلاحظ أنو إذا بدأنا بدعلومية أف متسلسلة القوى




0n

nz 

وأف لرموعها يساوي       عندما   تقاربية وأنها بسثل دالة برليلية للمتغتَ  x1/1 
فإنو لؽكننا استنتاج أف لرموع ىذه الدتسلسلة ىو     عندما  z1/1  طالدا كاف

1|| z . ىذا ينتج من حقيقة أف الدالة z1/1  ىي الدالة التحليلية على داخلية
التي تأخذ القيم       الدائرة  x1/1 ور على امتداد القطعة الدستقيمة من لز

 .السينات الواقعة داخل الدائرة
 :اعتبر الدالة، اؿ توضيحي آخر للامتداد التحليليثكم
          




0

1 dtezg zt 

يتحقق فقط عندما     إجراء التكامل مباشرة يكشف النقاب عن أف التكامل 
0Re z وأف: 

         
z

zg
1

1  
0Reنطاؽ التعريف  z 1 رمز لو بالرمزD  1الدالة ، (4-12)في الشكلg برليلية 

   .ىناؾ
 معرفة بدلالة متسلسلة ىندسية بالدعادلة  2gافرض أف 

        1||,
0

2 






 
 





iz
i

iz
izg

n

n
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تكوف ،     أي دائرة الوحدة التي مركزىا النقطة )سلسلة تداخل دائرة تقارب ىذه الد
  :إذف. الدتسلسلة تقاربية

        
  ziz

izg
1

/11

1
2 


 

من الواضح أف . 2Dالذي رمزنا لو بالرمز ،        للنطاؽ   عندما تنتمي 
   zgzg 12   21تنتمي للتقاطع   لكل DD  ،2ف إg  ىي الامتداد التحليلي للدالة

1g  2إلى النطاؽD. 

 
 4-10: الشكل

الدالة   zzG /1 ، 0حيثz ، 12ىي الامتداد التحليلي لكل من , gg  إلى النطاؽ
3D  وبالتالي تكوف الدالتتُ . عدا نقطة الأصل  الدكوف من بصيع نقاط الدستوى الدركب
12 , gg  عناصر للدالة . 

 :2/1zاعتبر الفرع التالي للدالة ، أختَاً 
  


 0,0,

2
exp1 r

i
rzh 

يقي إلى النصف السفلي للمستوى عبر الجزء السالب من المحور الحق 2hالامتداد التحليلي 
 :ىو

  


2
2

,0,
2

exp2  r
i

rzh 
للدالة عبر الجزء الدوجب من المحور الحقيقي إلى الربع الأوؿ من  3hالامتداد التحليلي 

  :الدستوى ىو
 

2

5
,0,

2
exp3





 r

i
rzh 
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لاحظ أف    zhzh 13  وفي الحقيقة فإف ، في الربع الأوؿ من الدستوي   zhzh 13  
 .ىناؾ

                              الانعكاس مبدأ .2.1
الثالث وجدنا أف بعض الدواؿ البسيطة  فصلفي ال zf  لذا الخاصية   zfzf  ،

لؽكننا أف ، كأمثلة للدواؿ التي لذا ىذه الخاصية. والبعض الآخر منها ليس لو ىذه الخاصية
 :نذكر الدواؿ

;sin,,1, 2 zezz z 
ىذه الدواؿ تتغتَ إلى  لصد أف قيمة كل من، بدرافقها الدركب  وذلك لأنو عند إحلاؿ 

 :الدواؿ، من ناحية أخرى. ب للقيمة الأصليةالدرافق الدرك
  zieiziz iz sin1,,, 2  

بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقي تناظر صورة   لا برقق خاصية أف صورة  zf 
 .بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقي

ىذه  تفسر،                     والتي تعرؼ باسم مبدأ الانعكاس ، النظرية التالية
 .الدشاىدات

 

لػوي قطعة من لزور   دالة برليلية في نطاؽ ما   فرض أف ن : 1-5-12:ةىنر مب
إذا كانت . السينات وأنها متماثلة بالنسبة لمحور السينات xf  من   حقيقية لكل نقطة

 :فإف، نقط تلك القطعة
           zfzf  

فإف     إذا برقق الشرط ، وبالعكس.  تنتمي للنطاؽ   لكل نقطة  xf  تكوف
 .حقيقية
  :الدعطى بالدعادلة  بسثل نفس الشرط على     الدعادلة 

           zfzf  
حيث      yxivyxuzf ,,  و:  
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            yxivyxuzf  ,, 
 :فإف، عند نقطة على المحور الحقيقي    عندما يتحقق الشرط 

          ;0,0,0,0, xivxuxivxuxf  
وبالتالي فإف   00, xv ، وتكوف xf ة ىنبر لتالي فإف التقرير العكسي في الدوبا. حقيقية

 .يكوف صحيحاً 
سنبتُ أولًا أف الدالة ، ةىنبر الدلإثبات صحة التقرير الدباشر في  zf  برليلية على النطاؽ

 :من أجل ذلك سنكتب.  
       ;,, yxiVyxUzfzF  

 ،    طبقاً لدعادلة ، إذف
                          trvyxVtruyxU ,,,,,  

ف إحيث      و    حيث  itrf   فإنو ينتج أف ،     دالة برليلية في
: الدالتتُ   r , tvوr , tu ،تكوف متصلة على النطاؽ ، وكذلك مشتقاتهما الجزئية  ،

  :رلؽاف-كما أف معادلتي كوشي
rttr vuvu  , 
 :لصد أف،    من معادلتي ، الآف، تكوف لزققة على نفس النطاؽ

ttyrx v
dy

dt
vVuU  , 

yxوبالتالي فإف  UU  بالدثل لؽكننا إثبات أف: 
xy VU  

UVىذه الدشتقات الجزئية للدالتتُ  يلية على برل  وبالتالي تكوف الدالة ، بصيعها متصلة ,
 . النطاؽ 
ف إحيث  xf فإف ، حقيقية  00, xv إذف: 

        ;0,0,0, xuxiVxUxF  
أي أف    zfzF   على القطعة من لزور السينات المحتواة في   عندما تقع النقطة
ينتج إذف أف ( 2.12)ببند ( 1)من نظرية .  النطاؽ    zfzF   عند كل نقطة  
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    وبالتالي فإف الشرط . ل من الدالتتُ تكوف برليلية ىناؾف كإحيث   من نقاط 
 .ةىنبر الد وبهذا يكتمل برىاف، يكوف قد برقق
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 (1-.1)تػػػمػػػػاريػػن غير محلولة
ودالتي الجيب ، والدالة الأسية، يب الزائدي وجيب التماـ الزائديبدعلومية أف دالتي الج -1

 للحصوؿ على كل( 2.12)ببند ( 2)استخدـ نظرية ، وجيب التماـ بصيعها دواؿ شاملة
  من الدتطابقات الدناظرة عندما تكوف   من الدتطابقات التالية لجميع الأعداد الدركبة 

 .حقيقية

1sinhcosh;cos)2/sin(

coshsinh;cossin22sin

22 



zzzz

ezzzzz z

  

  :أثبت أف الدالة -2
  iz

z
zf 


 ;

1

1
22 

  :ىي الامتداد التحليلي للدالة
   






0

2

1 1||;1
n

nn
zzzf 

izعدا النقطتتُ   إلى النطاؽ الدكوف من بصيع نقط الدستوي الدركب  . 
 

2/1أثبت أف الدالة  -3 z بسثل الامتداد التحليلي للدالة الدعرفة بالدتسلسلة: 
  






0

1|1|;11
n

n
zzn 

 .    عدا النقطة   الدركب  يلنطاؽ الدكوف من بصيع نقط الدستو إلى ا
 

  :اذكر لداذا تكوف الدالة -4
  


 ,0,

2
exp4 r

i
rzh 

  (4.12انظر بند )الامتداد التحليلي للدالة 
  


 0,0,

2
exp1 r

i
rzh 

 .عبر الجزء الدوجب من المحور الحقيقي إلى النصف السفلي للمستوي
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للمستوي إلى        من النصف العلوي      أوجد الامتداد التحليلي للدالة  -5
لاحظ أف ىذا الامتداد . النصف السفلي للمستوي عبر الجزء السالب من المحور الحقيقي

 .في نصف الدستوي السفلي     التحليلي لؼتلف عن 
irLog: الإجابة     0,20 حيث  r. 

 

: أوجد الامتداد التحليلي للدالة -6  


 
0

0Re zdttezf xt. 
 

أثبت أف الدالة  -7 11 2 z/ ىي الامتداد التحليلي للدالة:  

  0Re,sin
0

 


 zdttezf xt 

izعدا النقطتتُ   إلى النطاؽ الدكوف من بصيع نقط الدستوى الدركب  . 
 

أثبت أنو إذا أحللنا الشرط أف  -8 xf  ( 5.12)ببند  ةىنبر الدتكوف حقيقية في
تكوف برليلية فإف النتيجة تتغتَ إلى      بالشرط أف    zfzf . 

 

.  نقطة تراكم في   بحيث يكوف للفئة   ترمز لفئة من نقط نطاؽ   افرض أف  -9
 تعتُ بصورة وحيدة  بإثبات أف أي دالة برليلية في ( 2.12)ببند ( 1)عمم نظرية 

 . بقيمها على الفئة 
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                           والأصفار الشاذة طاالنق( ب)
 

 .الشاذة نقطها من بالقرب الدواؿ لسلوؾ إضافية بدراسة الآف سنقوـ

                 والأصفار الأقطاب 3.10
 :فإف،   لدالة درجة أي من قطب 0z كاف إذا أنو سابقاً  أوضحنا لقد

       ;lim
0




zf
zz

 
 : بحيث  موجب عدد يوجد  موجب عدد لكل أنو أي

      


1
|| zf كاف طالدا     ||0 0zz 

 .  للدالة أصفار أي لػوي لا للقطب ما جوار دائماً  يوجد، لذذا كنتيجة
 فإنو،   لدالة قطب 0z كاف إذا أنو فينتج، معزولة شاذة نقط ىي الأقطاب فإ حيث
 عدا فيما   للدالة شاذة نقط أي أو   للدالة أصفار أي لػوي لا 0z للنقطة جوار يوجد

 .نفسها 0z النقطة
 لدالة   رتبتو صفراً  0z كاف وإذا zf ،0 فإفz للدالة   درجة من قطباً  يكوف 

 الكسرية zf/1 .0 كاف إذا لأنو وذلك. بسهولة يبرىن أف لؽكن النتيجة ىذه عكسz 
 لدالة   درجة من قطب zg ،الدالة فإف    zgzz

m

0 شاذة نقطة لذا يكوف 
 الدالة تكوف بحيث 0z عند الأختَة للدالة الدعينة القيمة. 0z عند (قابلة للإزالة)مزالة

00 مفتوح قرص في برليلية النابذة || rzz  0 حوؿz الصفر عن لستلفة تكوف وأف بد لا 
 :فإف، التحليلية الدالة لتلك يرمز  كاف إذا

          zgzzz
m

0 00  كاف طالدا ||0 rzz  
 و  00 z 

 الدالة، الآف z/1 0 عند برليليةz ،1 ما موجب ولعددr تايلور بدتسلسلة بسثل: 

 
   10

0

0 ||
1

rzzzza
z n

n

n 



 

01  حيث rr  و  0/1 00  za  أف ينتج     معادلة من: 
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 لدالة   درجة من قطب 0z كاف إذا، إذف zg ،0 فإفz للدالة   رتبتو صفراً  تكوف 
 zg/1. 

 أف افرض،     للشرط كتباين zf نطاؽ في وبرليلية لزدودة دالة  ||0 0zz 
 .        رلؽاف وضعها التي التاليةة ىنبر الد تتحقق إذف

 

 نطاؽ على وبرليلية لزدودة دالة   كانت إذا : 1-6-12:ةىنر مب ||0 0zz 
  (قابلة للإزالة)مزالة شاذة نقطة 0z تكوف أف أو 0z عند برليلية    تكوف أف إما فإنو

 .  للدالة
 أف لاحظ، ذلك لإثبات zf 0 حوؿ الدعطى النطاؽ في لوراف بدتسلسلة بسثلz .إذا 

rzz لدائرة يرمز   كاف  ||  للحدود nb الدعاملات فإف، r حيث، 0
 nzz 0/1  ىي الدتسلسلة تلك في:  
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 :بحيث   موجب حقيقي عدد يوجد فإنو، لزدودة   فإ حيث 2,1n,...... حيث
   ;||0|| 0  zzMzf 

 :إذف
n

n Mrb || 
 فإف، كافية بدرجة صغتَة اختيارىا لؽكن   فإ وحيث، ثوابت تكوف الدعاملات ولكن

 ,...2,10  nbn للدالة لوراف متسلسلة تؤوؿ وبالتالي  zf قوى متسلسلة إلى: 
     





||0 00

0

zzzzazf
n

n

n 

 عرفنا إذا 0zf 0 العدد أنو علىa ،0 عند برليلية تكوف   أف ينتج فإنوz ،يكمل وىذا 
 .ةىنبر الد برىاف

                            الأساسية الشاذة النقط 4.10
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 وقد. كبتَة بدرجة منتظم غتَ يكوف لذا أساسية شاذة نقطة من بالقرب ما دالة سلوؾ
 شاذة لنقطة جوار أي في: على تنص التي بيكار ةىنبر لد ذكرنا عند ىذا إلى الإشارة سبق

 لا عدداً ، محتمل وحيد استثناء مع، محدودة قيمة كل الدالة تأخذ ما لدالة أساسية
 الدالة أف بتبياف بيكار ةىنمبر  أيضاً  أوضحنا وقد. المرات من نهائياً  z/1exp ،حيث 
 أي في الدرات من نهائياً  لا عدداً     القيمة تأخذ، لذا أساسية شاذة نقطة الأصل نقطة
 ةىنمبر  بإثبات سنقوـ ولكننا، بيكار ةىنمبر  بإثبات نقوـ ولن. الشاذة النقطة لتلك جوار
 .             فايرشتًاس العالم وضعها وقد بيكار ةىنبر بد صلة ذات
 عند سلفاً  معتُ   عدد أي من اختيارياً  قريبة تكوف ما دالة قيمة أف توضح ةىنبر الد ىذه
 .الدالة لتلك أساسية شاذة نقطة من اختيارياً  قريبة نقط

 

 مركب عدد أي   وأف   لدالة أساسية شاذة نقطة 0z أف فرضب : 1-7-12:ةىنر مب
  :الدتباينة تتحقق، صغره بلغ مهما،  موجب عدد لكل إذف. معطى
           || czf 
 .0z للنقطة جوار كل في 0z عن لستلفة   ما نقطة عند

 جوار نقاط من نقطة أي عند متحققاً  ليس     الشرط أف فرضن، ةىنبر الد لإثبات
 || 0zz حيث   ًالنطاؽ في برليلية   تكوف لأف كافياً  صغراً  صغتَا 
 ||0 0zz إذف    || czf الدالة وتكوف، النطاؽ ىذا نقط لجميع: 

       
 

 


 ||0
1

0zz
czf

zg 

 للدالة مزالة شاذة نقطة 0z تكوف( 2.13 بند) رلؽاف لنظرية طبقاً . ىناؾ ولزدودة برليلية
 عرفنا أننا أفرض.   0zg 0 عند برليلية   تكوف بحيثz .أف لؽكن لا   فإ حيث 

 في أخذنا ما إذا، وبالتالي، أيضاً  كذلك تكوف أف لؽكن لا   فإف، ثابتة دالة تكوف
 يكوف أف إما، 0z عند   للدالة تايلور مفكوؾ الاعتبار  00 zg للدالة يكوف أف أو 

 :الدالة فإف، وبالتالي. 0z عند نهائية رتبة ذي صفر  

 
  ,

1
czf

zg
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 أف الفرض يناقض ىذا ولكن. ىناؾ قطب لذا يكوف أف أو 0z عند برليلية تكوف أف إما
0z ما نقطة عند متحققاً  يكوف وأف بد لا     الشرط إذف.   للدالة أساسية شاذة نقطة 

 .الدعطى الجوار نقط من

                                والأقطاب الأصفار عدد 5.10
 .(11)و( 11) بتمريتٍ عليها حصلنا التي اللوغاريتمية الدشتقة خواص تعميم لؽكن
 فيما، داخليتو ونقاط   بسيط مغلق منحتٍ نقط عند برليلية تكوف   ما دالة أف افرض

 ليس   أف فرضا، كذلك.   لداخلية تنتمي التي الأقطاب من لزدود عدد عند ربدا عدا
   لداخلية تنتمي التي الأصفار من لزدود عدد الأكثر على ولذا   على أصفار أي لذا

 ،الدوجب الابذاه في موجهاً    كاف إذا، إذف
                   

  
C

PNdz
zf

zf

i

'

2

1


 

 لأقطاب الكلي العدد     لداخلية تنتمي التي   الدالة لأصفار الكلي العدد   حيث
 من 0m ىلػص 0m رتبتو الذي الصفر أف إلى التنويو ولغب.   لداخلية تنتمي التي  

 .الدرات من pm ىلػص pm توجدر  الذي والقطب، الدرات
 الدالة بواقي لرموع يساوي     الصحيح العدد أف سنثبت،     التقرير لإثبات

   zfzf  ىي الشاذة النقط ىذه.   البسيط الدغلق نحتٍالد داخل الشاذة نقطها عند '/
 .  بداخلية   الدالة وأقطاب أصفار بالطبع
 :نكتب أف لؽكننا 0z للنقطة ما جوار في.   للدالة 0m رتبتو صفر 0z أف افرض
            zgzzzf

m0

0 
 حيث zg و الجوار ذاؾ في برليلية دالة  00 zg إذف: 

         ,'' 0

1

00
0 zgzzzgzzmzf

mm


 
  :أو

 
 

 
 zg

zg

zz

m

zf

zf ''

0
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 فإ حيث   zgzg  الدالة فإف، 0z عند برليلية '/   zfzf  بسيط قطب لذا يكوف '/
 الدالة بواقي لرموع يكوف بذلك. 0m يساوي القطب ىذا وباقي 0z عند   zfzf /' 
 .  الصحيح للعدد مساوياً    بداخلية    أصفار بصيع عند
 :الدالة فإف،   للدالة pm درجة من قطب pz كاف إذا

             zfzzzh pm

p 
 تكوف، ذلك إلى وبالإضافة، ىناؾ برليلية   تكوف بحيث pz عند تعرؼ أف لؽكن

  0pzh للنقطة ما جوار في إذف pz ،النقطة عند عدا فيما pzz  يكوف، نفسها:  
       

 
     zhzzzf pm

p


 

                      و
         zhzzzhzzmzf

m

p

m

pp
p ''

1 
  

:                              إذف 
 

 
 zh

zh

zz

m

zf

zf

p

p ''



 

 أف منها نرى والتي   zfzf  إذف pm يساوي باقية pz عند بسيط قطب لذا '/
 الدالة بواقي لرموع   zfzf  العدد يساوي   بداخلية   أقطاب بصيع عند '/

 .    الصيغة صحة أثبتنا قد نكوف بذلك     الصحيح
 صياغتها لؽكن الدألوفة                    فايرشتًاس-بولزانور ةبرىنلد ما صورة

 ومحدودة مغلقة لمنطقة نقاطها من نقطة كل تنتمي نهائية لا ةمجموع كل كالتالي
 ىذه إثبات الدمكن من . المنطقة تلك في الأقل على واحدة تراكم نقطة لها يكون

,...., نهائية لا متتالية باختيار ةبرىنلدا 21 zz الدربعات عملية وتطبيق ةموعالمج نقط من 
 .تتاليةالد تلك على ةتداخلالد

 تنتمي التي والأقطاب الأصفار عدد أف الشرط استبعاد لؽكن فإنو، ةبرىنلدا لتلك طبقاً 
 .    الصيغة إثبات في استخدـ الذي الشرط وىو، لزدوداً  يكوف   لداخلية

 من لزدوداً  يكوف وأف بد لا   البسيط الدغلق نحتٍالد داخل والأقطاب الأصفار عدد لأف
 للأقطاب ربدا عدا فيما، داخليتو ونقط   نقط بصيع عند برليلية   الدالة تكوف أف أجل
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 ثباتالإ كتابة وسنتًؾ. معزولة تكوف والأقطاب الأصفار أف حيث وذلك،   داخل
 .للقارئ كتمرين

                         السعة مبدأ 6.10
   وأف الدوجب الابذاه في وموجهاً    الدركب الدستوى في بسيط مغلق منحتٍ   أف افرض

.   لداخلية تنتمي الأقطاب ربدا عدا فيما، داخليتو ونقاط   نقاط بصيع عند برليلية دالة
 بالتحولية   للمنحتٌ  الصورة.   على أصفار أي لذا ليس   أف افرض كذلك

 (5-13 شكل)   الدركب الدستوى في مغلق منحتٍ تكوف       
  على تتحرؾ   صورتها فإف، الدوجب الابذاه في   الدنحتٌ على   نقطة تتحرؾ عندما

 . الدنحتٌ توجيو لػدد خاص ابذاه في
 الدستوى في الأصل بنقطة  نحتٍالد لؽر لا فبالتالي،   على أصفار لذا ليس   فإ حيث
 ثم 0w سعة قيم من ما قيمة 0 أف وافرض  على ثابتة نقطة 0w أف افرض.   الدركب
 عند من   النقطة تبدأ عندما، 0 بالقيمة بادئة،  متصلاً  تغتَاً  تتغتَ   سعة أف افرض

0w على وتتحرؾ  بالراسم لو المحدد الابذاه في واحدة مرة  zfw  ،تعود عندما   
 لذذه وسنرمز، 0w سعة قيم من معينة قيمة   سعة تأخذ، 0w البداية لنقطة أخرى مرة

 في واحدة مرة  الدنحتٍ   تقطع عندما   سعة في التغتَ،  إذف. 1 بالرمز القيمة
01 يساوي الدوراني ابذاىو   0 الخاصة النقطة على يتوقف لا التغتَ ىذا أف لاحظw 

 .السعة في التغتَ لتعيتُ الدختارة
01 العدد   سعة في التغتَ أيضاً  ىو  zf في واحدة مرة   الدنحتٌ   تقطع عندما 

 :ونكتب، الدوجب الابذاه
          01arg   zfC 
 الدقدار قيمة zfC arg للعدد مضاعف 2 ،الصحيح والعدد:  

 zfC arg
2

1
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 الدركب يالدستو  في الأصل نقطة حوؿ   النقطة تقطعها التي الكاملة الدورات عدد لؽثل
 ىذا كاف إذا، فمثلاً . الدوجب الابذاه في واحدة مرة   الدنحتٌ   النقطة نقطع عندما  

 ابذاه في واحدة مرة الأصل نقطة حوؿ تدور  أف يعتٍ ىذا فإف    يساوي العدد
 .الساعة عقرب

 
 5-30: الشكل

 قيمة( 5-13) شكل في zfC arg قيمة. صفر تساوي  zfC arg تساوي 
 الحقيقة ىذه من والتحقق، الأصل نقطة  نحتٍالد داخلية بروي لا عندما أيضاً  الصفر
 .للتمارين سيتًؾ خاصة لحالة
 قيمة zfC arg لداخلية تنتمي التي   الدالة وأقطاب أصفار عدد من تعيينها لؽكن 

 . 
 فرضبو  الدوجب الابذاه في موجهاً  بسيط مغلق منحتٍ   أف فرضب : 1-9-12:ةىنر مب
 لداخلية ةتنتميالد لأقطابا  عدا فيما، داخليتو ونقاط   نقاط لجميع برليلية دالة   أف
 :إذف.   على أصفار لذا ليس   الدالة أف فرضب، كذلك.  

          PNzfC  arg
2

1


 

،   لداخلية تنتمي والتي   للدالة التًتيب على الأقطاب وعدد الأصفار عدد     حيث
 .منها كل تعدد حساب مع

  :الصيغة على يتأسس السعة بدبدأ الدعروفة النتيجة لذذه برىاننا
         

 
PNdz
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 كاف إذا. السابق البند في عليها حصلنا التي tzz  ،حيث bta  ، ًبسثيلا 
 بالتحويلة  لصورتو بارامتًياً  بسثيلاً  فإف،   منحتٍلل بارامتًياً  zfw  يكوف: 

     btatzftww  ][ 
 ،الآف

     tztzftw '][''  
 فإ حيث.  نحتٍالد منها يتكوف التي الدلساء الأقواس من كل امتداد على tz' و
 tw' الفتًة على بقطعة قطعة متصلاف bta  ،نكتب أف فيمكننا: 

 
 

 
 
  

b

a

b

a

dt
tw

tw
dttz

tzf

tzf
.

'
'

][

][' 

 : أف أي
 
  C w

dw
dz

zf

zf ' 

 : إلى     الصيغة تؤوؿ بذلك
          PN

w

dw

i2

1 
 كل عن نعبر أف فيمكننا،   الدركب الدستوى في الأصل بنقطة إطلاقاً  لؽر لا  فإ حيث
 القطبية بالصورة نحتٍالد ىذا على نقطة ipw exp عن عبرنا ما فإذا  بدلالة 

 :الصورة على  بارامتً
       dciww   ]exp[ 

 :الدعادلة على لضصل فإننا
           ,']exp[]exp[''  iiiw  

 حيث  و '  dc الفتًة على بقطعة قطعة متصلتتُ '  أف لؽكننا، إذف 
 :نكتب
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w
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:                       أو   dc
d

c
i

w

dw
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 ولكن   cd   فيكوف: 
     zfcd C arg01   

 : إذف
        zfi

w

dw
C arg 

 .   و     معادلتي من مباشرة الآف استنتاجها لؽكن     الصيغة
 .       روشيو ةىنبر بد تعرؼ النتيجة وىذه، السعة لدبدأ مفيدة نتيجة سنقدـ ذلك بعد

 

 مغلق منحتٍ نقط بصيع عند برليلية دالة   ,   من كل أف فرضب  : 2-9-12:ةىنر مب
 كاف إذا. الدوجب الابذاه في اً موجه   نحتٍالد حيث، داخليتو ونقاط   بسيط

    |||| zgzf  الدالتتُ فإف،   على   نقطة كل عند  zf ،   zgzf  يكوف 
 .صفر كل تعدد حساب مع،   داخل الأصفار عدد نفس لذما

 أف أولاً  لاحظ، ذلك لإثبات zf فإ حيث وذلك،   على أصفار لذا ليس 
    0||||  zgzf فإف ذلك على علاوة.   على: 

        0||||||  zgzfzgzf 
 الدالة فإف وبالتالي،   على   zgzf  الآف.   على أصفار أيضاً  لذا ليس: 
          fC Nzf  arg

2

1


 

        :و    gfC Nzgzf  ]arg[
2

1


 

 الدالة أصفار عدد fN حيث zf و   بداخليةgfN  الدالة أصفار عدد 
   zgzf  أف وحقيقة السعة مبدأ من مباشرة تنتجاف    و     معادلتي.   بداخلية 

 الدالتتُ من كل zf و   zgzf  أف لاحظ.   بداخلية أقطاب لذا ليس: 
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1argarg
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 التحويلة   zfzgw /1 نحتٍالد إلى   نحتٍالد ترسم  الدائرة داخل يقع الذي 
1|1| w لأف وذلك     1|/||1|  zfzgw لا     النقطة إذف   على 

 :القيمة تساوي وبذلك،  الدنحتٌ لداخلية تنتمي
     zfzgzf CC arg]arg[  

 للدالة ويكوف   zgzf  الدالة أصفار عدد نفس  zf طبقاً  وذلك،   بداخلية 
 .   ،     لدعادلتي
014 الدعادلة جذور عدد نعتُ دعنا، روشيو ةىنبر لد كتطبيق 37  zzz بداخلية 

||1 الدائرة z .اكتب     37 4,1 zzfzzzg  ،أف ولاحظ   4|| zf و
  3|| zg 1 عندما|| z .حيث، وبالتالي. متحققة روشيو ةىنمبر  شروط تكوف بذلك 

 فإ zf 1 الدائرة بداخلية( الدالة صفر تعدد حسبنا أننا لاحظ) أصفار ثلاث لذا|| z 
 للدالة يكوف   zgzf  1 الدائرة بداخلية أصفار ثلاث بالدثل|| z. 

014 الدعادلة أف أي 37  zzz الدائرة لداخلية تنتمي جذور ثلاث لذا يكوف 
1|| z. 
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  (1-.1)محلولة غير تػػمػػػاريػػػن
 الدالة أف أثبت، الصفر عن لستلف ثابت مركب عدد   أف فرضب -1 z/1exp التي 
 أي في الدرات من نهائياً  لا عدداً    القيمة تأخذ،     عند أساسية شاذة نقطة لذا

 .الأصل لنقطة جوار
 كتػػػػبا  :اقػػػػتًاح iycc exp

0
، 0 حيػػػػث

0
c ُأف ،وبػػػػت  z/1expالقيمػػػػة تأخػػػػذ   

 النقط عند irz exp حيث r, الدعادلات برققاف . 

 22

12

ocLogr
r  

   22
cos;

22
sin

ocLogrocLogr

ocLogr


  

 2 للمقػدار صػحيحة مضػاعفات بإضافة وذلك اختيارياً  صغتَة   جعل لؽكن أنو لاحظ
 . ثابتة   ترؾ ومع   الزاوية إلى

 

 مػػػػا نطػػػػاؽ في برليليػػػػة دالػػػػة   كانػػػػت إذا -5
00 rzza  كانػػػػت وإذا 

0z نقطػػػػة 
تكػػػوف أف إمػػػا فإنػػػو الدالػػػة، لأصػػػفار تػػػراكم

0z تنعػػػدـ أف أو   للدالػػػة أساسػػػية شػػػاذة نقطػػػة 
 . تطابقياً      
 . عليها الحصوؿ السابق النتائج بدساعدة النظرية ىذه برىن

 

 الدالػػة أصػػفار فئػػة اختػػبر -1 zz /1sin2 أف لإثبػػات( 5) بتمػػرين الػػواردة النظريػػة وطبػػق 
 مػن أيضػاً  تنػتج النتيجػة ىذه أف لاحظ. الدالة لذذه أساسية شاذة نقطة تكوف الأصل نقطة
 . 0z النطاؽ في الدالة ىذه بسثل التي لوراف متسلسلة طبيعة

 

 الدوجػػػب الابذػػػاه في موجهػػػاً  ،  الدركػػػب الدسػػػتوى في بسػػػيط مغلػػػق منحػػػتٍ   أف أفػػػرض -1
 ونقػػػاط   نقػػػط بصيػػػع برليليػػػة دالػػػة   أف أفػػػرض معطػػػى، مركػػػب عػػػدد أي 0w أف وأفػػػرض
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 أف ،وأفػرض داخليتو  0' zq كانػت إذا   بداخليػة   نقطػة أي عنػد   0wzq  عنػد 
 : فإف   على   نقطة أي

 

 
Ndz

o
wzgc

zq

j





'

2

1


 

 عنػدىا يكػوف التي   بداخلية   النقط عدد ىو   الصحيح العدد حيث  0wzq  ُبػت 
 (. 8.13) ببند عليها الحصوؿ السابق النتائج من مباشرة تنتج النتيجة ىذه أف

  (.5.8) بند( 15) بتمرين عليها الحصوؿ السابق بتلك النتيجة ىذه قارف
 

   كانػػت إذا أنػػو فايرشػػتًاس،-بلزانػػو ةىنػػمبر  علػػى الدبػػتٌ( 8.13 بنػػد) البرىػػاف أكمػػل -5
 لأقطػاب ربدػا عػدا فيمػا داخليتػو، ونقػط   بسػيط مغلػق منحػتٍ نقػط بصيػع عنػد برليليػة دالة

 كانػػت وإذا ،  وبداخليػػة  0wzf  وأقطػػاب أصػػفار فػػإف   نقػػط مػػن نقطػػة أي عنػػد   
  .صحيحة( 8.13) ببند     الصيغة وتكوف العدد لزدودة تكوف   بداخلية

 

 وأفػرض داخليتػو ونقػط   بسػيط مغلػق منحػتٍ نقط بصيع عند برليلية دالة   أف فرضا -2
        بالتحويلػة   صػورة أف فػرضا   على الإطلاؽ على صفر تساوي لا      أف

 قيمػػػػة أوجػػػػد  الدنحػػػػتٍ باسػػػػتخداـ( 2-13) شػػػػكلالب الدوضػػػػح  الدغلػػػػق الدنحػػػػتٍ ىػػػػي
 zfc arg . ُبداخلية   الدالة أصفار عدد أيضاً عت e . 

 3,6: الأجوبة

 
 6-30: الشكل
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 قيمػػػػػة أوجػػػػػد الدوجػػػػػب، الابذػػػػػاه في موجهػػػػػة1z الوحػػػػػدة لػػػػػدائرة يرمػػػػػز   أف فػػػػػرضا -2
 zfc arg للدالة: 

      








 بZzfأ

z

z
zf 223 

 تػدور الػتي الدػرات عػدد اذكر الدالتتُ، بهاتتُ الدعرفة        التحويلات من لكل أيضاً 
   النقطػػة تقطػػع عنػػدما   الدركػػب يالدسػػتو  في الأصػػل نقطػػة حػػوؿ   الصػػورة النقطػػة فيهػػا

 . الدوجب الابذاه في واحدة مرة   نحتٍالد
:  الأجوبة   با 2,412   

 

 النقطػػة  الدنحػػتٍ لػصػػر لا عنػػدما نػػوأ أثبػػت( 9.13) ببنػػد الػػوارد الدفهػػوـ باسػػتخداـ -8
 فػػػػإف  نحػػػػتٍالد مػػػػع يتقػػػػاطع ولا النقطػػػػة تلػػػػك مػػػػن خػػػػارج متجػػػػو يوجػػػػد وعنػػػػدما    
  0arg  zfc . 

 قيمػة في التغػتَ أف لاحظ: اقتًاح zfargمػن أقػل يكػوف وأف بػد لا 2  ًعنػدما عػدديا 
 أف حقيقػػػػػة اسػػػػػتخدـ ثم   حػػػػػوؿ كاملػػػػػة واحػػػػػدة دورة   تصػػػػنع zfc arg مضػػػػػاعف 

 . 2 للمقدار صحيح
 

  :الحدود كثتَ أصفار عدد أوجد -9
   اzzzzبzzzz 23456692223242  

 . 1z الدائرة داخل
 . صفر :(ب) .    :( أ: )الأجوبة

 

012652 الدعادلة جذور عدد عتُ -13  zzz 21 الدنطقة في  z  . 
 . جذور ثلاثة: الإجابة

 

ec بحيػػث مركػػب عػػدد   كػػاف إذا أنػػو أثبػػت -11  22 الدعادلػػة فػػإف enc  لذػػا يكػػوف 
 . 1z الدائرة داخل الجذور من  
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 . حدود كثتَة أي أف أثبت روشيوةىنمبر  باستخداـ -15
  0,1

1......10  nanznanznazaazp 
 ةىنػػػػػمبر لل بػػػػػديل برىػػػػػاف أعطػػػػػي ثم مػػػػػن الجػػػػػذور مػػػػػن   بالضػػػػػبط لذػػػػػا يكػػػػػوف 1n حيػػػػػث

 . للجبر الأساسية
 : بكتابة ثم 1na أف نفرض أف يكفي أنو لاحظ: اقتًاح

    1
1....1, 
 nznazaoazqnzzf 

 
Rz دائػرة داخػل الأصػفار مػن   لذا      أف أثبت -11  مػن أي مػن أكػبر   حيػث 

1 العددين
1

.....
10 و

n
aaa


 أخػرى، أصػفار أي لذػا لػيس      أف لإثبػات 
 أف بتُ    0 zqnzzqnz عندما Rz   . 
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                  سطوح ريمان( ج) 

سطح رلؽاف ىو تعميم الدستوى الدركب لسطح ذي أكثر من طية بحيث يكوف للدالة 
حاؿ تصميم مثل ىذا . الدتعددة القيم قيمة وحيدة مناظرة لكل نقطة على ىذا السطح

السطح لدالة معطاة، تصبح الدالة وحيدة القيمة على السطح ولؽكن تطبيق نظرية الدواؿ 
 . وحيدة القيمة ىنا

 تطبيقتعددة القيم بزفف باستخداـ الصعوبات التي تظهر نتيجة كوف الدالة م وبالتالي فإف
بالرغم من ذلك فإف وصف ىذه الأسطح وترتيب التًابطات الدضبوطة . معقد ىندسي

بتُ الطيات من الدمكن أف يصتَ متشابكاً بصورة تشكل صعوبة لذلك فإننا سنقصر 
 . لبساطةاىتمامنا فقط على بعض الأمثلة الدتناىية في ا

 : zlogسطح ريمان للدالة  .1..1
irz. يكوف للدالة الدتعددة القيم  لكل عدد مركب غتَ صغري   loglog  قيم

كدالة وحيدة القيمة فإننا لضلل الدستوى   zlogمناظرة لا نهائية العدد من أجل تصور 
، بعد استبعاد نقطة الأصل، بسطح تتحدد عليو دائماً نقطة جديدة كلما زادت  الدركب 

 . 2أو مضاعفات صحيحة للمقدار  2بدقدار   سعة العدد الدركب  أو نقصت
( أو طية)بعد استبعاد نقطة الأصل كما لو كاف صحيفة رقيقة   اعتبر الدستوى الدركب 

0R  مشقوقة على امتداد الجزء الدوجب من المحور الحقيقي على تلك الطية أفرض أف 
شقت بنفس الأسلوب ووضعت  1Rفرض أف طية ثانية ا 2تأخذ القيم من صفر إلى 

أماـ الصحيفة 
0R  بعد ذلك وصلت الشفة السفلى للشق في

0R  بالشفة العليا للشق
بنقطة   وعلى ذلك فعند بسثيل  4إلى  2تأخذ القيم من  الزاوية  1Rعلى  1Rفي 

بنفس  4إلى  2يأخذ القيم من  zIogفإف الجزء التخيلي للدالة  1Rعلى 
ونوصل الشفة السفلى للشق  1Rونضعها أماـ  2Rالأسلوب نشق بعد ذلك طية ثالثة 

في 
1R  بالشفة العليا للشق في ىذه الطية الجديدة وىكذا نتابع ىذه العملية بإضافة طيات

...,جديدة 
4

,
3

RR  1بنفس الأسلوب نشق طية أخرى نرمز لذا بالرمزR  ونضعها
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إلى صفر عليها ، ثم نوصل  2تأخذ القيم من  ونعتبر أف الزاوية  0Rخلف الطية 
 . 0Rبالشفة العلا للشق في  1Rة السفلى للشق في الشف

...,. وبالدثل نتابع ىذه العملية بإضافة طيات جديدة 
3

,
2 

RR  لؽكن اعتبار
لنقطة ما على أي طية على أنها إحداثيات قطبية لدسقط تلك النقطة  r,الأحداثيتُ 

لددى لزدد  ، حيث يقصر مدى الأحداثي الزواي  على الدستوى الدركب الأصلي 
 . قطرية على كل طية من الزوايا النصف 2قيمتو 

متصل على ىذا السطح الدتًابط الدكوف من عدد لا نهائي من الطيات  عتبر أي منحتٍا
تتغتَ تغتَاً  zlogعلى ىذا الدنحتٌ فإف قيم   عندما تتحرؾ نقطة ما ( أو الصحف)

قيمة واحدة  zlogتتغتَ الآف تغتَاً متصلًا وتأخذ   بالإضافة إلى  ف إمتصلًا حيث 
فقط مناظرة لكل نقطة على الدنحتٌ فمثلًا عندما تصنع النقطة دورة كاملة حوؿ نقطة 

 فإف الزاوية تتغتَ( 7-12)على امتداد الدسار الدوضح بالشكل  0Rالأصل على الطية 
 . 2من صفر إلى 

عندما بذتاز النقطة الخط الدستقيم  2  فإنها تنتقل إلى الطية
1R  من السطح عندما

وعندما بذتاز الخط  4إلى  2من  تتغتَ الزاوية  1Rل النقطة دورة كاملة في تكم
الدستقيم  4  فإنها تنتقل إلى الطية

2R. 

 
 8-10: الشكل                    7-10: الشكل

وىو سطح متًابط  zlogالسطح الذي وصفناه ىنا ىو سطح من سطوح رلؽاف للدالة 
دالة وحيدة القيمة للنقط  zlogيتكوف من عدد لا نهائي من الطيات مرتبة بحيث تكوف 

 . الواقعة عليو 
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zwالتحويلة  log بأكملو   الدركب  يدي لسطح رلؽاف بأكملو فوؽ الدستو راسم أحا
20ىي الشرلػة  0Rصورة الطية  a  فوؽ   عندما تتحرؾ نقطة . 

 إلى أعلى  تتحرؾ صورتها ( 8-12)وضح بالشكل على امتداد القوس الد 1Rالطية 
 . ، كما ىو موضح بالشكل 2vعبر الخط الدستقيم 
بسثل الامتداد التحليلي للدالة التحليلية  1Rالدعرفة على الطية  zlogلاحظ أف الدالة 

 . مةوحيدة القي
  20log ir 

دالة وحيدة  zlog، لا تكوف من المحور الحقيقي بهذا الدفهوـ إلى أعلى عبر الجزء الدوجب
لة برليلية عند على سػطح رلؽاف ولكنها تكوف أيضاً دا  القيمة فحسػب لجميع النقاط 

 . بصيع النقط ىناؾ
الجزء السالب من المحور  بالطبع من الدمكن أف تكوف الطيات مشقوقة على امتداد

، أو على امتداد أي شعاع آخر يبدأ من نقطة الأصل وموصلة كما لغب على الحقيقي
 . zlogمتداد الشقوؽ لتكوف سطح آخر من سطوح رلؽاف للدالة ا

 :  2/1zسطح ريمان للدالة  .11.1
 : يناظرىا قيمتاف للدالة   الدركب  ينقط الدستو  ، منعن نقطة الأصل كل نقطة لستلفة
















2
sin

2
cos2/1 

irz 

  الدركب  يبإحلاؿ الدستو  2/1zلؽكن الحصوؿ على سطح من سطوح رلؽاف للدالة 
بسطح مكوف من طيتتُ 

0,1 RRنهما مقطوعة على امتداد الجزء الدوجب من المحور ، كل م
أماـ  1Rالحقيقي مع وضع 

0R  الشفة السفلى للشق في
0R توصل بالشفة العليا للشق

بالشفة العليا للشق في 1Rوتوصل الشفة السفلى للشق في  1Rفي 
0R . 

في التحرؾ من الشفة العليا للشق في   عندما تبدأ نقطة 
0R  وتقطع دائرة متصلة حوؿ

 من صفر تزداد الزاوية  (9-12شكل )نقطة الأصل في الابذاه الدضاد لعقرب الساعة 
 . 2إلى 
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بعد ذلك تعبر النقطة من الطية 
0R إلى الطية

1R حيث تزداد  من2  إلى4  إذا
ما استمرت النقطة في حركتها أكثر من ذلك فإنها تعبر عائدة مرة أخرى للطية 

0R حيث
وىذا الاختيار أو ذاؾ لا  2أو من صفر إلى  6 إلى 4من  لؽكن أف تتغتَ قيم 

 . إلخ....  2/1zيؤثر على قيمة 
عند نقطة تعبر عندىا الدائرة من الطية  2/1zلاحظ أف قيمة 

0R  إلى الطية
1R  تكوف

عند نقطة تعبر عندىا الدائرة من الطية  2/1zلستلفة عن قيمة 
1R  إلى الطية

0R . 

 
 9-10: الشكل

القيمة  وحيدة 2/1zبهذا نكوف قد صممنا سطح من سطوح رلؽاف تكوف عليو الدالة 
في ىذا التصميم توصل شفاه الطيتتُ   لكل عدد غتَ صفري 

0,1 RR   كأزواج بحيث
النقط التي يوصل عندىا زوج من الشفاه تكوف . يكوف السطح الدتولد مغلق ومتًابط

 .ن الشفاهم لستلفة عن النقط التي يوصل عندىا الزوج الثاني
من ىذا نرى أنو من الدستحيل فيزيائياً بناء لظوذج لسطح رلؽاف ىذا عند بزيل سطح من 

 . كيف نتقدـ عندما نصل إلى شفة لشقسطوح رلؽاف من الدهم أف نفهم جيداً  
نقطة الأصل نقطة خاصة جداً على سطح رلؽاف ىذا ىذه النقطة مشتًكة بتُ الطيتتُ 

قطة الأصل لا بد وأف يدور دورتتُ كاملتتُ حوؿ نقطة على السطح حوؿ ن وأي منحتٍ
وع على سطح رلؽاف تسمى نقطة أي نقطة من ىذا الن. مغلق الأصل لكي يكوف منحتٍ

 . تفرع
صورة الطية 

0R  2/1بالتحويلةzw  وذلك   ىي النصف العلوي من الدستوى الدركب
2/2/0تساوي   ف سعة إحيث   على  و

0R صورة الطية بالدثل ،
1R 

 .  بنفس التحويلة ىي النصف السفلى من الدستوى الدركب 
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للدالة الدعرفة على ، الطيتتُ تكوف الامتداد التحليلي، عبر الشق الدالة الدعرفة على أي من
للنقط على سطح رلؽاف  2/1zمن ىذه الوجهة تكوف الدالة وحيدة القيمة . الطية الأخرى

 . الأصلع النقط فيما عدا عند نقطة وبرليلية عند بصي

 : سطوح لدوال غير قياسية أخرى .11.1
 . وح رلؽاف للدالة الثنائية القيمةدعنا نصف سطح من سط

   1
2

21exp
21

2/1
12






























irrzzf 

 :حيث
    

1
exp11,

2
exp21  irzirz    ( 12-12)كما ىو موضح بالشكل

لقد سبق أف وصفنا فرع لذذه الدالة، حيث القطعة الدستقيمة 
21

PP ُنقطتي  الواصلة بت
 :مع الاشتًاطات    فرع قاطع لو ىذا الفرع يعطي بالصيغة  1zالتفرع 

  0
2

,0
2

,2
21

,20;2,1  rrrr
k

k  . الفرع لا يكوف معرفاً على
21القطعة الدستقيمة  PP . 

لا بد وأف يتكوف من طيتتُ     أي سطح من سطوح رلؽاف للدالة الثنائية القيمة 
الشفة .     الطبقتتُ قد شقتا على امتداد القطعة الدستقيمة  فرض أف كلتيب.      

،كما أف الشفة السفلى للشق في   ا للشق في توصل بالشفة العلي   السفلى للشق في 
 .  توصل بالشفة العليا للشق في    

، إذا 2تأخذ القيم من الصفر إلى        فرض أف كل من الزاويتتُن   على الطية 
لتًسم منحتٌ مغلق بسيط، لػوي بداخلو القطعة الدستقيمة    برركت نقطة على الطية 

 2تتغتَ بدقدار      مرة واحدة في الابذاه الدضاد لعقرب الساعة، فإف كل من      
، 2يساوي أيضاً           التغتَ في . دى عودة النقطة لوضعها الابتدائيل

مساراً لؽر مرتتُ    إذا رسمت نقطة بادئة حركتها على الطية .  وبالتالي لا تتغتَ قيمة 
ثم تعبر مرة أخرى    إلى الطية    نها تعبر من الطية فقط، فإ    حوؿ نقطة التفرع 
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   في ىذه الحالة، تعبر قيمة . ذلك قبل عودتها لوضعها الابتدائيو    عائدة إلى الطية 
بالدثل، لدوراف مرتتُ حوؿ النقطة . على الإطلاؽ   ، بينما لا تتغتَ قيمة 4بدقدار

مرة أخرى . على الإطلاؽ   تغتَ قيمة ، بينما لا ت4بدقدار    ، تتغتَ قيمة     
، إذف على  ، ولا تتغتَ قيمة الدالة 2يساوي أيضاً           نرى أف التغتَ في 

وذلك بتغيتَ كل من        من الدمكن أف لظد مدى كل من الزاويتتُ   R0الطية 
، أو بتغيتَ إحدى الزاويتتُ فقط بدضاعف 2بنفس الدضاعف الصحيح للمقدار       

في كلتى الحالتتُ يكوف التغيتَ الكلي في الزاويتتُ مضاعف زوجي صحيح . 4صحيح 
 .2للمقدار 

 
 (10-10) شكلال
نلاحظ أنو إذا بدأت نقطة ما    على الطية       للحصوؿ على مدى القيم لكل من 

مساراً حوؿ إحدى نقطتي التفرع فقط، فإنها ورسمت مرة واحدة    برركها من على الطية 
 في ىذه الحالة تتغتَ .   ولا تعود مرة أخرى للطية    تعبر للطية 

إذف، . ، بينما لا تتغتَ قيمة الزاوية الأخرى على الإطلاؽ2قيمة إحدى الزاويتتُ بدقدار 
ة الأخرى بينما تأخذ الزاوي 4إلى  2تأخذ إحدى الزاويتتُ القيم من    على الطية 

، وتأخذ 4إلى  2بذلك يأخذ لرموعها القيم من . 2القيم من صفر إلى 
2إلى  ، القيم من     سعة           مرة أخرى لصد أف مدى الزوايا قد  .

أو بتغيتَ قيمة كل  4امتد بتغيتَ قيمة إحدى الزاويتتُ فقط بدضاعف صحيح للمقدار 
 .2من الزاويتتُ بنفس الدضاعف الصحيح للمقدار 

لؽكن الآف اعتبارىا دالة وحيدة القيمة لنقط     الدالة الثنائية القيمة الدعطاة بالدعادلة 
ترسم كل من الطيتتُ        التحويلة . سطح رلؽاف الذي صممناه الآف

 .بأكملو  الدركب  يلدستو تصميم سطح رلؽاف ىذا فوؽ ا الدستخدمتتُ في
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 :كمثاؿ آخر، اعتبر الدالة الثنائية القيمة

              )
2

21exp(212
1

)]12([)(
 

 irrrzzzg 
,النقط ( 11-12شكل ) 1،    نلاحظ أنو إذا كانت. نقط تفرع لذذه الدالة 

تتغتَ بدقدار      ترسم دائرة بروي ىذه النقط الثلاث بصيعها، فإف سعة   النقطة 
وبالتالي تتتغتَ قيمة الدالة نفسها، وبالتالي فإف أي فرع قاطع لابد وأف لؽتد من  3الزاوية 

إحدى نقط التفرع ىذه حتى نقطة اللانهاية وذلك حتى يكوف بإمكاننا أف نصف فرع 
إذف نقطة اللانهاية ىي أيضاً نقطة تفرع، وىذا ما يتضح لنا .  وحيد القيمة للدالة 

 .   لذا نقطة تفرع عند        بدلاحظة أف الدالة 
    إلى      من     قد شقتا على امتداد القطعة الدستقيمة تُفرض أف طيتب

سنعتبر أف  .    من المحور الحقيقي الواقع على اليمتُ من النقطة    وعلى امتداد الجزء 
كل من الزوايا الثلاث 

21,,   تتغتَ في الددى من صفر إلى2  ومن    على الطية
2  إلى4  وسنعتبر أف الزوايا الدناظرة لنقطة على أي من الطيتتُ لؽكن    على الطية

مع مراعاة أف ىذا لػدث شريطة أف يتغتَ  2أف تتغتَ بدضاعفات صحيحة للمقدار 
 . ، وبالتالي لا تتغتَ قيمة الدالة 4لرموع الزوايا الثلاث بدضاعف صحيح للمقدار 

 
 (11-10) شكلال

 تُلضصل عليو بتوصيل الشفت    اف للدالة الثنائية القيمة سطح آخر من سطوح رلؽ
للشقتُ على    للشفتتُ العلويتتُ في     ,  للشقتُ على امتداد     في تُالسفليت
   ،  للشقتُ على امتداد    الشفتاف السفليتاف في . على التًتيب    ,  امتداد 

. على التًتيب   ،  للشقتُ على امتداد    يوصلاف بعد ذلك للشفتتُ العلويتتُ في 
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إثبات أف فرع من فروع الدالة بدثل قيمها ( 11-12)ولؽكن بسهولة، بدساعدة شكل 
 .  وأف الفرع الآخر للدالة لؽثل بقيمها عند نقط على    نقط على  عند
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 (1-.1)ر محلولةيتمارين غ
)1(3/1صف سطح من سطوح رلؽاف للدالة الثلاثية القيمة  -1  zw  ثم بتُ ثلث

 .الذي لؽثل صورة كل طية من طيات ىذا السطح  الدستوى الدركب 
 

على   الذي لضصل عليو بشق الدستوى الدركب        صف سطح رلؽاف للدالة  -2
وسطح        ة قارف بتُ سطح رلؽاف ىذا للدال. امتداد الجزء السالب من المحور الحقيقي

 (.12.12) رلؽاف لنفس الدالة السابق الحصوؿ عليو ببند
 

عدد صحيح اختياري، من سطح رلؽاف للدالة   ، حيث nRعتُ صورة الطية  -3
 .        بالتحويلة ( 12.12)الدعطى ببند        

 

zw)(2/1برقق من أف التحويلة  -4   2/1من سطح رلؽاف للدالة    ترسم الطية)(z 
 .  فوؽ النصف السفلي من الدستوى الدركب( 11.12)الدعطى ببند 

 

، الذي صورتو بالتحويلة z)(2/1صف الدنحتٍ، على سطح من سطوح رلؽاف للدالة  -5
2/1)(zw    كامل الدائرة     . 
 

zgw)(للدالة ( 12.12)كل نقطة من نقط سطح رلؽاف الدذكور ببند  -6  يناظرىا 
يناظرىا بصفة عامة ثلاث   أثبت أف كل قيمة من قيم .  قيمة واحدة فقط من قيم 
 .نقط على سطح رلؽاف ىذا

 

 :صف سطح من سطوح رلؽاف للدالة الدتعددة القيم -7

2
1

)
)1(

()(
z

z
zf
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على سطح رلؽاف الذي وصفناه ببند         يرمز للدائرة   افرض أف  -8
   ، حيث يقع النصف العلوي من تلك الدائرة على الطية z)(2/1للدالة  (11.12)

لؽكننا أف   على   لاحظ أنو لكل نقطة    ويقع النصف السفلي من الدائرة على 
 :نكتب

2
exp2/1)(




i
rz 

2حيث 
4

2
4

  اذكر لداذا لؽكن استنتاج أف: 

 
c

dzz 02/1)( 
عمم ىذه النتيجة لؽكن تطبيقها في حالة الدنحنيات الدغلقة البسيطة الأخرى التي تعبر من 

ذلك عمم ىذه النتيجة لدواؿ بعد . طية إلى أخرى دوف أف بروي بداخلها نقط التفرع
 .جورساه لتكاملات دواؿ متعددة القيم-أخرى، لتحصل بذلك على تعميم لنظرية كوشي

 

2/12للدالة ( 12.12)لاحظ أف سطح رلؽاف الذي وصفناه ببند  -9 )1( z  يكوف
)()12(2/1:  سطح من سطوح رلؽاف للدالة أيضاً   zzzh. 

2/12ىو فرع الدالة 0fافرض أف  )1( z  وأثبت أف الفرعاف    الدعرؼ على الطية
 :على الطيتتُ يعطياف بالدعادلتتُ  للدالة       

)(
0)(

1

1
)(

0
zfz

zh
zh  

 

2/12للدالة  0fلؽكن وصف الفرع ( 9)بتمرين  -12 )1( z بالدعادلة: 
              

   

 
   

   

 
 

 :2تتغتَاف من صفر إلى       حيث
                                         

للدالة     وأثبت أف الفرع                         لاحظ أف 
2/12 )1()(  zzzh لؽكن كتابتو على الصورة: 
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)(أوجد 
0

)(
0

zhzh  لجميع                   و        ولاحظ أف
)(1لإثبات أف   النقط 

0
zh بعد ذلك أثبت أف التحويلة: 

2/1)12(  zzw 
فوؽ الدنطقة    وترسم الطية  1wمن سطح رلؽاف فوؽ الدنطقة    ترسم الطية 

1w ُ1وترسم الفرع القاطع الواصل بتُ النقطتت لاحظ . 1wفوؽ الدائرة    
 :أف التحويلة الدستخدمة ىنا ىي معكوسة للتحويلة

)
1

(
2

1

w
wz  

 .سابقاً وقارف النتيجة التي حصلت عليها بالنتيجة التي حصلنا عليها 
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 الفصل الأول

 المتجهيةالحقول السلمية والحقول . 1

 (:أو التابع العددي)الحقل السلمي  1.1
كػػػػػل تطبيػػػػػق مػػػػػن ( للموضػػػػػع ةً عدديػػػػػ دالػػػػػةً أو )نسػػػػػمي حقػػػػػلاً سػػػػػلمياً  :3-3-3 تعريػػػػػف
:;),,(),,(             :الشكل 3 zyxfzyxRRDf  

 
 :(سطح السوية) 1-3-3 تعريف

),,(للموضع  ةعدديال دالةالكن تل zyxuu  الفضائيفي النطاؽ  ةالدعرف D،  ولتكن
Dp ولنفرض أف :  cpu ل الدعادلةث، عندئذ  بس: czyxu ),,(لؽر  اً سطح

اً سطح السوية سطحويكوف  .pبالنقطةوالدار  u دالةلسطح السوية ل يسمىpبالنقطة
 .مشتقاتو الجزئية الأولى معاً في نفس النقطة، إذا لم تنعدـ (أو أملساً )صقيلاً 

 

 :للموضع ةعدديال دالةللسطوح السوية إف  :3-3-3 مثال
222 zyxru 

222222 :ىي czyxcucu  (معادلة دائرة مركزىا الدبدأ    .) 
 

 .في لحظة معينة تعتُ حقلًا سلمياً   درجة الحرارة في كل نقطة من  -1 :1-3-3 مثال
zxxyzyxf( أو التابع)الدالة  -5           22),,(   ًتعتُ أيضاً حقلاً سلميا. 

 

 :بعدة متغتَات نهاية  دالة :3-3-3تعريف 
),,(إذا كاف  zyxf  ً3علػى  ةً معرفػ( أو حقػلًا سػلمياً ) ةً عدديػ دالػةRD  ، عندئػذ  نقػوؿ

),,(ف إ zyxf عنػػػدما    تقػػػارب مػػػن العػػػدد الحقيقػػػي ت),,(),,(
0000

zyxMzyxM  
 :ونكتب

   
   Azyxf

zyxzyx



,,lim

000 ,,,,
 



 
 الدتجهية والحقوؿ السلمية الحقوؿ :الفصل الأوؿ 553

 :إذا كاف 
       

  







|,,|

],,[;00
2

0

2

0

2

0

Azyxf

zzyyxxzyxd 

),,(نهاية لػ   ونسمي  zyxf عندما:  ),,(),,(
0000

zyxMzyxM . 

 :تالعمليات الجبرية على النهايا 1.1.1
 :إذا كاف

   
 

 
  22
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,,,,
,,lim;,,lim

000000

AzyxfAzyxf
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 :فإف
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,,,,lim)1
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 : الإسقاطية نلاحظ أف الدواؿ :3-3-3مثال 
      zzyxyzyxxzyx

ZYX



,,

3

,,

3

,,

3 :;:;: 
 :برقق النهايات

 
   

0
,,,, 000

lim zz
zyxzyx


     

;lim 0
,,,, 000

yy
zyxzyx




   
 

 
 

 : بعدة متغتَات( أو دالة حقيقية) ةعددي دالةاستمرار  :4-3-3تعريف
( ةأو الحقيقيػػػػػػػػػػ) ةعدديػػػػػػػػػػال دالػػػػػػػػػػةالنقػػػػػػػػػػوؿ عػػػػػػػػػػن  zyxf في النقطػػػػػػػػػػة ة مسػػػػػػػػػػتمر  انهػػػػػػػػػػإ ,,
 0000 ,, zyxM  الفضائيفي النطاؽ D إذا كاف : 

   
    000

,,,,
,,,,lim

000

zyxfzyxf
zyxzyx




 
 : ىذا يعتٍ برقق ما يلي
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,,,, 000
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000

000

,,,,

,,,,,,,,:**,

zyxfzyxf

zyxzyxdDzyxRR 

ف إونقوؿ  zyxf  . Dكل نقطة من ة في  مستمر  تإذا كان Dفي  ةمستمر  ,,

 :الاستمرارالعمليات الجبرية في  1.1.1
اف دالتالػػػػػػػػػػػػػػػػػػ تإذا كانػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  zyxf ,,

1
  ، zyxf ,,

2
 في النقطػػػػػػػػػػػػػػػػػػة تتُمسػػػػػػػػػػػػػػػػػػتمر  

 0000 ,, zyxM الآتية دواؿفإف كلاً من ال : 
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مستمرة في النقطة  0000 ,, zyxM. 
 

 : بعدة متغتَات( ةأو حقيقي) ةعددي دالةل ةالجزئي ةالدشتق :5-3-3 تعريف
لػػػػيكن  zyxf 3RDعلػػػػى المجموعػػػػة الدفتوحػػػػة  ةً معرفػػػػ ةً عدديػػػػ دالػػػػةً  ,,    ولنفػػػػتًض أف

  DzyxM 0000  دالػػػػػةف الإعندئػػػػػذ  نقػػػػػوؿ  ،,, zyxf للاشػػػػػتقاؽ الجزئػػػػػي  ةً قابلػػػػػ ,,
في النقطة  zأو لػ yأو لػ  xنسبة لػبال  DzyxM 0000  : ونكتب ,,
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 ( وذلك بشرط وجود ىذه النهايات)
 :حيث لدينا التطبيق
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 .مثلاً  xنسبة  لػ بال ىي مشتقة الدالةو 
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 :  المشتقات الجزئية من الرتب العليا 1.1.1

        : الدواؿإذا كانت      
x

zyxf

y

zyxf

z

zyxf











 ,,
,

,,
,

,, 

في النقطػػػة  zو لػػػػ yلػػػػو  xنسػػػبة لػػػػ بالقابلػػػةً للاشػػػتقاؽ جزئيػػػاً  zyxM فإننػػػا نسػػػمي  ,,

     :الآتية الدواؿ
2
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,,,,,,,,
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 للدالػػػةبالدشػػػتقات الجزئيػػػة مػػػن الرتبػػػة الثانيػػػة  zyxf في النقطػػػة  ,, zyxM  Dمػػػن  ,,
 . لدشتقات الجزئية من الرتب الأعلىوبنفس الطريقة تعرؼ ا

 

          :  تإذا كان: 4-3-3 مثال 
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0                                  :أثبت أف
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 :الحل
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كن تل: 1.1.1 مبرىنة yxf على المجموعة الدفتوحػة  ةً معرف(  ةً أو عددي)  ةً حقيقي دالةً  ,
2RD  فإنػػػػػػػو إذا كانػػػػػػػت الدشػػػػػػػتقات الجزئيػػػػػػػة :
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موجػػػػػػػودة  ,,,

 : دئذ  تكوف الدساواة الآتية صحيحة، عنومستمرة

xy

f

yx

f
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 . (إثباتة دوف برىنتقبل الد)

 : بعدة متغيرات ةحقيقي دالةوتفاضل  قابلية الاشتقاؽ 1.1.1
لػػيكن  zyxf 3RDعلػػى النطػػاؽ الفضػػائي  ةً فػػمعر (  ةً أو عدديػػ)  ةً حقيقيػػ دالػػةً  ,, ، 
dz:      بالعلاقة دالةال هنعرؼ تفاضل ىذعندئذ  

z

f
dy

y

f
dx

x

f
df ..














  

 . Dموجودة ومستمرة في  fوذلك على اعتبار الدشتقات الجزئية الأولى لػ 
 

: دالةالأوجد تفاضل  :5-3-3 مثال  222,, zyxzezyxf yx  
dz:                نعلم أف :الحل

z

f
dy

y

f
dx
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f
df .
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222

222222 

 (:ةالمتجهي دالةالأو )الحقل المتجهي  1.1
 :كل تطبيق من الشكل( ةً متجهي دالةً أو )نسمي حقلاً متجهياً :3-1-3  تعريف

         kzyxvjzyxvizyxvzyxVzyxDV ˆ,,ˆ,,ˆ,,,,,,:: 321

33 
 

 ةتجهيالد دالةالعتُ تتحيث  zyxV ,,
 (أو الحقوؿ السلمية)العددية  ؿوادبال 

     zyxvzyxvzyxv ,,,,,,,,
321

 
 

علػػى     موضػػوعة في الدبػػدأ   إف القػػوة الػػتي تػػؤثر بهػػا شػػحنة كهربائيػػة  :3-1-3  مثػػال
 :ةتجهيالد دالةالبتعطى   في نقطة ما   شحنة كهربائية 

(kzjyixr ˆˆˆ 
  و  متجو موضع  ُثابت معت );.

3
r

r

qQ
F




 
  

 



 
 الدتجهية والحقوؿ السلمية الحقوؿ :الفصل الأوؿ 551

ة تجهيػػػالد دالػػػةالنقػػػوؿ عػػػػن  :1-1-3 تعريػػػف zyxV ,,
 تجػػػػوالد تقػػػارب مػػػنت اأنهػػػػ A

 
 عندما تتقارب النقطة zyxM من النقطة  ,, 

0000
,, zyxMإذا برقق الشرط ،: 

            ||,,||,;00
2

0

2

0

2

00 AzyxVzzyyxxMMd
 

Aعندئذ  نسمي 
  نهاية لػ zyxV ,,

  عندما
0

MM  ونكتب: 
   

  Azyxv
zyxzyx





,,lim

000 ,,,,

 
 

 :كوفتالشرط اللازـ والكافي حتى  :3-1-3ةىنر مب
   

  Azyxv
zyxMzyxM





,,lim

0000 ,,,,

 
:   حيث  kAjAiAAkvjvivzyxV ˆˆˆ;ˆˆˆ,,

321321


 
و zyxV ,,

 3علػػى المجموعػػة الدفتوحػػة  ةً معرفػػD  و  DzyxM 
0000

ىػػو أف  ,,
 : كوفت

      332211 ,,lim;,,lim;,,lim
000

AzyxvAzyxvAzyxv
MMMMMM




 
 

 :تإذا كان :نتيجة
      


zyxgBzyxFAzyxV

MMMMMM
,,lim,,,lim,,,lim

000

  فإف: 
    

    

 

    

     BAzyxFzyxV

BAzyxFzyxV

AzyxV

AzyxVzyxg

BAzyxFzyxV
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 :ةمتجهي دالةاستمرار  1.1.1
ة تجهيػػػػػػالد دالػػػػػػةالنقػػػػػػوؿ عػػػػػػن  :3-1-3 تعريػػػػػػف zyxV ,,

 في النقطػػػػػػة  ةمسػػػػػػتمر  انهػػػػػػإ
  DzyxM 

0000
 تإذا كانػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ,,   

000
,,,,lim

0

zyxVzyxV
MM






ف إقػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػوؿ نو ،  

 zyxV ,,
  على  ةمستمرD  في كل نقطة منها ةإذا كاف مستمر. 

 

 :ةتجهيالد دالةالكوف تالشرط اللازـ والكافي حتى  :1-1-3ةىنر مب
       kzyxVjzyxVizyxVzyxV ˆ,,ˆ,,ˆ,,,,

321


 
في النقطة  ةمستمر  

0000
,, zyxM ( أو الحقيقية)العددية  الدواؿ مركبات ىو أف تكوف

: على المحاور الإحداثية
321

,, VVV  مستمرة في النقطة
0

M. 
 

  :نتيجة
 .ةمستمر  ةمتجهي دالةتُ ىو تمستمر  تتُتجهيمتُ دالتلرموع وطرح  (1
 .ةمستمر  ةمتجهي دالةىو  ةمستمر ( ةسلمي) ةحقيقي دالةب ةمستمر  ةمتجهي دالةجداء  (2

 .ةمستمر ( ةسلمي) ةحقيقي دالةتُ ىو تمستمر  تتُتجهيمتُ لدالتالجداء الداخلي  (3

 .ةمستمر  ةمتجهي دالةتُ ىو تمستمر  تتُتجهيمتُ لدالت الجداء الخارجي (4

 .ةمستمر ( ةسلمي) ةحقيقي دالةىو  ةمستمر  ةمتجهي دالة( أو طويلة) طوؿ (5
 

 :1-1-3 مثال
 :ةتجهيالد الدالة (: أ 

       kyxjyxiyzxzyxV ˆcosˆlnˆ,, 22 
 

 : لذا(أو الحقيقية)العددية  الدواؿ لأف مركبات 3في كل نقطة من الفضاء  ةمستمر 
  yxVyxVyzxV cos;ln; 3

22

21  
 .3كثتَات حدود مستمرة في كل نقطة من 

 : ةتجهيالد الدالة (: ب
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  jyei
yx

x
yxV x ˆˆ2

,
2





 

2xy، باستثناء نقاط القطع الدكافئ 2في كل نقطة من  ةمستمر  . 

 :ةمتجهيال للدالةالاشتقاؽ الجزئي  1.1.1
 :ةتجهيالد الدالة كن تل 

       kzyxVjzyxVizyxVzyxV ˆ,,ˆ,,ˆ,,,,
321


 

بحيػػث  3Dعلػػى المجموعػػة الدفتوحػػة  ةالدعرفػػ  DzyxM 0000 ف إعندئػػذ  نقػػوؿ  ،,,
V
 نسبة لػ بالللاشتقاؽ جزئياً  ةً قابلx  0فيM وجدت النهاية فإ: 
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 :ولؽكن أف نكتب zو yنسبة لػ بالونعرؼ بشكل مشابو الدشتقات الجزئية 
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بساثل قواعد الاشتقاؽ ( أو العددية)الحقيقية  دواؿقواعد الاشتقاؽ الجزئي لل أف ىذا يعتٍ
 ةتجهيالدالة الدلعدة متغتَات ونعرؼ تفاضل  ةتجهيالد دواؿالجزئي لل zyxV ,,

 
 :بالشكل

dz
z

V
dy

y

V
dx

x

V
Vd

















 

 

 : تإذا كان :ملاحظة
       ktVjtVitVtV ˆˆˆ

321


 
 :يى اهتبدتغتَ حقيقي واحد فإف مشتق ةً متجهي دالةً 

 
       

 dttVVdk
dt

tdV
j

dt

tdV
i

dt

tdV

dt

tVd
tV 'ˆˆˆ' 321 
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 توإذا كانػػػػ stt  فػػػػإف  ، للاشػػػػتقاؽ ةً قابلػػػػ حقيقيػػػػةً  ةً دالػػػػV
 ةً قابلػػػػ ةً مركبػػػػ ةً دالػػػػصػػػػبح ت 

 :ويكوف sنسبة لػ بالللاشتقاؽ 

ds

dt

dt

Vd

ds

Vd
.



 

 : ةهيتجمال ةالمشتق 1.1.1
 تإذا كان zyxf ولػيكن  3Dمشػتقات جزئيػة مسػتمرة علػى  اولذػ ةحقيقيػ دالة ,,

 cbau ,,
  1حيػػػػث )متجهػػػػة الوحػػػػدةu

 )و  DzyxM 0000 عندئػػػػذ  نعػػػػرؼ  ،,,
 دالػػػػةلل ةهيػػػػتجالد ةالدشػػػػتق zyxf في النقطػػػػة  ,,  DzyxM 0000 u وفػػػػق الدتجػػػػو  ,,

 
 :بالشكل
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 :  دالةلل ةهيتجالد ةأوجد الدشتق :3-1-3 مثال
  21,, zxyzyxf  

في النقطة  2,1,1 وفق الدتجو :
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:       ومنو 
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 :نستنتج لشا سبق أف :نتيجة
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 ةالجزئي ةالدشتق
x

f



 لػ  ةهيتجالد ةالدشتق يىf  وفقi
 ( بابذاه المحورoX) 

 ةالجزئي ةالدشتق
y

f



 لػ  ةهيتجالد ةالدشتق يىf  وفقj
 ( بابذاه المحورoY) 

 ةالجزئي ةالدشتق
z

f



 لػ  ةهيتجالد ةالدشتق يىf  وفقk
 ( بابذاه المحورoZ) 

ىو  oXفمثلاً شعاع الوحدة وفق المحور  0,0,1 iu
 وبالتالي: 
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 ءاضالمنحنيات في الف 1.1
  الدالةبفيمكن بسثيلو                ياً معادلاتو الوسيطية ئاضمنحنياً ف  إذا كاف 

                                                 :هيةتجالد
 .  الدوضع للمنحتٍ  دالةالدوضع أو  متجوالذي يدعى 

 المستوي الملاصق 1.1.1
الذي   ىو الدستوي   عند النقطة   الدستوي الدلاصق للمنحتٍ : 1-3-1تعريف

الواقعتاف على      لينطبق عليو عندما تنتهي النقطتاف      ينتهي إلى الدستوي 
كما ىو مبتُ بالشكل    إلى النقطة ( وغتَ الدنطبقتتُ إحدالعا على الأخرى)  الدنحتٍ 

ولتوضيح ذلك نفتًض أننا نعتُ على (. 1-3-1)
إذا .       ثلاث نقاط   لظوذج سلكي للمنحتٍ 

فإف . لم تكن ىذه النقاط بعيدة جداً عن بعضها
.     يقع عملياً داخل الدستوي      القوس 

 .    والدستوي الدلاصق ىو صورة لرردة لدستوي 
إذا وضعنا على النموذج ورقة بحيث تنطبق على 

فإنو بالرغم من حدوث بعض ، الدستوي الدلاصق
 (3-3-3)الشكل بسبب الاحتكاؾ على الجزء )لػافظ على توازنو ، الديل
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 . بينما لا تستقر الورقة على النموذج في بصيع الأوضاع الأخرى(     
وإذا لم يكونا . في الدستوي الدلاصق          ومتجو التسارع           يقع متجو السرعة 

 :(الابذاىيأو )الخارجي  فإف الجداء  ، متوازيتُ
                                     

 : ىو الدتجو العمودي على الدستوي الدلاصق ومعادلتو تكوف
                                          

 :أو بدلالة الاحداثيات ىي

 

               

                          

                           
                  

 

 : أوجد الدستوي الدلاصق للمنحتٍ الحلزوني: 1-3-1 مثال
                            

 : بالاشتقاؽ لصد: الحل
                                      

 : كذلك
                                     

 : ويكوف
                                                

                            
 : تكوف معادلة الدستوي اللاصق ىي      ووفقاً للعلاقة 

                                            
 : أو

                          
 : التي يصنعها الدستوي الدلاصق مع لزور الدنحتٍ الحلزوني من العلاقة  لصد الزاوية 

     
 

                   
 

 

      
  

 : ومنو لصد أف
     

 

 
  



 
 الدتجهية والحقوؿ السلمية الحقوؿ :الفصل الأوؿ 523

أي أف الدستوي الدلاصق يصنع مع لزور الدنحتٍ الحلزوني نفس تلك الزاوية الثابتة التي 
 . يصنعها مع الدماس

 : الملاصق الخواص التاليةللمستوي 
  وبالنقطة    والدار بالدماس ( 1-3-1)الدبتُ بالشكل     إف الدستوي  -1

  عندما تنتهي النقطة   ينتهي لينطبق على الدستوي الدلاصق ،  الواقعة على الدنحتٍ 
 .  إلى 

   والدوازي للماس    الدار بالدماس ( 1-3-1)الدبتُ بالشكل   إف الدستوي  -2
 . إلى   عندما تنتهي النقطة   ينتهي كذلك لينطبق على الدستوي 

 . لؽكن اعتبار كل ىذه الخواص تعريفاً للمستوي الدلاصق

 الناظم ثلاثي السطوح المرافق متجو 1.1.1
،  والواقع في الدستوي الدلاصق ( 1-3-1)الدبتُ بالشكل   للمنحتٍ    إف العمود 

الدتعامد مع الدستوي الدلاصق فيسمى بثنائي التعامد    أما العمود . مى بالناظميس
 . الدار بالدماس وبثنائي التعامد فيسمى بالدستوي الدقوـ    وأما الدستوي . للمنحتٍ

والدقوـ     والدستوي العمودي     الدستويات الثلاثة الدتعامدة أي الدستوي الدلاصق 
 . ل ثلاثي السطوح الدرافقتشك    

التي تشكل أضلاع ثلاثي          وكثتَاً ما تعتبر الدستقيمات الدتعامدة الثلاث 
والناظم   كالمحور     فيؤخذ المحور )السطوح الدرافق كمحاور إحداثيات مرتبطة بالدوضع 

الابذاىات الدوجبة لذذه  لاحقاً وسنبحث ، ( كالمحور     وثنائي التعامد   كالمحور     
 . المحاور

 : وفي الحالة العامة برسب ىذه الدتجهات حسب التًتيب الآتي
            الدماس متجو
                   ثنائي التعامد متجو
                                    الناظم متجو
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   تصبح بسيطة إذا ما اعتبرنا أف القوس      وبالتالي فإف العلاقة التي تعطينا الدتجو 
 . الدتحوؿ الدستقل  للمنحتٍ 

 : لدينا
                                                                  

 : وبدا أنو في ىذه الحالة
            فإف   ،            ،                 

    حيث يقع متجو التسارع 

في الدستوي الدلاصق ويكوف عمودياً على متجو الدماس     
          . 

 : وبالنتيجة يكوف
     

    

     
 

 :أوجد ثلاثي السطوح الدرافق للمنحتٍ الحلزوني: 2-3-1مثال
                             

 : متجو الدماس: الحل
                                     

 : متجو ثنائي التعامد
                                             

 : متجو الناظم
                                                   

 : وبالتالي تأخذ معادلات الناظم الشكل
       

    
 

       

    
 

    

 
  

يتضح من ىذه الدعادلات أف الناظم متعامد مع لزور الدنحتٍ الحلزوني ويقطع ىذا المحور في 
التي برمل الدنحتٍ  سطوانةالار فالناظم إذف لؽر على امتداد نصف قط         النقطة 
 . سطوانةلاكما ينطبق الدستوي الدقوـ على الدستوي الدماس ل. الحلزوني
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 : لمنحني ومستوي  المتبادل عوضال 1.1.1
،  الدماس للمنحتٍ    ماراً بالدستقيم   الدار من النقطة   إذا لم يكن الدستوي  -1

 . على كلتا جهتي الدستوي  فإف ىذا الدنحتٍ يقع بالقرب من النقطة 
في الحالة التي   والدستوي   الواقعة على الدنحتٍ    بتُ النقطة المجاورة   إف البعد 

 .     يكوف لا متناىياً في الصغر من نفس رتبة التناىي في الصغر للقوس ، درسناىا
يقع عادة   تٍ فإف الدنح، ولكنو غتَ ملاصق   ماراً بالدماس   إذا كاف الدستوي  -2

ولؽكن أف (  جهة تقعر الدنحتٍ )في جهة واحدة من الدستوي   بالقرب من النقطة 
 . متوازيتُ             تكوف ىناؾ حالة شاذة عندما يكوف الدتجهاف 

 . عادة في جهة واحدة من الدستوي الدقوـ  وكحالة خاصة يقع الدنحتٍ 
عادة في    يقع بالقرب من النقطة   فإف الدنحتٍ ، ملاصقاً   إذا كاف الدستوي  -3

                        كلتا جهتي الدستوي ولؽكن أف تكوف ىناؾ حالة شاذة عندما تكوف الدتجهات 
 . واقعة في مستو واحد

 ( ثلاثي فرينيو)المتجهات الأساسية لثلاثي السطوح المرافق  1.1.1
وتؤخذ ( آنية)وعة إحداثيات مرافقة للموضع تعتبر أضلاع ثلاثي السطوح الدرافق لرم

الأحادية كما في لرموعة الإحداثيات الدتعامدة الثابتة لتلعب على            عليها الدتجهات 
 .          المجموعة الدرافقة نفس دور الدتجهات الأحادية 

الدوجبة أما الابذاىات الدوجبة للمتجهات الأحادية الدرافقة فتعتبر متفقة مع الابذاىات 
 . للمقادير المحمولة على أضلاع ثلاثي السطوح الدرافق

ويكوف لزمولًا على امتداد الدماس وموجهاً في ابذاه تزايد ،   الدتجو الأساسي للمماس  -1
 : الدتحوؿ

   
   

   
 

          

           
   

  

 : متحولاً فإف  قوس الدنحتٍ   إذا اعتبرنا 
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ويكوف لزمولًا على امتداد الناظم وموجهاً في ابذاه تقعر ،    الدتجو الأساسي للناظم  -2
 .  الدنحتٍ 

    
    

   
 

                      

                
 
                

  

 : كمتحوؿ فهذه العلاقة بزتصر وتصبح   إذا اعتبرنا 

    
       

   

  
      

    
 

  

ويكوف لزمولًا على امتداد ثنائي التعامد بحيث     الدتجو الأساسي لثنائي التعامد  -3
 . بسثل لرموعة لؽتٌ أو ثلاثية مباشرة           تكوف الدتجهات الثلاثة 

           
             

                
 
  

 : يكوف لدينا  وعند أخذ الدتحوؿ 

    
      

  
 

       

   

        

   

  

 .          بالثلاثية الدشكلة من الدتجهات الأساسية ( فرينيو)تسمى ثلاثية 
بل يكوف لو معتٌ ىندسي ، لا يعتمد ابذاه الدتجو الأساسي للناظم على اختيار الدتحوؿ

وىذا ، أما الدتجو الأساسي للماس فيمكن أف يتخذ أياً من الابذاىتُ الدتضادين، لزسوس
 . يعتمد على اختيار الدتحوؿ

يتفق مع ابذاه    فإف ابذاه الدتجو ، إذا افتًضنا أف الدتحوؿ ىو الزمن: ومثالًا على ذلك
يتفق مع    أما إذا كاف الدتحوؿ ىو القوس فإف ابذاه .  على الدنحتٍ   حركة النقطة 

 . ابذاه التزايد الدعتمد للأقواس
 



 
 الدتجهية والحقوؿ السلمية الحقوؿ :الفصل الأوؿ 521

وعندما يتعتُ ابذاه ،   وىكذا نرى أف ليس ىناؾ معتًٌ ىندسياً لزسوساً لابذاه الدتجو 
 . معيناً بطبيعة الحاؿ    يصبح ابذاه الدتجو    الدتجو 

 ي ئاضحور ونصف قطر انحناء المنحني الفمركز وم 2.1.1
  تتحرؾ على الدنحتٍ الفراغي    نفرض أف النقطة 

 Kبحيث لا يكوف الالضناء   وتقتًب من النقطة الثابتة 
عندئذ  (2-1)الشكل مساوياً للصفر كما ىو مبتُ ب

الذي يتقاطع عنده الدستوي ،     ينتهي الدستقيم 
،   مع الدستوي العمودي الدتحرؾ   العمودي الثابت 

الدتعامد مع الدستوي الدلاصق    لينطبق على الدستقيم 
   بدقدار   والذي يبعد عن النقطة   

 

 
. 

 موجهاً في جهة تقعر    في ىذه الحالة يكوف الشعاع 
 .  الدنحتٍ 

مع الدستوي الدلاصق    حيث يتقاطع   والنقطة . بدحور الالضناء   يسمى الدستقيم 
 . بنصف قطر الالضناء   ويسمى . تسمى بدركز الالضناء  

تناسب عكسي   و  ويربط بتُ الكميتتُ   يرمز إلى نصف قطر الالضناء بالحرؼ 
 : متبادؿ أي أف

  
 

 
                 

 

 
  

بالدائرة الدلاصقة أو      وبنصف قطر   تسمى الدائرة الدرسومة من مركز الالضناء 
 (.  بالنسبة للنقطة )  بدائرة الالضناء للمنحتٍ 
فيقاؿ عندئذ أف نصف قطر ، مساوياً للصفر  عند النقطة   إذا كاف الضناء الدنحتٍ 

 .   الالضناء لا نهائي ويكتب ذلك على الصورة 

 )2-3-1)الشكل 
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 يئاضعلاقات الانحناء ونصف القطر والمركز بالنسبة لمنحني ف 3.1.1
 :بالعلاقة  يعطى الالضناء 

  
                

 

            
   

 : وبدلالة الإحداثيات يكوف

  
                                       

               
  

 : فإف العلاقتتُ السابقتتُ بزتصراف وتأخذاف الشكل، إذا اعتبرنا القوس متحولاً 

   
     

      
     

    
 

  

    
    

    
 

  
    

    
 

  
    

    
 

  
     ويسمى الدتجو 

         ويتفق ابذاىو مع ابذاه ، الدائل في ىذه العلاقة بدتجو الالضناء    
 .  ولؽتد إلى مركز الالضناء   الواقعة على الدنحتٍ   الدتجو الذي يبدأ من النقطة 

 : لدركز الالضناء يكوف       نصف قطر الدتجو 
                  

 : وبالتالي
          

          

               
                         

 : إحداثيات مركز الالضناء حسب العلاقات         تتعتُ ، ووفقاً لذلك

     
           

        
           

     
           

        
           

     
           

        
           

 : عن القيم التالية      حيث تعبر الرموز 
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      -                                         
 : إذا اعتبرنا القوس كمتحوؿ يكوف

          
      

   

 
      

    
           

     

     
   

   

 
   

    
 

  
   

    
 

  
   

    
         

     

     
   

   

 
   

    
 

  
   

    
 

  
   

    
         

   
  

     
   

   

 
   

    
 

  
   

    
 

  
   

    
         

     

فنحصل على العلاقات التي           وفي حاؿ كوف الدنحتٍ مستوياً لصعل 
 . تعطي الالضناء ونصف قطر الالضناء ومركز الالضناء

 

 .  أوجد الالضناء ونصف قطر الالضناء ومركزه بالنسبة للمنحتٍ الحلزوني : 3-3-1مثال
 : نعتبر طوؿ القوس متحولاً فيكوف لدينا: الحل

       
 

      
       

 

      
   

  

      
     

 : وبتفاضل ىذه العلاقة مرتتُ لصد
   

  

     
   

 

      
     

 

     
   

 

      
         

 : وبالتالي يكوف
  

  

     
           

     

 
   

  

 
  

 . أي أف الالضناء ونصف قطر الالضناء ثابتاف
 : وكذلك لصد
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ويتضح من ىذا أف تعيتُ مركز الالضناء يتطلب أف لظد نصف قطر الأسطوانة التي بروي 
وعليو فإف مركز الالضناء      الدنحتٍ الحلزوني إلى ما بعد لزور الأسطوانة بدقدار ثابت 

نفسها وبرويو أسطوانة       ذا الخطوة    يرسم الدنحتٍ الحلزوني   الحلزوني 
       يبتُ بساثل النسبة .        متمحورة مع أسطوانة الحلزوف ونصف قطرىا 

 .  يرسم الدنحتٍ    متبادلاف أي أف مركز الضناء       إف الدنحنيتُ

 :إشارة الانحناء 4.1.1
إذا  : بالشكل الآتي لؽكن إعطاء الضناء الدنحنيات الدستوية الواقعة في مستو واحد إشارة ما

في جهة   كاف دوراف متجو الدماس يتم عكس دوراف عقارب الساعة عند بررؾ النقطة 
وإذا تم الدوراف في ابذاه دوراف عقارب الساعة . فإف الالضناء يعتبر موجباً   تزايد الدتحوؿ 

 . على أف نلاحظ أف الدنحتٍ منسوب لجملة لؽتٌ. فيعتبر الالضناء سالباً 
يتناقص    بدتحوؿ آخر   تتغتَ إشارة الالضناء إلى الإشارة الدعاكسة إذا ما أبدلنا الدتحوؿ 

متحولًا فإف تزايد الدتحوؿ يوافق انتقاؿ النقطة   وعندما يعتبر الإحداثي   عندما تتزايد 
أعلى  ويكوف الالضناء في ىذه الحالة موجباً عندما يكوف الدنحتٍ مقعراً إلى، إلى اليمتُ  

 : وسالباً إذا كاف الدنحتٍ مقعراً إلى الأسفل ويكوف
  

           

         
 
 

  
 

 :الضناء الدائرة:  4-3-1مثال
                                                    

لصد أف الضناء الدائرة ىو   و   إننا بتطبيق العلاقة السابقة وبعد إجراء الاشتقاقات على 
 (. الدائل في معادلات الدائرة لؽثل نصف قطر ىذه الدائرة  وىذا بديهي لأف )      
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وفي الجهة نفسها يدور متجو ، يتم تزايد الدتحوؿ بدوراف بعكس دوراف عقارب الساعة)
 : إذا أعطينا نفس تلك الدائرة بالعلاقتتُ( الدماس

                                              
 .      فالضناء الدائرة وفق العلاقة السابقة يكوف 

 :إذا أعطينا الدائرة بالعلاقة
          

إذ يتم الدوراف )       فنجد بالنسبة للنصف الأعلى من الدائرة لضصل على 
 (.عكس عقارب الساعة ويكوف التقعر موجهاً لضو الأسفل

 .     وبالنسبة لنصف الدائرة الأسفل لضصل على 
ا ىناؾ فقط معتٌ لظإ. يبتُ الدثاؿ أنو ليس ىناؾ معتٌ ىندسي لإشارة الالضناء بحد ذاتها

أو على العكس يكوف ىناؾ معتٌ ( نقطة الانقلاب)لتغتَ الإشارة عند الدرور بنقطة ما 
 . لثبات الإشارة في جزء ما

إشارة ما إذ ( بدا في ذلك الدستوية)ية ئاضالالضناء للمنحنيات الف يأف نعط ح إطلاقاً صلا ي
دوراف في ابذاه عقارب الساعة أو بعكس عقارب الساعة أما  ءاضد في الفجأنو لا يو 

بالنسبة للمنحنيات الواقعة في مستو واحد فيختلف عن ىذاف الابذاىاف لأننا إذا ما 
نأخذ في اعتبارنا الدراقب الذي يرى ىذه الجهة  فإننا( الأمامية)اختًنا الجهة على الدستوي 

في التمييز بتُ الجهة الأمامية والجهة ، وإذا ما اعتمدنا على بعض الخصائص. بالذات
فإف الدراقب لن يستطيع من أي ، ءاضالخلفية على الدستويات الدلاصقة لدنحن ما في الف

 . رؤية بصيع الدستويات من الجهة الأمامية، وضع كاف

 الالتواء 5.1.1
مثلو مثل )ي بدرجة الضراؼ ىذا الدنحتٍ عن الشكل الدستوي ئاضيتميز التواء الدنحتٍ الف

 (.الالضناء الذي يعبر عن درجة الالضراؼ عن الشكل الدستقيم
ىو بالقيمة الدطلقة الدقدار الذي تنتهي   عند النقطة   التواء الدنحتٍ :2-3-1تعريف

      إلى طوؿ القوس       التي يصنعها كل من ثنائي التعامد    إليو نسبة الزاوية 
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الشكل انظر {  بشرط أف تظل دوماً على   إلى النقطة    وذلك عندما تنتهي النقطة 
موجبة عندما يكوف زوج  (  وكذلك إشارة الزاوية  )تعتبر إشارة الالتواء  )}1-3-2)

 : يشار الالتواء بالرمز. ألؽن وسالبة عندما يكوف ىذا الزوج أيسر       ثنائي التعامد 
      

  

    
  
أي أف التواء الدنحتٍ الدستوي ، لػافظ ثنائي التعامد للمنحتٍ الدستوي على ابذاه ثابت

وعلى العكس أيضاً فإذا كاف التواء الدنحتٍ معدوماً دائماً فإف الدنحتٍ . يساوي الصفر دوماً 
أما بالنسبة للمنحنيات غتَ الدستوية فيمكن أف يكوف الالتواء مساوياً . مستوياً يكوف 

الدتناسب تناسباً       نسمي الدقدار  (.نقط الاستواء)للصفر في نقط منفردة فقط 
غتَ . عكسياً مع الالتواء بنصف قطر الالتواء وذلك بصورة مشابهة لنصف قطر الالضناء

العملية الدشابهة لعملية تعيتُ ورسم مركز الالضناء لا تعطينا أي ف. أف ىذا التشابو غتَ تاـ
 .مركز للالتواء

 :نعبر عن الالتواء بالعلاقة

  
                            

               
   

 :أو في صورة الإحداثيات

  

 

      
         
            

 

                                      
  

 
 :متحولًا فإف العلاقتتُ السابقتتُ بزتصراف بالشكل  إذا اعتبرنا القوس 

 

  
 
     

  
   

      

    
      

    

 
      

    
     

   

  
   

    

    
    

      

 :أو بصورة الإحداثيات
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 :أوجد التواء الدنحتٍ الحلزوني: 5-3-1مثال
                                                 

 :لدينا: الحل

                           
            
             
            

       

                 
 

            
 :وبالتالي لصد

  
 

     
  

موجب وأف التواء الدنحتٍ       ويتضح من ىنا أف التواء الدنحتٍ الحلزوني الألؽن 
 .الحلزوني الأيسر سالب

المؤثر التفاضلي  1.1 : 
 الدؤثر التفاضلييعرؼ  :1-4-1تعريف  بالشكل: 

k
z

j
y

i
x

ˆˆˆ 













 

 اللموضع،عندئذ يؤثر عليه ةً عددي دالةً  u تفإذا كان  بالشكل: 
  k

z

u
j

y

u
i

x

u
u ˆˆˆ 














 

 ugrad: ويرمز لو بػ  u دالةبتدرج الوتسمى ىذه العلاقة 
 

 تجوإف الد :ملاحظة u دالةلعمودي على سطح السوية ل u. 
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 :التدرج متجو خواصأىم  1.1.1

  

      212121

2121

:2

;:1

uuuuuu

uuuu



 

 
 

aوفق الشعاع  u مشتق التابع)
) 

 

 :إذا كاف :1-4-1 مثال
                                                

              :فأثبت أف
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 :شعاعاف ثابتاف والدطلوب       ليكن  :2-4-1 مثال
𝛻:    أثبت أف  -1             
                                       𝛻:   أثبت أف  -2
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 :الحل
 :أي      شعاع ثابت فرضاً فمركباتو ىي الأعداد الثابتة    بدا أف   -1

                
                             :لكنو 

                 
 :  بالتاليو 

                  
 𝛻        𝛻                           

                                  𝛻:   ىذا يعتٍ أف
            و           مقداراف عددياف عندئذ نفرض أف      و       بدا أف  -2

                                               
                 حسب الطلب الأوؿ  ،لكنو 

                                                             
 

      :أثبت أف: 3-4-1 مثال
 

 
                                                                   :الحل rgrad ln 

      

  
   

    

  
   

    

  
   

    

  

  

  
   

    

  

  

  
   

    

  

  

  
    

 
 

 
 
 

 
   

 

 
   

 

 
    

 

                
  

  
  

 :ىو âوفق شعاع التوجيو  uللتابع الدوجو  الدشتق إف :2-4-1تعريف
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knjmila          :                 حيث ˆˆˆˆ  
 :التابع، أي، ىي قيمة تدرج ىذا uللتابع موجو إف أعظم مشتق و 
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 :ذلك لأفو 
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 :ومنو لصد
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 ةسلميدالة  المعنى الهندسي لتدرج 1.1.1
القيمة   من الفراغ                أخذ في النقطةت           ةالسلمي دالةالإف 

 : ويسمى السطح الذي معادلتو.               
                        

لؽر   من الفراغ   أي أف من كل نقطة              بسطح السوية الدار بالنقطة 
 . السابقةعادلتو وفق معادلة السطح سطح سوية واحد و يتعتُ بد

على ىذا السطح فإف قيمة التابع تبقى ثابتة     إلى نقطة أخرى   النقطةفإذا انتقلت 
 : وبالتالي  وتساوي 

          ومنو                  

  
   

 إلى    فهي عندما تنتهي  على سطح السوية الدار بالنقطة      فإذا انتقلت النقطة 
ىو لشاس         تجووبالتالي فالد  إلى الدماس للسطح في النقطة     ينتهي القاطع   

 .  للسطح في النقطة 

 
 1-4-1:الشكل
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يتعامد مع    في النقطة    ةالسلمي لدالةلووفقاً للعلاقة السابقة نستنتج أف شعاع التدرج 
التدرج في أية نقطة يكوف  متجوأي أف .  بصيع الدماسات لذذا السطح في النقطة 
 : ك نستنتج النتيجة الذامة التاليةمن ذلطة و عمودياً على سطح السوية الدار بتلك النق

  إذا رمزنا 

  
 ةالدشتق هفإف ىذ  في النقطة      في ابذاه الناظم    ةالسلمي دالةال ةلدشتق  

 : يى
  

  
              

 .  الناظم للسطح في النقطةاحدة على الو  متجو      حيث لؽثل
 :كن كتابة العلاقة السابقة بالشكلولؽ

     
  

  
        

 .    مهما يكن ابذاه الناظم   التدرج يتجو دوماً بابذاه تزايد  متجووىذا يدؿ أف 
افظ في بصيع نقاط السطح بر   دالةالمن الواضح أف ما لؽيز سطوح السوية ىو أف 

فإذا أعطينا لذذه . اثيات النقطة التي لؽر بها السطحمرتبطة بإحد  الواحد على قيمتو ثابتة 
 . حصلنا على لرموعة من سطوح السوية، الثابتة قيماً عددية لستلفة

بالعودة إلى مثاؿ و . لؽر سطح سوية معتُ ضاءقطة من الفىذا مع العلم أف من كل ن
لحرارة الدتساوية لكل درجات االجسم الساخن فإف سطوح السوية فيو بسثل النقاط ذات 

 .سطح

 :للموضع متجهية دالة (تفرؽأو )تباعد 1.1.1
 :ىو      الدالة (تفرؽ أو)تباعد للموضع، فإف متجهية دالة     كن تل

                   
 

  
   

 

  
   

 

  
                    

  
   

  
 

   

  
 

   

  
   

                 :ينتج أف (1-4-1) الدثاؿمن  بالتاليو 
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 المعنى الهندسي للتباعد 1.1.1
ىو نهاية نسبة تدفق الحقل خلاؿ سطح مغلق صغتَ لزيط   إف تباعد الحقل في النقطة 

ف معدؿ تدفق إوبتعبتَ آخر لؽكننا القوؿ . لى قياس الحجم المحدد بهذا السطحإ  بالنقطة 
   حيث       السائل مقدراً بواحدات الحجوـ في وحدة الزمن يساوي تباعد الشعاع 

 .سرعتو     و. كثافة السائل

 يمتجهاعد الحقل الأىم خواص تب 2.1.1
 توكان       للاشتقاؽ بالنسبة لػػ  ةً قابل ةً سلميدالةً          ت إذا كان

 :للاشتقاؽ جزئياً فإف ةً قابل ةً يهمتج دالةً          
1-     𝛻    𝛻      𝛻       𝛻         

 :فإف ةً يمتجه دالةً     و ةً سلميدالةً    كذلك بفرض
2-    𝛻           𝛻          𝛻        
 :برىاف الخاصة الأولى   -3

𝛻                
 

  
   

 

  
   

 

  
                           

            
 

  
        

 

  
        

 

  
         

  
 

   

  
 

   

  
 

   

  
 

   

  
 

   

  
 

   

  
  

  
 

 

  
    

 

  
    

 

  
                        

 

  
    

 

  
   

 

  
           

             𝛻       𝛻      
 :برىاف الخاصة الثانية

𝛻           𝛻                         
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                        𝛻           𝛻         

 ي متجهدوران حقل  2.1

 تعريف الدوران  1.2.1
   نقطة من الفراغ المحدد بػالمحدد قياسو وابذاىو في كل      يتجهليكن لدينا الحقل الد

 :في ىذا الفراغ         والقابل للاشتقاؽ عند كل نقطة
                                                     

 :معرؼ كما يلي          أو          ويرمز لو بالرمز     ةيتجهالد دالةراف الإف دو 
        𝛻           

 

  
    

 

  
     

 

  
                     

  

       

 

  

 

  

 

  

      

   

        𝛻           
   

  
 

   

  
      

   

  
 

   

  
     

   

  
 

   

  
      

 لنلاحظ أنو عند فك الدعتُ فإف العوامل 

  
 

 

  
 

 

  
           لا بد وأف تسبق 

                 :ينتج أف (1-4-1) الدثاؿمن  بالتاليو 

 المعنى الهندسي للدوران  1.2.1
 متجوفيعرّؼ .  حوؿ لزور   بفرض أف لدينا جسماً ما يدور بسرعة زاوية منتظمة 

والدوجو على النحو الذي يكوف معو    المحموؿ على المحور  تجوبأنو الد     السرعة الزاوية 
 .موجباً   دوراف الجسم حوؿ 
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  الذي يعتُ موضع النقطة            متجو الدوضع    و  نقطة ثابتة على المحور   لتكن 

 . من الجسم
             :    ىو  حوؿ    لصد نصف قطر دوراف( 3 -1)من الشكل 

 :تساوي  للنقطة      بذلك فإف السرعة الخطية و 
                                 

 :ىذا الدقدار كما نعلم ىوو 
                 

 
  3-1: الشكل

بحيث تؤلف      ،      تُتجهالسرعة الخطية عمود على الدستوي الدعتُ بالد متجوكما أف 
               :ثلاثية موجبة أي أف       ,     ,    اتتجهالد

 :فإذا كاف
                                                           

 :    تجولنحسب الد 

              
       

      

   

                   

                     
 :         لنحسب الآف 
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        𝛻        

       

 

  

 

  

 

  

                     

    

                                       
ة الخطية في أية السرع متجوالسرعة الزاوية لجسم يدور يساوي نصف دوراف  متجو أي أف

 .          تجوىذا يفسر التسمية بدوراف الدنقطة من الجسم و 

 يمتجهأىم خواص دوران حقل  1.2.1
 :الخاصة الأولى

             𝛻    𝛻     
   

   
 

   

   
 

   

   
  

 :الخاصة الثانية
           𝛻    𝛻         

 :الخاصة الثالثة
            𝛻    𝛻           

 :الخاصة الرابعة
             𝛻    𝛻       𝛻    𝛻        𝛻

 
   

 :الخاصة الخامسة
𝛻              𝛻       𝛻         

 :الخاصة السادسة
𝛻              𝛻              𝛻             

ي متجهكل منهما تابع           أف تابع سلمي وقابل للاشتقاؽ مرتتُ و    وذلك بفرض أف
 .ن الدرتبة الثانية مستمرة أيضاً مستمر وقابل للاشتقاؽ وأف الدشتقات الجزئية م

 : قواعد الاشتقاؽ 3.1
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 :   أثبت أف :1-6-1 مثال
   

  

       
  

  

         
  

        
 

  
           

 

       
 

  
          

 : لكنو 
      

 

     
 

  
     

  

  
   

  

  
 
  

 
 

  

  
    

       
  

  
 

  

  
 

  

  
    

 :نعوض
  

  

    
  

  
       

 

  
 

  

  
   

 

  
    

 :ية من المرتبة الثانيةالمتجهالمشتقات  4.1

 : تفرؽ التدرج 1.4.1

 
𝛻  𝛻    𝛻 𝛻   𝛻  

                    
   

  𝛻مؤثر لابلاس حيث        𝛻يسمى 
  

    
  

    
  

      
نسمي ىذه الدعادلة كما ، ةتوافقيدالة       𝛻  :عادلةالدقق بر     دالةنسمي كل * 

 .معادلة لابلاس
 

                    𝛻                    :ملاحظة
𝛻   

   

   
 

   

   
 

   

   
                  𝛻    
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 : التدرجدوران  1.4.1

 
          

              
   

 

                                                 :نتيجة
 .ونو العدديمك    نسمي وني كمامكمتجو   في ىذه الحالة    نسمي و 

 تجوأي ينعدـ تفرؽ الد      𝛻      𝛻    𝛻  𝛻   𝛻 وإذا كاف أيضاً 
 .ةً توافقي دالةً كاف كمونو العددي   وني إذامالك

 

 : ملاحظة
                     𝛻      𝛻   

 .  الكموني  لمتجوىو كموف عددي ل      أي أف 

 :تفرؽ الدوران 1.4.1

 
          

            

   
 

  :نتيجة
        𝛻                     𝛻      

 .يتجهالدكمونو      لولبي كما نسمي  متجوفي ىذه الحالة    نسمي 
 

 :، فإفةً اختياري ةً عددي دالةً     تإذا كان :ملاحظة
   𝛻      𝛻    𝛻     𝛻   𝛻   𝛻         𝛻      

 .  اللولبي  لمتجوي لمتجهىو أيضاً كموف    𝛻    أي أف 
 

 :ةتوافقيلدالة عددية فهو تدرج ،  اً لولبي اً كموني  متجهاً    إذا كاف * 
 "كموني    لأف"   𝛻      (               1:       )البرىان

 "لولبي   لأف "                      (    2)                
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     𝛻    𝛻  𝛻   𝛻   𝛻        :(2)في ( 1)نعوض 
 .ةتوافقيدالة   أي أف 

 : دوران الدوران وتدرج التفرؽ 1.4.1

 
                     

                              
   

 

    ةالعددي دالةلأثبت أف ا: 1-7-1 مثال
 

   
في نطاؽ فراغي  ةتوافقيدالة  يى 

 .يطلب تعينو
   إف  :الحل

 

   
وعندئذ فإف   ،ؽ فراغي لا يشمل مبدأ الإحداثياتفي أي نطا      

 . موجود في ىذا النطاؽ     
                      

 

 
      

 

  
    

    
  

        
  

       
 .سابقوذلك حسب بسرين 

 : الكرويةحداثيات الاسطوانية و لاسي في الإالدوران واللابالتدرج والتفرؽ و  5.1
  :الدوضع، عندئذ نضع متجو    حداثيات الاسطوانية أو الكروية،  والإ       بفرض 

    
   

  
                          

   

  
                    

   

  
   

  :فإذا كاف
                                                          

 : عندئذ
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           :  أثبت أف: 1-8-1 مثال
  

     
  

 :الدوضع متجوعندئذ يكوف و             حداثيات ىي الكروية الإ :الحل
                                                      

     
   

  
                                          

    
   

  
                                              

     
   

  
                                            

بالتالي يتم حساب التدرج في أي نطاؽ فراغي لا يتقاطع و            شرط  وذلك ب
 :  مع المحور 

                   :لدينا
  

  

 

  
 

  

  

 

  
 

  

  

 

  
   

  

  
 

  

     
     

 

ثم   العددي  اأوجد كمونهو  ةكموني  ةيمتجه دالة يى     أثبت أف  : 2-8-1 مثال
 .   احسب 

      ة يالدتجه الدالةلضسب دوراف  :الحل
                                                           

 .ةكموني  ةمتجه      وبالتالي فإف  
 :عندئذ  ىو        ة يالدتجه للدالةأف الكموف العددي نفرض 

     𝛻       𝛻  
  

  
    𝛻  

  

  
     

  

 
    

                            𝛻                
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kujuiuA    :نفرض أف :3-8-1مثال  325       وj.ucosi.usinB  
ucosuusinu5B.A :أوجد 2   ، B.A

du

d   ، BA
du

d
     ، AA

du

d
.  

   ucosusinu5u
du

d

du

B.Ad 2   
 ucosusinuusinu10ucosu5 2   

  usin.u11ucos1u5 2  
  B

du

Ad

du

Bd
ABA

du

d
  

0ucosusin

u31u10

kji

0usinucos

uuu5

kji
232







 

  ]cossin5cossin[ 233 kuuuujuuiuu 

  ]kusinucosu10jusinu3iucosu3[ 22 
 

   jusinu3ucosuiucosu3usinu 2323


  kucosu11usinusinu5 2


  
 :طريقة أخرى

 kusinuucosu5jusinuiucosu

0ucosusin

uuu5

kji

BA 23332










 

      jusinu3ucosuiucosu3usinuBA
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d 2323


  

 kusinucosu11usinu5 2
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.A2A.

du
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du
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  ku3jiu10.kujuiu52 232


  53 u6u2u100   
 :ريقة أخرىط

      62423222 uuu25uuu5A.A   
  53622 u6u2u100uuu25

du

d
  

 

   :إذا كاف :4-8-1مثال 
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kyzxjeiyxV xy


cos22  
 : فاحسب 
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بفرض أف العلاقات الوسيطية للخط الأوسط لدنشأ على شكل درج  :5-8-1مثال 
u8z,usin6y,ucos6x     :حلزوني ىي  

0uوبفرض أف ىناؾ وثاقة تامة من أجل    وأنو ومن أجلu  توجد نهاية حرة  
Fمطبق عليها القوة 
 المحددة بػ :         k5.0j5.1iF


 

 :والدطلوب
 (.فرينيو)أوجد ثلاثية  .1
 .الدؤثرة عند لستلف مقاطع الدنشأأوجد علاقات القوى الداخلية  .2
 :ثلاثية فرينيو :أولاً  :الحل

ku8jusin6iucos6r



 

kjuiu
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rd 
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jusiniucosN :الناظم متجوويكوف 
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cos
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sin
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لضصل على علاقات القوى الداخلية في مقطع ما بإسقاط  :علاقات القوى الداخلية :ثانياً 
بالدقطع والتي الدرتبطة القوى الدؤثرة على لؽتُ أو يسار ىذا الدقطع على الثلاثية الدوضعية 

 :تتشكل من
في ثلاثية  الدماس للمنحتٍ T تجوالواحدة الناظمي على الدقطع والذي لؽاثل الد متجو     

 .فرينيو
العمودي على الدنحتٌ في ثلاثية  N تجوالواحدة الدماس للمقطع والذي لؽاثل الد متجو    

 .فرينيو
فهو نفس     و   ثلاثية مباشرة أو مع  Nو  Τفرينيو الذي يشكل مع  متجو    

 .من ثلاثية فرينيو    الشعاع 
الواحدة للمحور  تجوبد تجوعلى لزور ىو الجداء السلمي لذذا الد متجووالدعلوـ أف مسقط 

 .الدسقط عليو
 :الناظمية الدؤثرة في مقطع ما ىي وعليو فإف القوة

4.0cos9.0sin6.0.  uunFN 
 :ىي tوالقوة الداخلية الدماسية بابذاه 
uuTFTt sin5.1cos.  

 :ىي bالداخلية الدماسية بابذاه والقوة 
3.0cos2.1sin8.0.  uubFTb 
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 :فتكوف Gالدؤثرة في مقطع ما  GMأما قيمة العزوـ الدوجهة الداخلية 

FGAM G   
5.05.11

88sin60cos66



 uuu

kji

M G   

 :الحساب لصد وبإجراء
     

  kuu

juuiuuM G





]sin6cos19[

]8cos13[]12sin3[



   

 :أي أف
 uuM X  12sin3  

   uuMY  8cos13 
  uuMZ sin6cos19  

 

 :دالةلل ةالدوجه ةعتُّ الدشتق :6-8-1مثال   zyzyxzyxf  عند النقطة   ,,32
 0,2,10 P وذلك بابذاه: 
kjiu تجوالد. 1


22  

 .عند ىذه النقطة Nالناظم  تجوالد. 2

ukji بابذاه. 1: الحل
u

u
a :

3

2

3

1

3

2

||
 

 :وفق ىذا الابذاه ىو  لػ  ةالدوجه ةوبالتالي فالدشتق
fa

a

f





.

   
k

z

f
j

y

f
i

x

f
f














   kjzxixy  322  

kjiffgrad
oo PP  4|| 

  34
3

2

3

1

3

2
. 













kjikjifa

u

f 

 : حيث Nالواحدة بهذا الابذاه ىو  متجوإف : f تجوالد بابذاه .2

kji
kji

f

f
N

23

1

23

1

23

4

1116

4

||
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fNىو  fبابذاه   لػ  ةالدوجه ةوبالتالي الدشتق . إذف: 
23

23

18

23

1

23

1

23

16
. 




fN

N

f 

عند  fوىذه ىي القيمة العظمى لجميع الدشتقات الدوجهة لػ  0,2,10 P   كما نعلم
 .ذلك من الذندسة التحليلية

 

322حيث  f تجهيعتُ تباعد الحقل الد :7-8-1مثال  zyxf . 
kzyxjzyxizxyf                 :الحل 2223232 322  

 : ىو fوبالتالي فالتباعد 
zyxzxzyffdiv 223232 622.  
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 (1)تمارين محلولة 
                                               تجهيةالد دالةليكن ال -1
  :الدطلوبو 

 .        : احسب    - أ
 .        : احسب  - ب
- أ :الحل

                                                           
بالتالي كثتَات حدود و   استمرة لأف مركباتهمموجودة و     دالةإف الدشتقات الجزئية الأولى لل

 :الدوراف موجود

      

      

 

  

 

  

 

  

      

                      

            
         

     

  
 

    

  
        

  -ب

          

      

 

  

 

  

 

  

    

                         

 

 :    تجهيةالد دالةالكوف تلكي        احسب قيم الثوابت  -2
                                      

 .ةالنابذ دالةالفي أي نطاؽ فراغي بسيط الاتصاؿ ثم احسب تفرؽ  ةً كموني
. كثتَات حدود، فالدوراف موجود  الأف مركباته  في أي نطاؽ فراغي          :الحل

 :وبالتالي         :  كمونياً إذا كاف      تجوالدويكوف 
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 :عندئذ  يكوفو 
                                

 
     

      

  
 

         

  
 

       

  
                            

           :           تإذا كان -3
 

              
                                : فاحسب التًاكيب التالية

 :عطى في الإحداثيات الكرويةت   دالةال: الحل
                                                   

     
   

  
                                    

     
   

  
                                       

     
   

  
                                         

وبالتالي التدرج           أي عندما               والتدرج موجود عندما 
 .  موجود في أي نطاؽ فراغي لا يتقاطع مع المحور 
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                    :أثبت أف -4
بالتالي لا يشمل مبدأ الإحداثيات، و   في أي نطاؽ فراغي                   :الحل

 .الدوراف موجود
                                    

 

 
       

                        
                          

 

       :أثبت أف -5
  

  
. 
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 :يى تجهيةالد دالةال الإحداثيات ىي الإحداثيات الاسطوانية و:  الحل
                   
                                      
     

   

  
                         

     
   

  
                            

     
   

  
                   

وبالتالي الدوراف موجود في     أي عندما                  الدوراف موجود عندما
 .  أي نطاؽ فراغي لا يتقاطع مع المحور 
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 (1)غير محلولة  تػػػمػػػاريػػػن
kzyxjzyxizyxV   :تإذا كان -1 232 33 

  و  zyx3z,y,xf 2  
 :فاحسب ما يلي

a.V.b.f.V 

c. f.V d. Vf.

وذلك في النقطة  1,1,1  
      : الأجوبة        1,6,15,4 dcba  

 

kzjyixrحيث  rdivاحسب  -2


        ،الجواب:   
 

احسب  -3 Adiv  حيثA دالة متجهية و   ةسلمي دالة. 
AgradAdiv :الجواب . 

 

cإذا كاف  -4
  متجهاً ثابتاً ولدينا :rcA


  ،0 :فأثبت أفAdiv  

 

احسب  -5 ]/1.[ 3rr 
43 :الجواب r. 

 

Agradب سحا -6 div  حيثrrA /


   وkzjyixr


 
الجواب  3/2 rr


. 

 

  :أثبت أف -7  22112211 Ar o tcAr o tcAcAcr o t    12حيث , AA اف تدال
اف وتمستمر  متجهيتاف

12
,cc ثابتاف عددياف. 

 

 :برقق أف -8 ArotgradA    حيثA  و ةمستمر دالة متجهية دالة 
 .ةمستمر  ةسلمي
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  :لكي يكوف  عتُ قيمة الثابت  -9
      kzajxaizyxaV


223 12  

 .ياً لزافظاً ثم عتُ كمونو السلميمتجهحقلًا 
cxzyxfa             :الجواب  322,4. 

 

 .ة فرينيو لدنحن على شكل قطع ناقصأوجد ثلاثي -12
 

موثوؽ   مقطعها البدائي    لدينا منشأ على شكل ربع دائرة نصف قطرىا  -11
kjiF: ولؼضع للقوة حر  ومقطعها النهائي 


232   وللعزـ   مقدرة بالنيوتن

kjiM


253   ًمقدراً بالنيوتن متmN. والدطلوب: 
 .أوجد علاقة فرينيو -1
 .علاقات القوى الداخلية بدختلف مقاطع ربع الدائرة -2

 

2xyلدينا منشأ منحن على شكل قطع مكافئ معادلتو  -12   وبفرض أنو موثوؽ
ىو طرؼ حر ولؼضع للقوة  3xوأف طرفو عند ، 0xوثاقة تامة عند 

kjiF


532   وللعزـ   مقدرة بالنيوتنkjiM


3  ًمقدرا
 :والدطلوب إلغاد ..mNبالنيوتن متً 

 .ثلاثية فرينيو -1
 0xعلاقات القوى الداخلية في لستلف مقاطع القطع الدكافئ المحصورة بتُ  -2

 . 3xو
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 فهرس الفصل الثاني

 592 .................................................... :يةتجهالد التكاملات. 5
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 231 .......................................................... (5) لزلولة بسارين
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 الفصل الثاني

 يةمتجهالالتكاملات . 1

 :الموجوالمنحني  1.1
الدنحتٍ الفراغي المحدد الدفتوح أو الدغلق الصقيل أو  ،نقصد في بحثنا بالدنحتٍ الدوجو 

، فإذا كاف عتبر الدنحتٍ الدستوي كحالة خاصةون  الى   ، والدوجو من الصقيل جزئياً 
في عكس ابذاه دوراف ، فيعتبر موجهاً بالابذاه الدوجب إذا كاف الدنحتٍ الدستوي مغلقاً 

 .عقارب الساعة
 يةتجهالد دالةلليكن لدينا ا: 

kFjFiFzyxFF zyx
ˆˆˆ),,( 



 
 (.3RD)على الساحة  ةوالدستمر  ةالدعرف

 :وليكن لدينا الدنحتٍ الدستمر
],[;ˆ)(ˆ)(ˆ)()( batktzjtyitxtrr  

والقابل للاشتقاؽ على المجاؿ  D الواقع في الساحة ba,. 
TFالسلمي إف الدقدار ˆ.

يةتجهالد دالةلاحركة  لؽثلF
شعاع واحدة لشاس الدنحتٍ على 

 :على منحن موجو وأنواعهات الخطية التكاملا 1.1
 .على منحن موجو ىو عدد يةتجهالد دالةلا( أو جولاف)التكامل الخطي العددي (: 1ً

 

F يةتجهالد دالةللإف تكامل الدركبة الدماسية : 1-2-2:تعريف


يسمى  على الدنحتٍ  
 :كتب بالشكليو  على الدنحتٍ  يةتجهالد دالةلاجولاف 

:          ولكن بدا أف  
k

dt

tdz
j

dt

tdy
i

dt

tdx

dt

trd ˆ)(ˆ)(ˆ)()(




 



 dsTFG )ˆ.(
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kdzjdyidxrd    :                     فإف ˆˆˆ 

 

dsTrdT       :             كما أف
ds

rd
.ˆˆ 




 

rdFdsTF       :                فإوبالتالي ف


.)ˆ.(  
 :الجولاف يأخذ الشكل ، وبالتالي

)...(.)ˆ.( dzFdyFdxFrdFdsTFG zyx   
 


 

 

F يةتجهالد دالةلاثل بسعندما  :ملاحظة
 قوة تؤثر على نقطة مادية متحركة على الدنحن 

 :                ف التكاملإف



dsTF )ˆ.(

 
Fلؽثل عمل القوة 


 .عند انتقاؿ النقطة على الدنحتٍ  
 

Fإذا كاف  : 1-2-2 :ةىنر مب


)(في ساحة  كمونياً   اً متجه  3RD  أي أنو تدرج
),,( ةالعددي دالةلا zyxuu   حيثu مشتقات جزئية ضمن  اولذ ةً ومستمر  ةً معرف

D  ،فإف: 
1.       

 

 
 .    في    و   عن الطريق الذي يصل بتُ  مستقل          

2.             
 

 .Dيقع ضمن  وذلك من أجل كل منحن بسيط مغلق    
 

1  يةتجهالد دالةلل يتجهالدل الخطي التكام :(2ً


cF   على الدنحتٍ الدوجو  ىو
 :تجوالد






dzdydx

FFF

kji

rdF zyx

ˆˆˆ


 

 
 

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ dxFdyFkdzFdyFjdyFdzFi yxxzzy 
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zyxوالتكاملات موجودة لأف  FFF  .مستمرة على  ,,

 

1cu ةالعددي دالةلل يتجهالدالتكامل الخطي  :(3ً   على الدنحتٍ الدوجو  ىو
 :تجولدا

   
   

 dzukdyujdxuidru ˆˆˆ.

 
 .على  ةمستمر  u موجودة لأفوالتكاملات 

 

kyxjzxizyF:  يةتجهالد دالةلااحسب جولاف  : 1-2-2 :مثال ˆˆˆ   على
 :اللولب الدائري

  









4
,0;ˆˆsinˆcos:


tktbjtaitatrr
 

 
 

 )()( dzxydyxzdxyzdzFdyFdxFrdF zyx



     
8

sincos

)()(])([

2

4
0

24
0

4

0






ba
ttbtaxyzxyzd

zyxddzxydxyzdzxydyxdxyz

t







  



  

 

 :أنواع التكاملات السطحية على سطح موجو 1.1
1cluليكن   للموضع على سطح موجو  ةعددي دالة وليكن: 

kFjFiFF zyx
ˆˆˆ  

 على دالةالعندئذ  لظيز ثلاث أنواع من التكاملات لذذه  للموضع عليو، يةمتجه دالة
 :وىي

F يةتجهالد دالةللإف التكامل السطحي العددي  (:1)


أو ) على السطح الدوجو  
Fتدفق


 :ىو العدد( عبر  

 
 

 )ˆ(;)ˆ.(. n
ds

ds
dsnFsdF
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 :  فتَمز للتكامل بالشكل مغلقاً  سطحاً  وإذا كاف 




dsF . 

ىو  على السطح الدوجو  Fةيتجهالد دالةلل يتجهالدإف التكامل السطحي  (:2)
 :تجوالد

ds

FFF

kji

dsFnFsd

zyx

  
  

  coscoscos

ˆˆˆ

)ˆ( 

حيث  cos,cos,cos  جيوب بساـ توجيوn̂ . والتكاملات بعد النشر موجودة
zyxلأف  FFF  .وجيوب التماـ مستمرة على ىذا السطح  مستمرة على  ,,

 :تجوالدىو  على السطح الدوجو uالعددية دالةلل يتجهالدإف التكامل السطحي  (:3)

 
 .مستمرة على  n̂وجيوب بساـ  uوالتكاملات السطحية موجودة لأف 

 :للموضع ةيمتجهال دالةللالتكامل الحجمي  1.1
ckFjFiFF:  ليكن zyx  للموضع في منطقة  ةً يتجهم دالةً  ˆˆˆ

 :ىو Rعلى Fفاف تكامل  Rفراغية 
   
R R R R

zyx dvFkdvFjdvFidvF .ˆ.ˆ.ˆ. 

zyxوالتكاملات النابذة موجودة لأف  FFF  .Rمستمرة على  ,,

 :ة التحويلات من تكامل حجمي إلى تكامل سطحي وبالعكسىنر مب 2.1

 (:أو التباعد التفرؽة غوص في ىنر مب)ة الأولى ىنر مبال 1.2.1
1CFإذا كاف    ًللموضع في منطقة فراغية ةً يتجهم دالةR  وجو ملزاطة بسطح

 :فإف غلق م

    
    

 dsukdsujdsuidsnudsu  cosˆcosˆcosˆ)ˆ.(.
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R

dsFdvF ... 
 

 :ةيتجهالد دالةالاحسب تدفق : 1-5-2:مثال
kzjyixF ˆˆ2ˆ4 2 

 :من خلاؿ السطح الدغلق
3,0,422  zzyxs 

 :غوص لصد ةىنمبر بتطبيق  :الحل
dzdydxz

z
y

y
x

x
dvFdsF

RR

])()2()4([.. 2














  



     
R R

dddzzdzddZdzdydxZ

2

0

2

0

3

0

}])22([{22)22( 


   

2

0

2

0

2

0

6030}15{



 ddd 

 :الثانية ةىنر مبال 1.2.1
1Cuإذا كاف    ًللموضع في منطقة فراغية  عددياً  تابعاR  لزاطة بسطح موجو مغلق
 فإف: 

 



R

dsudvu ... 

 

 :الثالثة ةىنر مبال 1.2.1
1cFإذا كاف    ًللموضع في منطقة فراغية  ةً يتجهم دالةR  لزاطة بسطح موجو

 :فإف مغلق 
 




R

FdsdvF )( 
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 :ستوكس لتحويل تكامل سطحي إلى خطي وبالعكس ةىنر مب 1.2.1

، وليكن فراغي موجو مغلقمنحن  حافتو و  مفتوحاً  موجهاً  سطحاً  ليكن 
1cF   ًللموضع في نطاؽ فراغي  ةً يتجهم دالةD  لػوي السطح فإف: 

 
 

 dsFdsnF .ˆ)(

 
 

 :ةيتجهالد دالةالستوكس جولاف  ةىنمبر احسب بتطبيق :2-5-2 :مثال
kjxiyF ˆˆ3ˆ3  

2,122على لزيط الدائرة     zyx  والدوجهة بحيث تأخذy بالتزايد
 . xمن أجل قيم موجبة لػ 

 :ستوكس ةىنمبر لدينا حسب  :الحل
 
 

 dsnFdsFG ˆ)(. 

السطح الدشدود على الدنحتٍ    حيث   .سطح الدائرة :فإف  

kFkji

xy

zyx

kji

F ˆ6ˆ6ˆ0ˆ0

133

ˆˆˆ
















 

knف  إف   ومن أجل السطح  ˆˆ  وبالتالي: 
 
 

  6][66ˆ)ˆ6( 0sdsdskkG 

 :غرين في المستوي ةىنر مب 2.2.1
 :فإف ،0zفي الدستوي  واقعاً  مستوياً  منحنياً  في الحالة الخاصة التي يكوف فيها 

jFiFFjdyidxds yx
ˆˆ,ˆˆ  

 

dydxkds
y

F

x

F
kF

dyFdxFdsF

xy

yx

ˆ,)(ˆ

1.....
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         :   ومنو 2.....)(.)( dydx

y

F

x

F
dsF xy









 

 :ستوكس فنجد ةىنمبر في     و    نعوض 













)()( dyFdxFdydx

y

F

x

F
yx

xy 

yxمنحن موجو بالابذاه الدوجب و حيث  FF  .بسلك مشتقات أولى مستمرة ,

 :غرين ةىنر مب 3.2.1
22 تإذا كان ,  cwcu  ُللموضع في منطقة فراغية  تتُعددي دالتت

R بسطح موجو ومغلق  لزاطة فإف:
  

dvuwwudsuwwu
R

)()( 22  


 

 : أو

 









 R

dvuwwuds
n

u
w

n

w
u )()( 22 

حيث  
n

w

n

u








 .n̂تُ وفق تتُ موجهتبسثل مشتق ,
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 (1)محلولة  تمارين

 :  ةيتجهالد دالةالاحسب جولاف  -1
kyjxiyzF ˆˆ)2(ˆ)3( 2 

1,3649: على الدنحتٍ 22  zyxc 
 .2M)1,3,0(إلى النقطة  1M)1,0,2(في الابذاه الدوجب من النقطة 

 :تكتباف بالشكل c نلاحظ أف معادلتي الدنحتٍ :الحل







)49(

1,1
94

22

Z
yx

c

 
ويقع  )1,0,0(في النقطة  OZلؽثل قطع ناقص مركزه واقع على المحور cوالدنحتٍ 

 OYولزوره المحرقي يوازي  XOYالدوازي للمستوي  1zىذا القطع في الدستوي 
 :ه ىيؤ ووسطا

13,3,2  cba 
 :فتكوف معادلاتو الوسيطية ىي

1,sin3,cos2  ztytx 
  1M)1,0,2(النقطة 

 0tتقابل قيمة الوسيط  
  2M)1,3,0(النقطة 

تقابل قيمة الوسيط  
2


t          

 :ىو  cعلى الدنحتٍ  F ةيتجهالد دالةالوالتالي يكوف جولاف 
])2()3([)(.

2

1

2

1

2 dzydyxdxyzdzFdyFdxFdrFG
c

M

M

M

M

zyx    

cos3,sin2,0     :      ولكن  dzdttdydttdx 
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c

drF . 

 
2

0

]0)cos3()2cos2()sin2()sin33([



dttttt 

123]sincos[63])cossin(66[
2

0

2
0   





ttdttt 
 

 : ةيتجهالد دالةالاحسب جولاف  -2
jxyiyxF ˆ)43(ˆ)2( 2  

)0,0(,)0,2(,)1,2(   :على الدثلث الذي رؤوسو النقاط BAo. 
 ، لضسب الجولاف على كل من القطعBAOعلى الدثلث  Fلحساب جولاف :الحل

AoBAoBالدستقيمة    .ولصمع النواتج ,,
 :Aoالجولان على القطعة : (1

 :فإيساوي الصفر وبالتالي فAoإف ترتيب كل نقطة من نقاط القطعة 
])43()2([)(. 2

1 dyxydxyxdyFdxFdrFG
AoAo Ao

yx    

 :                   فنجد    بػ dyوكل     بػ    yنعوض كل  

                

2

0

1 42 dxxG  

                                           :BAالجولان على القطعة  :(2 
 :      فإوبالتالي ف   يساوي BAإف فاصل كل نقطة من نقاط القطعة

])43()2([. 2

2 dyxydxyxdrFG
BABA

  

 :فنجد   بػ  dxوكل    بػ    xنبدؿ كل  

2

13
]8

2

3
[)83( 1

0

2

1

0

2


  yydyyG 

 :oBالجولان على القطعة  :(3



 
 الدتجهية التكاملات :الفصل الثاني 232

 
yx: ىي وoBإف معادلة الدستقيم الواصل بتُ  2  والجولاف يتم وفق الابذاه من  

 :عندئذ    لى النقطة التي ترتيبها إ    أي من النقطة التي ترتيبها   إلى 
])43()2([. 2

3 dyxydxyxdrFG

oBoB

  

 :فنجد dy2بػ  dx وكل y2بػ  x نبدؿ كل






0

1

2

1

20

3
6

13
)32(])83()4(2[ dyyydyyydyyyG 

 :يكوف BAOوبالتالي الجولاف على الدثلث 

3

14

6

13

2

13
4321


 GGGG 

 

 :ةيتجهالد دالةالينا ليكن لد -3
kzyyjzyzxiyF ˆ)(cosˆ])(cos[ˆ  

 :والدطلوب
 .كمونياً  اً متجهFواستنتج أف  Fاحسب  :(1ً
 .أوجد كمونو العددي :(2ً
,1(من النقطة Fاحسب جولاف  :(3ً

2
,0(1


M  الى النقطة)

2
,1,0(2


M. 

 :الحل
 :نلاحظ أف  :(1ً  

)(cos)(cos[

ˆˆˆˆˆˆ

zyyzyzxy

zyx

kji

FFF

zyx

kji

F

zyx 

























 

0ˆ0ˆ0ˆ0


 kji 
0 إذاً 


 F  ىذا يعتٍ أفF   كمونيمتجو. 

بحيث يكوف f كموني فيوجد لو كموف عددي وليكن  متجوFبدا أف :(2ً
fgradF   عندئذ ،: 
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)1........(y

x

f

x

f
Fx 









 

)2)........((cos zyzx
y

f

y

f
Fy 









 

)3)........((cos zyy
z

f

z

f
Fz 









 

 :   فنجد xبالنسبة لػ     نكامل العلاقة 
)4)........(,( zyyxf  

 :فنجد yبالنسبة لػ     نشتق العلاقة 
)(cos zyz

yy
x

y

f














  

 :فنجد yنكامل العلاقة السابقة  بالنسبة لػ 
)5)........(()(sin zgzyyxf  

 :فنجد zبالنسبة لػ      نشتق العلاقة 
czg

zd

gd

zd

gd
zyy

z

f





)(0)(cos 

 :لضصل على الكموف العددي وىو    نعوض في 
czyyxf  )(sin 

3ً): 
][][.

2

1

2

1

2

1

dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
dzFdyFdxFdrFG

M

M

M

M

zyx

M

M













  

 
2

1

011)()( 21

M

M

ccMfMffd 
 

 : ةيتجهالد دالةالاحسب تدفق  -4
kzxjzyiyxF ˆˆˆ2 2  

 :زي الدستطيلات الدعتُ بالدعادلاتالذي ىو متوا من خلاؿ السطح 
3,1,2,0,0,0  zyxzyx 
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 :ة غوص لصدىنمبر بتطبيق  :الحل

 

 
 

2

0

306186)393( dxx 
 

 :، فأثبت أفسطحاً بسيطاً ومغلقاً  ليكن  -5

           








 
 ;4

;0
ˆ.

3



ds
r

nr


        

 :( الحجم الذي لػده   حيث ) :ة غوص لصدىنمبر بتطبيق  :الحل
dv

r

r
ds

r

nr
I

R

 


33

ˆ.


 

خارج    إذا كاف الدبدأ  -1 or  ونعلم أفo
r

r
oI 
















3
 

وتقع  نصف قطرىا   لضيط الدبدأ بكرة صغتَة    داخل   إذا كاف الدبدأ  -2
 :فعندئذ يكوف والسطح  للحجم المحصور بتُ الكرة  ولنرمز بػ  ضمن 

















 

 d
r

nr
Iovd

r

r
d

r

nr
ds

r

nr
3333

ˆˆˆ.


 

ىو  ولكن شعاع واحدة الناظم على الكرة 


r

r

r
n







ˆ  لأفr
 على  






4)4(
11 2

222
  x

x
d

xx

d
I 

 
 

   


dvxzydvFdsnF
R R

)2()ˆ.( 2

 dxdyxydxdydzxzy ])396([})2([{

2

0

1

0

3

0

2

0

1

0

2

     

  خارج     إذا كاف الدبدأ 

  داخل    إذا كاف الدبدأ 
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 (:اتىنر مبدون استخدام ال)ق حساب التدفق بصورة مباشرة ائطر  3.1

 :معيناً بالدعادلات الوسيطية من الشكل إذا كاف السطح  :(1
Gvukvuzjvuyivuxvu  ),(;ˆ),(ˆ),(ˆ),(),(|  

dsnعندئذ الجداء  dvdu:     يكتب بالشكل ˆ.
v

r

u

r
dsn 





















.ˆ  

dvdu:       والتدفق يصبح
v

r

u

r
FdsnF

G


















 




)ˆ.( 

 

الذي معادلاتو  الدوضع من خلاؿ السطح  متجواحسب تدفق :1-6-2 :تمرين
 :الوسيطية

uzvuyvux  ,sin,cos| 
         :  حيث 2,2;),(  vouovuG 
kziyixr          : يى ةالدفروض ةيتجهالد دالةال :الحل ˆˆˆ 

 

dvdu
vd

r

u

r
rdsnr

G

 









 










.)ˆ.( 

:    ولكن kujvuivuvurr ˆˆsinˆcos),(
 

jvuivu
v

r
kjiv

u

r ˆcosˆsin,ˆˆsinˆcos 










 

zuvuyvux

vuvu

vv

Zyx

v

r

u

r
r 




















 sincos

0cossin

1sincos


 

 :فإف ولكن من أجل بصيع نقاط السطح 
uZvuyvux  ,sin,cos 

0sincos. 22222 
















 uvuvu

v

r

u

r
r


 

 :، ىو  وبالتالي التدفق   . 



 
 الدتجهية التكاملات :الفصل الثاني 213

 
),,(0: بالدعادلة الديكارتية،  السطح  ىعندما يعط :(2 zyxf وبالتالي :

f

f
n




 



fلأف )  ˆ
  يعامد السطح) 

 :عندئذ   ،    مسقط عنصر السطح على الدستوي  dyxdلنفرض أف 

kn

dydx
dskndskndsdydx

ˆˆ

ˆ.ˆ)ˆ,ˆ(cos  

     : وبالتالي
k

f

f

dydx

f

f
F

kn

dydx
nFdsnF

GG ˆ

.
ˆ.ˆ

ˆ)ˆ.(

11






 









 
             (     على  مسقط    حيث ) 

kf

dydx
fF

G
ˆ

1


  
 

: وبالدثل
  if

zdyd
fF

if

zdyd
fFdsnF

GG
ˆ

.
ˆ

)ˆ.(

32





 








 
 

 :ةيتجهالد دالةالاحسب تدفق  :2-6-2 :تمرين
kyyizF ˆ3ˆ12ˆ18 

  من خلاؿ السطح الذي ىو جزء الدستوي 
12632  zyx ن الأوؿمالواقع في الث: 

 :الحل
012632ˆ6ˆ3ˆ2  zyxfkjif

 
        yzfFkf 183636.6ˆ. 

 
yxz :فإف ولؽكن من أجل بصيع نقاط  32126                           

xyyxfF 12361836181272. 
                                       

                                                                                   :وبالتالي

dxdy( :     على  مسقط    )
kf

fF
dsnF

R

 
 




1

ˆ.
)ˆ.( 




 



 
 الدتجهية التكاملات :الفصل الثاني 211

 

 





x

R

dxdyxdxdyx
3

2
4

0

6

0

24])26()1236(
6

1

1

 

 :عندما يعطى السطح بالاحداثيات الكروية أو الاسطوانية( 3
 

kzjyixF:  ةيتجهالد دالةالاحسب تدفق  :3-6-2 :تمرين ˆ2ˆˆ 
 

2222النصف العلوي لسطح الكرة  من خلاؿ السطح  azyx . 
 :الدعادلات الوسيطية للسطح ىيحداثيات الكروية فإف بالانتقاؿ إلى الإ: الحل

 cos,sinsin,cossin| azayax  










2

0,2);,( 11


 oG 

 :حداثيات الكروية لصداعتماداً على الإ
 ddads sin2 

:            وأيضاً 
 

)ˆˆˆ(
1

2

ˆˆˆ2

||
ˆ

222
kzjyix

azyx

kzjyix

f

f
n 









 



 

kjin ˆcosˆsinsinˆcossinˆ   



 dsnF )ˆ.(


  
]cosˆsinsinˆcossin[]ˆcos2ˆsinsinˆcossin[

1

   jikajaia
G

 

  


cos)cos31(2]sin[ 2

2/

0

32 dadda 

0]cos[cos2 2
0

33 
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 الفصل الثالث

 يمتجهالللتحليل  التطبيقات الفيزيائية والهندسية. 1

 يمتجهالالتطبيقات الفيزيائية للتحليل : أولاً  1.1
ولنأخذ جزء من مائع يشغل . كثافة مائع ما        لتكن  :معادلة الاستمرار 1.1.1

عندئذ معدؿ زيادة كتلة الدائع . لزاطة بسطح افتًاضي مغلق موجو   منطقة فراغية 
 :ىو  ويها السطح بالنسبة لػ التي لػ

       







RR

dV
dt

p
dV

t
 

  موجو خارج الدنطقة فإف كتلة الدائع الداخل إلى  n̂سرعة الدائع وبدا أف الناظم   بفرض 
dsnv     :ىي  في    عبر الدساحة  ˆ).( 

 :ىو ضمن   وبالتالي معدؿ زيادة كتلة الدائع بالنسبة لػ 
         

 R

dvvdsnv ).(ˆ)(     (حسب غوص) 

           :ينتج    و    من  


RR

dVvdV
dt

).(
 

)(وبالتالي  v
dt





 0 :ىذا يعتٍ أف)( 


v

td



 .معادلة الاستقرار 

 :المعادلة التفاضلية للإيصال الحراري 1.1.1
،    عنصر الحجم في    حرارتو النوعية و   نكلتو    النقطة جسم فيكثافة    لتكن 
متصاص العنصر لكمية من اتقابل    بدقدار   زيادة درجة الحرارة في تكوف  عندئذ

 .       الحرارة قدرىا 
 .الجسم واقعة بساماً على ىذا  موجهاً مغلقاً لػيط بدنطقة  سطحاً  وليكن 
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فإذا كاف 













t

T  عندئذ كمية حرارة الدادة  في وحدة الزمن ،  الطفاض الحرارة في ىو

 :تنقص في وحدة الزمن بدقدار  نطقة الد الواقعة في
         




R

dV
t

T
c 

في وحدة  عبر وجود مساحة السطح   ومن جهة أخرى فإف كمية الحرارة الخارجة من 
 :الزمن ىي

).(ˆ.ˆ TknFn  
,)0(وباستخداـ القانوف   KTkF  لصد أف كمية الحرارة التي بزرج عبر السطح

 في وحدة الزمن ىي: 
        

 R

dvTkdsTkn ).()(.ˆ 

 :ينتج    و    ة غوص وبتساوي ىنمبر باستخداـ 
dvTkdv

t

T
c

RR

)( 



  

 :وبالتالي
             ).(

1
Tk

cdt

T





 .الحراري للإيصاؿالدعادلة التفاضلية  

 :معادلات ماكسويل ونتائجها 1.1.1
 و، مو للشحنة يجالحكثافة ال ρ ، و الحقل الدغناطيسي  و، الحقل الكهربائي   ليكن 
الناقلية   و ، النفوذية الدغناطيسية  μ،و  السماحية الكهربائية   ، و الزمن  ليكن 

 ،التحريض الدغناطيسي   μ   التحريض الكهربائي و       و الكهربائية
ناقل ساكن متجانس تعادلي الخواص و متصل  وسط يار ، فيكثافة الت      و

الدوضع والزمن معاً  بدواؿهرطيسي الدعتُ كسويل للحقل الكوبالتالي معادلات ما  .الشحنة
 :ىي الدعادلات الأربع       

    
                   k

E
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                        oH  
         

t

E
KEH



  

                  
t

H
E




  

 :معادلتا البرؽ والانتشار الكهربائي 1.1.1
 :ينتج أف    في الدعادلة     يوضع 

                   IE 0         
 :ينتج بأخذ دوراف الطرفتُ    من 

                IIH
t

E )()( 



   

 :     بإلغاد قيمة الطرؼ الأيسر في  وبالتالي، لق بالزمن تعلا ت وذلك لأف 
EEE 2)()(  

 :يكوف    وباستخداـ 
 IIIEE 2)(   

 :تنتج     في       و    بتعويض 
      (معادلة البرؽ)

                 2

2
2

t

E
k

t

E
E









  

 .لػقق الدعادلة نفسها  بالطريقة نفسها نبرىن أف 
من لذلك لؽكن في الحالة الخاصة التي يكوف فيها تغتَ الحقل الكهرطيسي بطيئاً بالنسبة للز 

العاؿ الحد الذي لػوي الدقدار 
2

2

t

E



 وبوضع  ، في معادلة البرؽEJ   في الناتج 

 :على الدعادلة التفاضلية ، لضصل

      ( معادلة الانتشار الكهربائي)
t

J
J




 2 
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 يلمتجهلتطبيقات الهندسية للتحليل اا: ثانياً  1.1

 :حركة الجسم الصلب والتشوه الصغير 1.1.1
 :تعطى بالعلاقة  نعلم أف سرعة نقطة ما من جسم صلب يدور حوؿ نقطة 

               
إف أعم حركة  .يلدتجهانصف القطر      شعاع الدوراف الآني و    وذلك بفرض أف 

لى الحركة السابقة بحركة انسحابية إ ب تتم عندما يقوـ الجسم بالإضافةللجسم الصل
 :يعبر عن السرعة الكلية بالعلاقة وعندىا،     سرعتها 

                     
لنلاحظ قبل كل . معلوماً      الدوراف حتُ يكوف حقل السرع   متجوسنبحث الآف عن 

فهي إذف ، في بصيع نقاط الجسم وابذاىاً  شدةً  في لحظة ما متساويةً       شيء أف الأشعة 
 .          وعندىا لصد أف            مستقلة عن

           ي لخارجوبدا أف مركبات الجداء ا. حداثيةعلى المحاور الإ    مركبات         لتكن
 :ىي

    –                –                –      
 :بالشكل     الدوراف الآني بدلالة   متجوفيمكننا أف نعبر عن 

    
 

   
          

 .السرعة متجوبدوراف            تجومن ىنا يتضح سبب تسمية الد
الذي           تجوحصلنا على الد،    بالعنصر الزمتٍ الصغتَ     السرعة  متجوذا ضربنا إ

وبهذا لضصل على الحقل .   يعطى الانتقاؿ التقريبي لنقطة خلاؿ العنصر الزمتٍ الصغتَ 
 :قالات الصغتَة لنقاط الجسم الصلبللانت يلدتجها

               
 :الانتقاؿ متجويكوف ، ابيةحاؿ عدـ وجود حركة انسحففي 
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على لزور الدوراف طولو يساوي زاوية الدوراف  لزمولاً  صغتَاً  اً متجه              بفرض  

        و ،تجوالدذا مركبات ى              ولتكن،   الصغتَة خلاؿ المجاؿ الزمتٍ 
 :         عندىا تغدو مركبات الشعاع ، ثيات نقطة متحولة من الجسم الصلبحداإ

                                                        
الانتقاؿ على النحو  متجو الدورانات الصغتَة بدلالة متجوعن ، من السهل أف نعبر ىنا

                                       :التالي
 

   
               

خطية متجانسة  دواؿىي        ف العلاقات الأختَة تبتُ أف مركبات إف، لى ذلكإوبالإضافة 
 .       بالنسبة للإحداثيات 

ذلك عندما نس و لننظر الآف في الحالة العامة عندما يتعرض الجسم للتشوه الخطي الدتجا
 .خطية متجانسة بالنسبة للإحداثيات دواؿالانتقاؿ  متجوتكوف مركبات 

         ;    
              
               

   
             

             

بالقرب من مبدأ   وسنقتصر على حجم عنصري ، صغتَة  و  و  سنعتبر الأمثاؿ 
ياتها حداثإوبالتالي ،         تنزاح بدقدار الشعاعن ىذا الحجم إف كل نقطة م. حداثياتالإ

 :الجديدة تصبح بعد الانزياح
                                                                 

  
 :أي أف

 

                        
                       

                      
  

كأنو جسم صلب متماسك و   حوؿ   إف ىذا التحويل لؽثل دورانا للحجم العنصري 
 أي، عامة فانو يرتبط بتشوه ىذا الحجمأما في الحالة ال،  وذلك في حالات خاصة فقط

 :ولنشرح ىذا الدوضوع بشكل أكثر  تفصيلاً  .بتغتَ الأبعاد بتُ نقاطو
 :ىي    حسب         الانتقاؿ  متجوف مركبات دوراف إ
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 الانتقاؿ  متجولى دوراف الحجم العنصري ككل لحصلنا على  إولو آؿ التحويل 

 
   
ذي          

 :الدركبات
  

   
 

 

 
          

 

 
        

  
   

 
 

 
         

 

 
         

  
   

 
 

 
         

 

 
        

  

 :الأختَ بالشكل تجوالدولظثل ،   من  تجولنطرح ىذا الد
    

 
   
       

  
 

   
         

 :ىي التشوه البحت متجوبفرض مركبات 
  

   
     

 

 
         

 

 
           

  
   

 
 

 
             

 

 
           

  
   

 
 

 
         

 

 
               

 :ذلك لأف، كموني  تجوالدلسهل أف نرى أف ىذا ومن ا
 

 
   
       

 
 

 
         

     
     

            

                           
 .يساوي الصفر تجوالدأف دوراف ىذا ومن الواضح 

لحجم الجديد بعد التشوه يعبر عن ا. بنتيجة التشوه لنعتُ الآف تغتَ الحجم العنصري
 :بالتكامل

           
 

    
  

 :للمتحولات وجدنا ذا أجرينا تغتَاً وا
                                –          

  
                                             

ولى بالنسبة الحدود ذات الدرجة الأوبفك الأقواس والإبقاء فقط على الحد الثابت و 
 :لصد  و  و  للأمثاؿ الصغتَة 
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 :العلاقة السابقةوعندىا تعطى 

                         
 

 
             

ويكوف التغتَ الحجمي . ل قياس الحجم العنصري قبل التشوهلؽث  وذلك بفرض أف 
 :عندئذ مساوياً 

    

 
           

 
تفرؽ أي أف             ىو وليس من الصعب أف نبتُ أف المجموع الدوجود في الطرؼ الألؽن 

 .غتَ الحجميتباعد حقل الانتقالات يساوي عامل التأو 

 :معادلات تحريك السائل المثالي 1.1.1
الداخلية  الذي تؤوؿ فيو القوى غتَ الدتماسكسائل الدثالي ذلك الوسط الدتصل و نعتٍ بال

ذا اجتزأنا من ىذا إبحيث أننا ، الى ضغط ناظمي( في حاؿ توازف السائل أو حركتو)
آؿ تأثتَ القسم الباقي من الوسط على ىذا     بالسطح  لزصوراً     ما  اً الوسط حجم

س لى قياإ   ػػلنرمز ب. بابذاه الناظم الداخلي    لى قوة موجهة في كل نقطة من إالجزء 
 .(أي الضغط)ىذه القوة على واحدة الدساحة 

 .سلمياً  في لستلف نقاط الوسط تشكل في لحظة حقلاً      إف قيم الضغط 
 : بالتكامل    ولؽكن التعبتَ عن لزصلة قوى الضغط على السطح الخارجي للحيز  

            

   
           

 

   
  

بينما يتجو  .لأف الضغط الدوجب يؤثر في ابذاه الناظم الداخلي    شارة  وقد وضعنا الإ
 .بابذاه الناظم الخارجي فرضاً           تجوالد

فيجب أف تكوف قوى الضغط متوازنة مع القوى الخارجية التي ، مبدأ دالامبتَلى إ واستناداً 
 :ىي    والتي لزصلتها في الحجم  ، الكتلة ةمن أجل واحد     ػنرمز لذا ب
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   من أجل عنصر الكتلة حيث بسثل           ليها قوة العطالة التي تساوي إتضاؼ 

    قوة العطالة الدطبقة على الحجم وىكذا فإف . تسارعها     كثافة الجزيئة السائلية وال
 :        تساوي

           
 

   
  

 :لصد العلاقة، لى مبدأ دالامبتَإ وعندىا واستناداً 
                        

 

   
  

 :أي، ساوي الصفرتللتكامل  ةالخاضع دالةأف ال ، ويتًتب عليها
                                        

 تكافئ ثلاث معادلات ىي الدعادلات     إف ىذه الدعادلة. كيفي   وذلك لأف 
 . الأساسية لتحريك السائل الدثالي

ف إ   والزمن        لإحداثيات النقطة  دواؿ        السرعة  متجولتكن مركبات 
  متجو بالنسبة للزمن لدركبة ةالكلي ةىي الدشتق          على المحور      التسارع متجومركبة 

 :لذا لؽكننا أف نكتب ،           السرعة 
   

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

   

   

  
  

 أو
   

  

  
 

  

  
  

  

  
  

  

   
   

 :كذلك فإف
   

  

  
 

  

  
  

  

  
  

  

   
   

 
   

  

  
 

  

  
  

  

  
  

  

   
   

 :لى الدعادلات الثلاث التاليةإنا تقود     يوهتجوىكذا فإف الدعادلة الد
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ولغب أف . (أولر)لات برريك السائل في صيغة نها معادإعن ىذه الدعادلات  ويقاؿ
 .تي استنتجناىا في الفقرة السابقةلى ىذه الدعادلات معادلة الاستمرار الإنضيف 

 :بالشكل    ذا استعملنا ىذه الرموز لؽكن كتابة العلاقة إو 
  

  
 

  

  
  

  

  
  

  

   
     

  

  
 

  

  
 

  

   
      

 ضاءاختًنا إحداثيات النقطة في الفإف ما لؽيز ىذه الدعادلات أننا عند دراسة الحركة 
 .كمتحولات مستقلة    والزمن        
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 يمتجهتمارين عامة في التحليل ال

 :        في النقطة                 : دالةلل ةيتجهالد ةأوجد الدشتق -1
 . في ابذاه تزايد الإحداثي  -1ً
 .         إلى النقطة          في الابذاه من النقطة  -2ً

 :الحل
بابذاه  ةىو عبارة عن الدشتق  بابذاه تزايد الإحداثي   دالة لل ةيتجهالد ةإف الدشتق -1ً

 :وبالتالي فإف          الواحدة  متجو
         

   
   

         

  
   

         

  
   

         

  
                  

 :تجولشثل بالد          إلى النقطة           إف الابذاه الواصل من النقطة  -2ً
                                

 
                        

 : يكوف تجوواحدة ىذا الد متجووبالتالي فإف 
    

    

      
  

 

 
       

  

 
      

 :وبالتالي فإف
          

     
  

 

 
  

          

  
  

          

  
  

  

 
  

          

  
  

  
 

 
      

  

 
      

  

 
   

 :دالةلل ةيتجهالد ةأوجد الدشتق -2
وفق ابذاه تزايد       في النقطة                   

 .النصف الأوؿ
الواحدة الدوجو بابذاه تزايد الدنصف  متجو         ليكن : الحل

 :ولكن لدينا    حيث     الأوؿ فهذا يعتٍ أف 
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   :وبالتالي فإف
 

  
. 

     : الواحدة الدوجو بابذاه تزايد الدنصف الأوؿ ىو متجو و بالتالي ،
 

  
 

 

  
  

 :فأ منو ، ينتجو 
 

       

     
 

 

  
  

       

  
 

 

  

       

  
 

 

  
 
 

 
 

 

 
  

 

  
  

 
 

في النقطة                       : دالةلل ةيتجهالد ةأوجد الدشتق -3
وفق الابذاه الذي يصنع مع المحاور الإحداثية         

 .زوايا حادة متساوية
الواحدة وفق  متجوىو            لنفرض أف : الحل

الابذاه الدطلوب أي أنو يصنع مع المحاور الإحداثية زوايا 
ما ىي إلا  تجوحادة متساوية ولكن مركبات ىذا الد

 :يصنعها مع المحاور الإحداثية أي أفبذيبات الزوايا التي 
                          

                                                     وبدا أف 
 :،فإفحادة    ولأف         ولكن 

                 
 

  
  

           :إذف
 

  
     أي أف ،   

 

  
 

 

  
 

 

  
 :فأ منو ، ينتجو     

 
         

     
 

 

  
   

         

  
 

         

  
 

         

  
  

 

  
  

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 

  
  
 

               : دالةلل ةيتجهالد ةأوجد الدشتق -4
 وفق الابذاه الذي يصنع زاوية قياسها 

   
رادياف مع لزور  

 .     الفواصل في النقطة 
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 : الواحدة وفق الابذاه الدطلوب فعندئذ  يكوف متجوىو          لنفرض أف  : الحل
     

 

   
 

 

   
         

 

   
 

  

 
  

 :وبالتالي فإف
       

     
 

 

   
 
       

  
 

  

 

       

  
 

 

   
   

  

 
      

 (دائري لولب)                             ليكن لدينا الدنحتٍ  -5
 :والدطلوب

واستنتج أف تقوس                أوجد ثلاثية فرينيو  -1ً
 .اللولب ثابت

أوجد معدلات الدستقيم الدماس والدستوي الناظم في  -2ً
  النقطة الدوافقة لػ 

   

 
 

                             (:     1ً :الحل
                                    

 : وبالتالي فإف
    

      

        
 

 

  
                       

     
    

  
 

    

  
   

  

  
 

    

  
  
  

 

    

  
        

 
 

   
                  

        اللولب الدائري في كل نقطة من نقاطو ثابت ويساوي  وبالتالي فإف تقوس
 

   
 

      
   

     
                      

                

                  

 
 

  
    

 

  
    

 

  

           

  
 

  
         

 

  
              

  
     

           ويعامد الشعاع            نعلم أف معادلة الدستقيم الدار من النقطة  -2ً
                               :لعا
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  إف النقطة الدوافقة لػ 
 

 
       ىي  

 

 
وبالتالي فالدستقيم الدماس للولب الدائري   

 : في ىذه النقطة يكوف     ىذه النقطة ولكن  في    ويوازي الشعاع    لؽر من النقطة 
    

 

  
                    

 

  
   

 

  
   

 :معادلتي الدماس تكونا
   

 
 

  

 
   

 
 

  
 

 
 

  

  

 :أو الدماس على شكل فصل مشتًؾ للمستويتُ
             

 

 
  

 :ىي            تجوويوازي الد           ونعلم أف معادلة مستو  لؽر من النقطة 
                           

     ولؽر من النقطة      واحدة الدماس متجوفالدستوي الناظم للولب يعامد وبالتالي 
 

 
  

 :فتكوف معادلتو
 

 

  
             

 

  
   

 

 
        

 

 
    

 .الناظممعادلة الدستوي 
 

 ىو مقدار  أثبت أف تقوس الدائرة التي نصف قطرىا  -6
 .ثابت في كل نقطة من نقاطها

تنسب ىذه الدائرة إلى بصلة لزاور إحداثية متعامدة : الحل
مبدأ ىذه الجملة يقع في مركز الدائرة فتكوف     ونظامية 

 :الدعادلات الوسيطة للدائرة
                                    

 :ةالدستمر  تجيوالد دالةوبالتالي فإف ال
                                          

 .ثل منحتٍ ىذه الدائرةبس
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  :                     ولكن

  
                  

      
 

 
 
    

  
 

 

 
                           

 

 
        

 

ليكن لدينا الدنحتٍ الدعطى بالدعادلات  -7
 :الوسيطية

                                  
إلغاد معادلتي الدستقيم الدماس : والدطلوب
الدستوي الناظم للمنحتٍ في النقطة ومعادلة 
 .    الدوافقة لػ

 :ةالدستمر  تجيوالد دالةالإف : الحل
                                     

 ،في كل نقطة من نقاطو    ولكن منحى الدماس للمنحتٍ     ثل الدنحتٍ بس
                                        :تجولشثل بالد

 .          : ىي    الدوافقة لقيمة الوسيط     إف النقطة من الدنحتٍ 
 :تجوفي النقطة معتُ بالد    كما أف منحتٍ الدستقيم الدماس للمنحتٍ 

                          
 :لعا   في النقطة     وبالتالي فإف معادلتي الدستقيم الدماس للمنحتٍ 

   
   

 
 

   

 
 

   

 
   

 :الدستقيم على شكل فصل مشتًؾ لدستويتُ أو ىذا
              

       
ىو عبارة عن الدستوى     في النقطة الدوافقة لػ     كما أف الدستوى الناظم للمنحتٍ 

 :فتكوف معادلتو،                 متجولوالدعامد ل   الدار من النقطة 
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                                              :أو
 :ليكن لدينا السطح -8

                                          
 :  والدطلوب

أوجد الدعادلة الديكارتية لذذا السطح واستنتج  -1
 .نوع ىذا السطح

 .ماذا بسثل الدنحنيات الإحداثية على ىذا السطح -2
أوجد معادلات الدستوى الدماس والدستقيم  -3

   الناظم للسطح في النقطة 
 

 
 
 

 
  

 .أثبت أف أي مستقيم ناظم للسطح لؽر من نقطة الأصل -4
 :لدينا  - 1: الحل

                                               
                                      

                  
وىي الدعادلة الديكارتية للسطح وىي عبارة عن معادلة كرة مركزىا مبدأ الإحداثيات 

 . ونصف قطرىا 
 والمحور   لؽثل الزاوية بتُ المحور   بدا أف السطح ىو عبارة عن كرة فإف الوسيط  -2

 (.    على  مسقط     إلى  الدستقيم الدوجو من     حيث)    
الدستقيم الدوجو من     حيث)    والمحور    المحورلؽثل الزاوية بتُ   كما أف الوسيط 

 .  إلى  
ويصنع مع     لؽر بالمحور على مستو   ضاءلضصل في الف    وبالتالي من أجل 

فالنقاط الواقعة على الكرة من الدستوي السابق ىي عبارة   الزاوية الثابتة     الدستوي 
وبسر   عن الدائرة الواقعة في ىذا الدستوي والتي مركزىا مبدأ الإحداثيات ونصف قطرىا 

 .                      :دوماً من النقطتتُ
 .ىي عبارة عن خطوط الطوؿ      أي   إذف فالدنحنيات الإحداثية ذات الوسيط 
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   ولزوره    على لسروط دوراني رأسو ضاءالففنحصل في        أما من أجل
فالنقاط الواقعة على الكرة من الدخروط     ونصف زاويتو الرأسية ىي الزاوية الثابتة 

ونصف               السابق ىي عبارة عن نقاط الدائرة الأفقية التي مركزىا النقطة 
ىي عبارة       أي   إذف فالدنحنيات الإحداثية ذات الوسيط          قطرىا

 .عن خطوط العرض
      إف الإحداثيات الديكارتية للنقطة الدقابلة للوسيطتُ  -3

 

 
 :ىي 

   
 

 
          

 

 
           

 

  
         

 

 
  

 

 
  

 

  
     

                           :ولكن معادلة الكرة ىي
 :ىي    فتكوف معادلة الدستوي الدماس للكرة في النقطة

      
  

  
        

  

  
        

  

  
     

    
 

 
          

 

 
          

 

  
           

                
 :  فهما    أما معادلتي الدستقيم الناظم للكرة في النقطة

    
  

  

 
    

  

  

 
    

  

  

     
  

 

 

 
  

  
 

 

 
  

  
 

  

   
  

 :أو على شكل فصل مشتًؾ لدستويتُ
    

     

         
   

 
إف منحى الناظم على . نقطة اختيارية من سطح الكرة              لتكن  -4

 :تجوالكرة في ىذه النقطة معتُ بالد
    

  

  
     

  

  
     

  

  
      

     وذلك بعد تعويض الدشتقات في النقطة  
                                 

 : لعا   فتكوف معادلتا الدستقيم الناظم في النقطة 



 
 يتجهالد لتحليلا بسارين عامة في 215

    

   
 

    

   
 

    

   
  

ولنرى فيما إذا كاف ىذا الدستقيم لؽر من نقطة الأصل أـ لا؟ لذا نعوض إحداثيات نقطة 
 :الأصل في الدعادلات السابقة فنجد

    

   
 

    

   
 

    

  
   

 

 
  

الواقعة على سطح     إذاً نقطة الأصل تنتمي إلى ىذا الدستقيم وذلك مهما تكن النقطة
 .الكرة السابقة

 

 في النقطة           جد معادلات الدستوي الدماس والدستقيم الناظم للسطح أو  -9
         . 

 .نقطة الدفروضة برقق معادلة السطحأي أف ال              نلاحظ أف : الحل
 : ىي         إف معادلة الدستوي الدماس للسطح في النقطة 

      
  

  
        

  

  
        

  

  
     

                      : حيث
 :تكوف         وبالتالي فمعادلة الدستوي الدماس للسطح في النقطة 

                                            
 :فهما         أما معادلتي الدستقيم الناظم للسطح في النقطة 

    
  

  

 
    

  

  

 
    

  

  

    
   

 
 

   

  
 

   

  
  

 :أو على شكل فصل مشتًؾ لدستويتُ
   

      
         

   
 

                   وليكن                      ليكن  -12
                     :فأثبت أف        كن تول

  

   
 . 

    :الحل
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          :ولكن

  
 

     

  
  

  

  
        

              

  
        

 

   
  

             :وبالدثل فإف

  
       

 

   
           

     

  
       

 

   
  

                     :وبالتالي فإف
 

   
     

 

   
     

 

   
                  

  

   
  

 

 : شعاعاف ثابتاف والدطلوب       ليكن  -11
 .                      𝛻 :أثبت أف -1     

                                                                      𝛻: أثبت أف -2
  :أي        ثابت نفرض أف مركباتو ىي الأعداد الثابتة  متجو   بدا أف  -1 :الحل

                      

                                                    :بدا أف ، ولكن
 :وبالتالي فإف

 𝛻            𝛻                                             
                               : مقداراف سلمياف فنفرض أف                   بدا أف  -2
 :(حسب خواص التدرج)

 𝛻                                𝛻                                      
 :ولكن حسب الطلب الأوؿ فإف

                                                           
                                                                     𝛻         :إذف فإف

 

 :فإف     أثبت أنو من أجل أي حقلتُ سلميتُ  -12
                                   

 :نعلم أف: الحل
                                                                   

 :لدينا
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حقلتُ شعاعيتُ يؤثر عليهما  ولكن الدقدار الدوجود بتُ القوستُ ىو عبارة عن لرموع
 :نبلا يعتٍ التفرؽ وحسب خواص التفرؽ يكوف جوتبد

                                                            
                                                           

                            
 

 :أثبت كلًا لشا يلي -13
            

      

                   
      

                
 

 
                             

           :  لنبرىن أف -1: الحل
      

  
 :لدينا   

          
    

  
     

    

  
     

    

  
      

 
     

  
 
  

  
     

     

  
 
  

  
     

     

  
 
  

  
      

  
 

   
  

 

   
     

 

   
  

 

   
    

 

   
  

 

   
      

  
 

  
                     

      

  
  

         :لنبرىن أف -2
      

 : لدينا .     
      

      

  
       

      

  
  

 

  
                      

 

  
  

 

  
          

 

  
  

      

 
  

 :وذلك لأنو لدينا
                                   

  

  
  

  

  
  

  

  
    

                : كما أف
      

   
    

        
      

     
 

  
  

 

  
    

 
      :لنبرىن أف -3

 

 
 :لدينا    

 
    

 

 
              

 

 
           

 

 
        

 

  
 

      

 
      

      

  
    

      وذلك حسب الدثاؿ 
 :لدينا                            :نبرىن أفل -4
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 : ولكن
 

 

  
        

 

  
          

    

  
   

     

  
   

     

  
 
  

  
 

 
     

  
 
  

  
    

 

 
  

 

 
    

 

 
  

 

 
    

 :ركبات الأخرى تكوف معدومة أي أفوبالدثل فإف الد
                    

 :طلقة فإف الجداء متجهاتثلاثة                     إذا كانت: ملاحظة
                          

واعتماداً على علاقة جيبس يعبر . ي الثلاثيارجويسمى بالجداء الخ متجوىو عبارة عن 
 :عن الجداء السابق كما يلي

                                                          
 

  .                         :أوجد ناتج ما يلي -14
ية معرفة ومستمرة ولذا مشتقات جزئية مستمرة في متجهثلاثة حقوؿ                    حيث 

    . 
 : لدينا حسب علاقة جيبس: الحل

                                                  –                         
 :وبالتالي فإف

                                                           –                              
 

    حسب الخاصة الخطية للتفرؽ                                                            
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                                                                                    –                              
 .حقلاف سلمياف                                     وذلك لأف كلًا من 

  
 :ياف حيثمتجهحقلاف        إذا كاف  -15

                                                      
                                                 :فأثبت أف

 :الحل

        
       

      

      

    

                                                            
             

 

  
                

 

  
                

 

  
                

    
   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
     

   

  
   

   

  
   

   

  
 

  
   

  
      

   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
   

     
   

  
 

   

  
     

   

  
 

   

  
     

   

  
 

   

  
     

   

  
 

   

  
     

   

  
 

   

  
     

   

  
 

   

  
    

                   

       
 

  

 

  

 

  

      

                     

       
 

  

 

  

 

  

      

   

 
                                        

 

          : أثبت أف :ثابت والدطلوب متجو    ليكن  -16
 

   
              

 : الحل
 :أي أف        ىي الأعداد الثابتة  تجولنفرض أف مركبات الد
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   𝛻            :اً ثابتاً فأثبت أفمتجه   إذا كاف  -17
 

   
       

    𝛻 : لنحسب أولاً : الحل
 

   
 :لدينا :  

𝛻    
 

   
        

 

   
    

 

   
  

   

   
    

  

  
  

 :وبالتالي فإف
     𝛻  

 

   
            

 

  
       

 

  
             

 :وبالتالي فإف .وذلك حسب خواص الجداء الخارجي
          𝛻   

 

   
          

 

  
               

 

  
                

                 
 

  
    

   
 

  
                                        

 

  
    

  

 
  

    
 

  
                   

 

  
                      

 .(وذلك حسب خواص الجداء الدختلط)
 

ياً معرفاً ومستمراً ولو مشتقات متجهحقلًا                          ليكن -18
حقلًا سلمياً معرفاً ومستمراً ولو   وليكن      جزئية مستمرة على الساحة 

     مشتقات جزئية مستمرة على الساحة 
 : استنتج أف و                  :أثبت أف: والدطلوب
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 :الحل

                  

         

 

  

 

  

 

  

      

    

  
   

  
  

   

  
     

   

  
 

   

  
      

   

  
 

   

  
      

             
 

  
 

   

  
 

   

  
   

 

  
 

   

  
 

   

  
  

 

  
 

   

  
  

   

  
   

  
     

     
  

     

     
  

     

     
 

     

     
  

     

     
  

     

     
  

شتقاؽ لا يغتَ قيمة ولدا كانت الدشتقات الجزئية من الدرتبة الثانية مستمرة فإف ترتيب الإ
 :أي أف ةالدشتق

     

     
 

     

    
    

     

     
  

     

     
    

     

     
   

     

     
  

 : ولكن                    :وبالتالي فإف
                                                                

 

 :  ي أثبت أفمتجهحقل     ليكن  -19
                                                       

  :لدينا :الحل
                                                                 

 .علاقة جيبسوذلك حسب 
                                       

 

 :يتجهاحسب جولاف الحقل الد -22
                                    

في الابذاه الدوجب من                               : حتٍنعلى الد
 .            إلى النقطة             النقطة 
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وىذا   ونصف قطرىا           ىو عبارة عن دائرة مركزىا النقطة   إف الدنحتٍ : الحل
فتكوف   الدنحتٍ واقع في الدستوي الدوازي للمستوي الأفقي والذي يبعد عنو مسافة قدرىا 

 :ىي  الدعادلات الوسيطة للدائرة 
                                         

                               أو  
    تقابل قيمة الوسيط               النقطة 
    تقابل قيمة الوسيط              النقطة 

 :ىو  على الدنحتٍ    ي تجهوبالتالي يكوف جولاف الحقل الد
                    

  

              

                                  
 

  
                                                

 

 
  

                                    
 

 
  

                                    
 

 

                            
 

                               :يتجهاحسب جولاف الحقل الد -21
 .         إلى النقطة           من النقطة              :  على الدنحتٍ

  :ىو  على الدنحتٍ    ي تجهإف جولاف الحقل الد: الحل
                        

  
  
 

                            
 

  
 

        :فإف  ولكن من أجل كل نقطة من نقاط الدنحتٍ 
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  :أي أف  إلى   من   يوافق بروؿ    إلى النقطة    والجولاف من النقطة 
                                   

 

 
  

                          
 

 
                 

 
  

                               
 

                           :  يتجهاحسب جولاف الحقل الد -22
 .                                          :على الدثلث الذي رؤوسو النقاط

 : الحل
     على الدثلث   ي تجهلحساب جولاف الحقل الد

         لضسب الجولاف على كل من القطع الدستقيمة 
 .ولصمع النواتج

 
 :  الجولاف على القطعة الدستقيمة  -1

 :يساوي الصفر وبالتالي فإف   ة الدستقيمة قطعترتيب كل نقطة من نقاط الإف 
                          

                    
                    

             
 :فنجد  بػ    وكل    بػ  نعوض كل 

       
 

 
      

 
 :    الجولاف على القطعة الدستقيمة  -3

 :وبالتالي فإف  تساوي    إف فاصلة كل نقطة من نقاط القطعة الدستقيمة 
 

                 
                        

             
 
 :فنجد  بػ    وكل   بػ   نبدؿ كل  
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 :   الجولاف على القطعة الدستقيمة  -3
حيث يتم الجولاف وفق       :ىي     إف معادلة الدستقيم الواصل بتُ النقطتتُ 

 :عندئذ  فإف  إلى النقطة التي ترتيبها   أي من النقطة التي ترتيبها   إلى    الابذاه من
                 

                        
             

 :فنجد    بػ    وكل    بػ   نبدؿ كل 
                

 

 
                                

 

 
  

  
   

 

 
    

 

 
      

 
   

 

 
  

 

 
    

  

 
  

               :    يكوف    فإف الجولاف على الدثلث ، إذاً 
               

  

 
  

  

 
    

  

 
  

 

                               : يتجهاحسب جولاف الحقل الد -23
                               :التي تصل بتُ النقطتتُ  على القطعة الدستقيمة 

 :لعا       تُتإف معادلتي الدستقيم الواصل بتُ النقط: الحل
   

   
  

   

   
  

   

   
    

 
                                            

 .   الوسيطية للمستقيمىي عبارة عن الدعادلات 
تقابل قيمة             ، النقطة   تقابل قيمة الوسيط            النقطة 
 .   الوسيط 

 :وفيك        على القطعة الدستقيمة     يتجهوبالتالي فإف جولاف الحقل الد
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 :ية التاليةتجهأوجد خطوط قوى كل من الحقوؿ الد -24
                                                       

    
 

     
     

 

     
                       

 

  
     

 

  
     

                     :يتجهلنوجد خطوط قوى الحقل الد -1: الحل
                                         :لدينا 

 :معادلة خطوط القوى ىي
  

  
 

  

  
  

   
  

   
  

  

  
                    

   بالتكامل
      

  

 
                                

 .وىي عبارة عن لرموعة قطوع زائدة
 :يتجهلتوجد خطوط قوى الحقل الد -2

                               
                                                         :لدينا

 :معادلات خطوط القوى ىي
  

  
 

  

  
  

  

  
  

   
  

   
  

  

   
  

  

   
  

 :التاليةلة السابقة تكافئ الجملة والجم
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 .فخطوط القوى ىي عبارة عن الدنحنيات النابذة عن تقاطع الجملتتُ السابقتتُ
      :يتجهلنوجد خطوط قوى الحقل الد -3

 

     
     

 

     
 :لدينا     

   
 

      
               

 

      
  

 :معادلة خطوط القوى ىي
  

  
 

  

  
  

     
  

 
  

  

 
    

   بالتكامل
              

  .وىي عبارة عن بصلة مستقيمات بسر من مبدأ الإحداثيات
      :يتجهلنوجد خطوط قوى الحقل الد -4

 

  
     

 

  
 :لدينا     

   
 

  
               

 

  
  

 :معادلة خطوط القوى ىي
  

  
 

  

  
  

               
   بالتكامل
     

 

 
  

 
    

 

 
  

 
       

    
 

     
 

      
 .وىي عبارة عن بصلة منحنيات بسثل خطوط القوى

 

                              : يتجهليكن لدينا الحقل الد -25
 : والدطلوب

  .اً لزافظ حقلاً     أثبت أف (:1
 .  ي تجهالذي يشتق منو الحقل الد   أوجد الحقل السلمي(:2
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 إلى النقطة           من النقطة   ي تجهالحقل الد حسب جولافا (:3
           

 :نلاحظ أف (:1: الحل
   

  
     

   

  
            

   

  
    

   

  
      

   

  
      

   

  
  
 :لدينا

                 

       

 

  

 

  

 

  

      

   
   

  
 

   

  
      

   

   
 

   

  
     

 
   

  
 

   

  
       

              
 .اً لزافظ حقلاً     وبالتالي فإف 

 :(مبرىنة)            بحيث يكوف   اً سلمي حقلاً فيوجد ،اً لزافظ حقلاً    بدا أف  (:2
        

  

  
                  

    
  

  
               

    
  

  
                

                        :  بالنسبة لػ     نكامل العلاقة 
 :  بالنسبة لػ     نشتق العلاقة 

  

  
      

  

  
        

  

  
                    

                     :فنجد    نعوض في العلاقة 
 :فنجد   نشتق طرفي العلاقة السابقة بالنسبة لػ 

  

  
       

  

  
         

  

  
         

 :ىو     يتجهإذف فإف الحقل السلمي الذي يشتق منو الحقل الد
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:(3 
     

  

  
            

  

  
             

    
  

  

  

  
   

  

  
   

  

  
     

    
  

  
      

  
                      

                
 

 :يتجهاحسب جولاف الحقل الد -26
    

 

   
    

 

   
     

   

 
      

 .             إلى النقطة              من النقطة
فهذا يعتٍ أف الجولاف       الواصل بتُ النقطتتُ   بدا أنو لم يذكر الدنحتٍ : الحل

 يتجهمستقل عن الطريق الواصل بتُ النقطتتُ وىذا يتحقق إذا وفقط إذا كاف الحقل الد
 :نلاحظ أف .للكتابة السابقة أي معتٌوإلا ليس  اً لزافظ   

   

  
   

   

  
           

   

  
   

 

  
  

   

  
            

   

  
   

 

  
  

   

  
  

يشتق    اً سلمي حقلاً وبالتالي يوجد  اً ،لزافظ حقلاً    أي أف          وبالتالي فإف 
 :نلاحظ مباشرة أف ىذا الحقل ىو،     يتجهمنو الحقل الد

   
   

 
     

 :وبالتالي فإف
     

  

  
                      

   

 
    

  

  

 
   

  
        

 

 :يتجهالدليكن لدينا الحقل  -27
                                     

 : والدطلوب
 .اً لزافظ حقلاً    واستنتج أف          احسب -1
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 .الكموف السلمي دالةأوجد  -2
     من النقطة    ي تجهاحسب جولاف الحقل الد -3

 

   
إلى النقطة      

        
   

 
  . 

 :نلاحظ أف -1 :الحل
   

  
    

   

  
       

   

  
                    

   

  
     

   

  
    

   

  
  

 .اً لزافظ  حقلاً    وىذا يعتٍ أف            أي أف           :وبالتالي فإف
          : فبحيث يكو    فيوجد حقل سلمي،  اً لزافظ  حقلاً    أف بدا  -2
       : الكموف السلمي ىو دالةندئذ يكوف ع،  (ةمبرىن)

    
  

  
       

  

  
        

    
  

  
    

  

  
                   

    
  

  
     

  

  
               

 :فنجد   بالنسبة لػ    نكامل العلاقة 
                   

 :فنجد   بالنسبة لػػ     نشتق العلاقة 
  

  
    

  

  
       

  

  
            

 :فنجد    نكامل العلاقة السابقة بالنسبة لػ
                       

                         :فنجد    نعوض في العلاقة 
 :فنحصل على    بالنسبة لػ    نشتق العلاقة 

  

  
           

  

  
        

  

  
                 

 :لصد    بالتعويض في العلاقة 
                  

                       :والكموف السلمي ى دالةوبالتالي فإف 
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 :لدينا   ي تجهجولاف الحقل الدلحساب  -3
     

  

  
         

  

  
               

   
  

  
   

  

  
   

  

  
   

  

  
  

     
  

  
                        

 

       :أثبت أف حقل الجاذبية الأرضية -28
   

  
أوجد  و اً لزافظ  حقلاً ىو     

 .كمونو السلمي
 :لدينا: الحل

                      
   

  
      

 "حسب خواص الدوراف"
       

   

        
   

  
         

 :كما أف            :ولكن
      

   

     
    

  
    

  

   
  

 "حسب خواص الجداء الخارجي"
           

   

           
 .اً لزافظ لاً حق     :أي أف           فإف إذاً 

 :ولكن بدا أف
                

  

 
  

 :فيكوف لدينا
                     

 :يكوف      : أجل ومن
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  أي أف حقل الجاذبية الأرضية يشتق من الحقل السلمي
   

 
 دالةكوف تف،   

    يالكموف السلمي ى
   

 
 . 

 

 :الذي معادلاتو الوسيطية  الدوضع من خلاؿ السطح  متجواحسب تدفق  -29
                                   

                                                   :حيث
                      :  ي الدفروض ىوتجهالحقل الد: الحل

                      
 

       
 

    
   

  
 

   

  
          

                                           :  ولكن
   

   

  
                       

   

  
                       

        
   

  
 

   

  
    

   
         

            
    

                        
 :فإف  ولكن من أجل بصيع نقاط السطح  

                                
      

   

  
 

   

  
                            

 .    فإف التدفق  ،وبالتالي
 :يتجهالداحسب تدفق الحقل  -32

                         
 :الذي ىو جزء الدستوي  من خلاؿ السطح 

             
 .الواقع في الثمن الأوؿ

 :لدينا: الحل
                                         

                                       
              :فإف    ولكن من أجل بصيع نقاط السطح
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 :وبالتالي فإف

     
 

              
         

            
     

  
  

 .   على الدستوي  مسقط السطح     حيث
      

 

 
               

  
            

  
  

                                
 

 
    

 

 

  
 

 
 

 

 

 
  

           
 

 
               

 

 

 

 
    

 
     

 

 :يتجهالداحسب تدفق الحقل  -31
                    

  الذي ىو جزء الدستوي   من خلاؿ السطح
 الدوجود في الثمن الأوؿ وبرت الدستوي      

   . 
 :لدينا: الحل

          𝛻             𝛻          
                

 : فإف   ولكن من أجل بصيع نقاط السطح
                          

 :وبالتالي فإف
     

 
             

         

           
     

  
  

 
 :   على الدستوي   مسقط السطح     حيث
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من خلاؿ جزء                       :يتجهالداحسب تدفق الحقل  -32
 : الواقع في الثمن الأوؿ والمحدود بالدستويتُ       سطح الإسطوانة الدكافئة

          
            :               لدينا: الحل

                                        
                         

 :وبالتالي فإف
          

 
             

         

           
    

  
  

        
 

 
        

  
  

     :على الدستوي  مسقط السطح     حيث
            

 

 
         

 

 

 

 
 

        
 

 
     

 

 
  

       
 

 
      

 
       

 

من خلاؿ                          :يتجهالداحسب تدفق االحقل  -33
 :والدستويات           السطح المحدود بالاسطوانة

                                         
 :الحل

              :   لدينا 
                                        

 :فإف  ولكن من أجل بصيع نقاط السطح 
                 : وبالتالي فإف،            
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                                 𝛻       :كما أف
 

       
 

               
         

          
     

  
  

 
          

   

      
      

  
 

 
 .     على الدستوي   مسقط السطح    حيث 

          
   

      
       

 

 

 

 
  

           
 

     
   

 

 
                

 

 
      

 

 :ت أفأثب -34
  

 
                

 "  الحجم المحدد بالسطح "                           : حيث
 : ة غوص أو ستًدغرادسكي لصدىنمبر يق بتطب: الحل

  
 

                          
 

         
 

  
 

من خلاؿ                           : يتجهالداحسب تدفق الحقل  -35
 :زي الدستطيلات الدعتُ بالدعادلاتالذي ىو متوا   السطح

                                                    
  :ستًدغرادسكي غوص أو ةىنمبر بتطبيق : الحل
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   سطح مغلق لػدد الحجم   و                       :كاف  إذا -36
                   :أثبت أف

 
                     

 :ستًدغرادسكي غوص أو ةىنمبر بتطبيق : الحل
    

 
                     

 
            

 

          
 

 : فأثبت أف، سطح بسيط ومغلق  ليكن  -37

    
       

  
      

 إذا كاف الدبدأ   خارج            
 إذا كاف الدبدأ    داخل          

 
 

  

 :ة غوص أوستًدغرادسكيىنمبر بتطبيق  :الحل
    

       

  
     

 
     

  

  
    

 
  

 (  دد السطحالحجم الذي لػ  حيث )
 :وبالتالي نعلم أف،       فإف ،    خارج   ذا كاف الدبدأ إ -1 

    
  

  
               

نصف قطرىا   لضيط الدبدأ بكرة صغتَة ، فإننا     داخل السطح   ذا كاف الدبدأ إ -2
 : فيكوف،    والسطح   للحجم المحصور بتُ الكرة   ونرمز بػ   وتقع ضمن السطح   

 
       

  
   

 
   

       

  
   

 
       

  

  
   

 
     

       
       

  
    

 
  

 :ىو  واحدة الناظم على الكرة  متجوولكن 
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 المراجع العلميػػػة

 

 :يػػػةربالمراجع الع

 

التحليػػل :(1) الرياضػػيات –ضػػياء موصػػليالػػدكتور  + عبػػاس عبػػاس الػػدكتور  -1
 . ـ1995جامعة حلب  – العقدي و الشعاعي

التحليػػػػػل  مفػػػػػاىيم أساسػػػػػية في: (1) الرياضػػػػػيات – علػػػػػي الخطيػػػػػبالػػػػػدكتور  -5
 . ـ1981جامعة حلب  – العقدي والشعاعي

 . 1995دمشق  جامعة  (1) الرياضيات – حسن سلوطة الدكتور -1
 –(1)التطبيقيػػػة الرياضػػيات –غسػػاف الحػػػرؾالػػدكتور  +علػػي جربػػػوع الػػدكتور  -1

 . ـ1992جامعة حلب 

 –الػػدكتورة الذػػاـ بضصػػي  –الػػدكتور موفػػق دعبػػوؿ  –الػػدكتور صػػلاح الأبضػػد  -5
 .ـ 1981مؤسسة الرسالة  –معجم الرياضيات الدعاصرة 

ـ 1923مطبوعػػات وزارة التعلػػيم العػػالي  -الثػػاني القسػػم-الرياضػػيات العاليػػة ا -2
 . 

جامعػػػة حلػػػب  -الجػػػزء الثػػػاني -الدعػػػدلات التفاضػػػلية -الػػػدكتورة إلذػػػاـ بضصػػػي -2
 . ـ1925
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 :الأجنبيةالمراجع 

 

 – نظريػػػػة التوابػػػػع للمتحػػػػوؿ العقػػػػدي –تيخونػػػػف ف.أ+  ؼسفيشػػػػنبكو  ج.أ -1
 .ـ1921موسكو  – منشورات متَ

 H.W. Freeman and–ي عاشػعالتحليػل ال –ترومبػا ج.أ+ي مػاردزين.ج -5

Company 1976. 
موسػػكو  (مػػتَ)نيكولسػػكي.ـ.س -(5+1)جػػزء-اث في التحليػػل الرياضػػيبحػػأ -1

 .ـ1922

  .ـ1922( فتَلاج -سبرلصر)فليمنج .و التوابع متعددة الدتغتَات -1

فرنسػػػػػػا ( 1+5)جػػػػػػزء  –حسػػػػػػاب التفاضػػػػػػل و التكامػػػػػػل  -ف .بيسػػػػػػكونوؼ -5
 .ـ1983
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 دليل المصطلحات العلمية

 (إنكليزي -عربي)
A 

 Absolute مطلق

 convergence - - تقارب مطلق

 value  - - قيمة مطلقة

  Absolutely convergent series سلسلة متقاربة مطلقاً 

 Acceleration تسارع

 Addition of complex numbers الأعداد العقديةع بص
 of vectors - - بصع الأشعة

  Analytic function تابع برليلي

   Analytic part of Laurent series القسم التحليلي لسلسلة لوراف

 Angle زاوية

 Arbitrary اختياري -كيفي

 Arc قوس

 Area مساحة

  Argument of a complex number عدد عقدي(أو زاوية)عمدة

 Axis لزور

 of symmetry - - لزور تناظر

B 
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 Binomial formula       علاقة ثنائي الحد

 Binomial ثنائي الناظم

 Boundary حدود

 Boundary conditions شروط حدية

 Boundary – value problems مسائل القيم الحدية

 Bound لزدود

 function - - تابع  لزدود

 sequence - - متتالية لزدودة

 Branch فرع

 point - - نقطة تفرع

C 

 Change of variables الدتحولات تغيتَ

 Circle of convergence دائرة التقارب

 Circulation جَوَلاف

 Closed مغلق

 curve - - منحتٍ مغلق

 surface - - سطح مغلق

 Coefficients أمثاؿ

 Comparison test الدقارنة اختبار

 Complex عقدي

 conjugate - - مرافق عقدي
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 integral - - تكامل عقدي

 number - - عدد عقدي

 plane - - مستوي عقدي

 variable - - متحوؿ عقدي

 Components of a vector مركبات شعاع

 Conditional convergence شرطي تقارب

 Conformal mapping (مطابق) تابع لزافظ

 transformation - - لزوؿ حافظ

 Conjugate مرافق

 Connected region متًابطة منطقة

 Conservative field حقل لزافظ

 Constant ثابت

 Continuity الاستمرار

 Continuous مستمر

 curve - - منحتٍ مستمر

 function - - مستمر تابع

 Contour منحتٍ لزيطي بسيط -إطار

 integrals - - تكاملات لزيطية

 Convergence تقارب

 Convergent متقارب

 sequence - - متتالية متقاربة
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 series - - متقاربة سلسلة

 Convolution (تلاؼ)ملتف

 theorem - - نظرية التلاؼ

 Coordinate curves منحنيات احتداثية

 Coordinates احداثيات

 Cross ratio التصالبيةالنسبة 

 Curl دوراف

 Curvature تقوس

 Curves منحنيات

 Curvilinear coordinates احداثيات منحنية

 Cylindrical coordinates احداثيات اسطوانية

D 

 Definite integral تكامل لزدد

 Degree of a polynomial درجة كثتَة حدود

 Delta function التابع دلتا

 Derivative مشتق

 Derivation اشتقاؽ

 Differentiability قابلية الاشتقاؽ

 Differential تفاضل

 Direction cosines جيوب بساـ التوجيو أو التجيبات الدوجهة

 Directional derivative الدشتق الدوجو
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 Disk قرص

 Distance مسافة

 Divergence تباعد أو تفرؽ

 Divergent متباعد

 sequence - - متتالية متباعدة

 series - - سلسلة متباعدة

 Domain منطقة

 Double integrals تكاملات ثنائية

 Double pole قطب مضاعف

E 

 Elementary functions توابع ابتدائية

 Element عنصر

 Equation معادلة

 Essential singular point نقطة شاذة أساسية

 Euler's formula علاقات أولر

 Even function تابع زوجي

 Expansion نشر

 Exponential function تابع أسّي

 Extended complex plane الدستوي العقدي الدمدد

F 

 Field حقل
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 Flux تدفق

 Force قوة

 Fourier integral تكامل فورييو

 series - - سلسلة فورييو

 Fractional linear transformation لزوؿ خطي كسري

 Function تابع

G 

 Gamma function تابع غاما

 Gradient تدرج

 Graphical representation بسثيل بياني

 Gravitation الجاذبية الأرضية

H 

 Harmonic function تابع توافقي

 Heaviside's unit function التابع الدرجي الواحدي

 Higher order derivatives الدشتقات من مراتب عليا

I 

 Imaginary axis المحور التخيلي

 part - - القسم التخيلي

 Increment تزايد

 Indefinite integral تكامل غتَ لزدد

 Independent of the path مستقل عن الدسار
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 Infinite لا نهائي

 Infinity اللا نهائية

 Initial conditions شروط ابتدائية

 Initial point of a vector نقطة البداية لشعاع

 Integral تكامل

 Integration مكاملة

 Intersection تقاطع

 Interval لراؿ

 Inverse function تابع عكسي

 Isolated singular point نقطة شاذة معزولة

J 

 Jacobean جاكوبياف

L 

 Laplace integral تكامل لابلاس

 Laplace transform برويل لابلاس

 Length طوؿ

 Level curve منحتٍ سوية

 surface - - سطح سوية

 Limit نهاية

 Linearly independent مستقل خطياً 

 Linear transformation لزوؿ خطي
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 Line مستقيم

 integral - - تكامل خطي

M 

 Magnitude قياس أو طوؿ

 Many-valued function تابع متعدد القيم

 Mapping تطبيق

 Moment عزـ

 Multiplication جداء

N 

 Natural logarithm اللوغاريتم الطبيعي

 Neighborhood جوار

 Normal ناظم

 Numbers أعداد

O 

 Odd function تابع فردي

 Open region منطقة مفتوحة

 Operator مؤثر

 Order رتبة

 Ordered pair زوج مرتب

 Ordinary point نقطة عادية

 Orthogonal متعامد



 
 دليل الدصطلحات العلمية 221

 coordinates - - احداثيات متعامدة

P 

 Parametric equations معادلات وسيطية

 Partial derivative الدشتق الجزئي

 Period دور

 Periodic function تابع دوري

 Point set لرموعة نقطية

 Polar coordinates الإحداثيات القطبية

 Polar form of complex number القطبي للعدد العقديالشكل 

 Pole قطب

 Position vector شعاع موضع

 Potential كموف

 Power series سلسلة قوى

 Principal branch الفرع الرئيسي

 normal - - الناظم الأساسي

 part - - القسم الرئيسي

 value - - القيمة الرئيسية

 Product جداء

 Projection سقاطإ

R 

 Radius نصف قطر
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 of convergence - - نصف قطر التقارب

 of curvature - - نصف قطر التقوس

 Ration test اختبار النسبة

 Real axis المحور الحقيقي

 Region منطقة

 Regular نظامي

 Removable singular point نقطة شاذة قابلة للحذؼ

 Residues رواسب

 Resultant لزصلة

 Root جذر

S 

 Scalar سلمي

 field - - حقل سلمي

 product - - الجداء السلمي

 Sequence متتالية

 Simple بسيط

 closed curve - - منحتٍ بسيط مغلق

 pole - - قطب بسيط

 Simply-connected region منطقة بسيطة الاتصاؿ

 Singular point نقطة شاذة

 Smooth curve منحتٍ صقيل
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 surface - - سطح صقيل

 Symmetric تناظر

 System بصلة

T 

 Tangent لشاس

 Test اختبار

 Torsion الالتفاؼ

 Transformation لزوؿ

 Translation انسحاب

 Trigonometric مثلثي

 Twisted curve منحتٍ ملتوي

U 

 Unit circle دائرة الواحدة

 Unit vector شعاع الواحدة

V 

 Value قيمة

 Variable متحوؿ

 Vector شعاع

 Vector algebra جبر الأشعة

 Vector field حقل شعاعي

 Vector function تابع شعاعي
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 Vector product الجداء الشعاعي

 Velocity سرعة

 Volume حجم

W 

 Work العمل

 
 
 

  


