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  حركة جسم صلب حول نقطة ثابتة 

  

من جسم  Oفي حال ثبات نقطة واحدة 

، عندئذٍ لا یمكن لھذا الجسم إلا Sصلب 

التحرك حول ھذه النقطة و الدوران حولھا 

بشكل حر. و لدراسة حركة الجسم في ھذه 

عطالیة الحالة نعتبر جملة إحداثیات 

/R OXYZ  في الفراغ قاعدتھا النظامیة

 , , ,O i j k
  

كما نعتبر جملة إحداثیات  

S/متماسكة مع الجسم  S S SR OX Y Z 

قاعدتھا النظامیة  , , ,S S SO i j k
  

، عندئذٍ 

تؤول دراسة حركة الجسم إلى دراسة حركة 

    . Rبالنسبة للجملة  SRالجملة المتماسكة 

لقد وجدنا سابقاً أن الجسم الصلب في حركتھ 

حول نقطة ثابتة منھ یملك ثلاث درجات من 

ث الحریة، و بالتالي یلزم لتعیینھ تعیین ثلا

وسطاء مستقلة في الحالة العامة، و من 

البدیھي التفكیر في كون ھذه الوسطاء الثلاثة 

عبارة عن ثلاث دورانات مركبة لھذا الجسم 

حول النقطة الثابتة. و لتعیین ھذه الدورانات، 

الذي یمثل  1OXسنعتبر أولاً المحور 

الثابت  OXYالفصل المشترك للمستویین 

Sو  SOX Y  المتماسك مع الجسم الموضح

  في الشكل المجاور. 

  

  التالیة الثلاث سنقوم بالدورانات  SRإلى وضعیة الجملة المتماسكة  Rللانتقال من وضعیة الجملة الثابتة 

، 1OXعلى المحور  OXحتى ینطبق المحور  بزاویة  OZحول المحور  Rللجملة الثابتة  الأول دورانال .١

1لنحصل على الجملة الجدیدة  1 1OX Y Z  الموضحة في الشكل التالي 

 

٢ 

    

  الدوران في ھذه الحالة ھو المتجھ أن متجھ  یتضح ھنا

    
1 1  k k       
  

  

 SOZعلى المحور  1OZحتى ینطبق المحور  بزاویة  1OXحول المحور  1Rللجملة  الثاني ھو دورانال .٢

2الجدید، لنحصل على الجملة الجدیدة  2OZالذي ھو المحور  2 2 2/R OX Y Z  الموضحة في الشكل التالي 

    



 

٣ 

  واضح أن متجھ الدوران في ھذه الحالة ھو المتجھ من ال

    
2 1 2  i i       
  

  

حتى ینطبق المحور  بزاویة  SOZالذي ھو المحور  2OZحول المحور  2Rللجملة  الثالث ھو دورانال .٣

2OX  1الذي ھو المحورOX  على المحورSOX  2و المحورOY  على المحورSOY لتنطبق محاور ،

 ، كما ھو موضح في الشكل التالي SRالجملة الأخیرة الناتجة على محاور الجملة المتماسكة 

  

  أن متجھ الدوران في ھذه الحالة ھو المتجھ یتضح لنا 

    
3 2  Sk k       
  

  

المتماسكة مع ھذا  SRالثلاثة السابقة معاً یمكننا دائماً تعیین الجسم من خلال تعیین الجملة  بتركیب الدورانات نتیجة:

رنح أو الجسم. أي أن حركة أي جسم صلب حول نقطة منھ ھي تركیب لثلاث دورانات معاً تتعین من خلال زاویة ال

تسمى زوایا أولر نسبة إلى العالم الذي قام بتعریف التي  و زاویة الدوران الذاتي   أرجحالتو زاویة   الاستباق

  ھذه الدورانات. 

  مصفوفات الانتقال بین الجمل الإحداثیة: 

و  1Rو  Rمركبات متجھ الموضع لھذه النقطة یعطى في الجمل الاحداثیة و لنفرض ، نقطة ما من الفراغ Mلتكن 

2R  وSR  بالشكل التالي  
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2 2 2
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x i y j z k

x i y j z k
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x i y j z k

x i y j z k
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 
 

 

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  

  


  

  

   

 التي تحقق العلاقة  Aمصفوفة النسمي مصفوفة الترنح أو الاستباق:  .١

 
1

1

1

x x

y A y

z z


   
       
   
   

   

و لإیجاد ھذه المصفوفة . 1Rإلى الجملة  Rمصفوفة الترنح أو الاستباق و التي تمثل مصفوفة الانتقال من الجملة 

  نلاحظ أن 

 1 1 1 1 1 1      x OM i x i y j z k i x i i y j i z k i           
           

    

     
     1 1 1 ,  ,  ,x Cos i i y Cos j i z Cos k i  
     

    

               
2 2

x Cos y Cos z Cos x Cos y Sin
 

   
   

        
   

    

 1 1 1 1 1 1      y OM j x i y j z k j x i j y j j z k j           
           

    

      
     1 1 1 ,  ,  ,x Cos i j y Cos j j z Cos k j  
     

    

                
2 2

x Cos y Cos z Cos x Sin y Cos
 

   
   

         
   

    

 1 1 1 1 1 1      z OM k x i y j z k k x i k y j k z k k           
           

    

      
     1 1 1 ,  ,  ,x Cos i k y Cos j k z Cos k k  
     

    

          0
2 2

x Cos y Cos z Cos z
    

      
   
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  نستنتج أن و بالتالي 

 

   
   

1

1

1

0

0

0 0 1

x Cos Sin x

y Sin Cos y

z z

 

 

    
          

    
    

  

  و تكون مصفوفة الترنح أو الاستباق بالشكل 

 

   
   

0

0

0 0 1

Cos Sin

A Sin Cos

 

 

 
 

  
 
 

   

1ھي مصفوفة عامودیة، أي أن  A یمكن بسھولة ملاحظة أن مصفوفة الترنح أو الاستباقملاحظة:  TA A 
  و .

  بالتالي نستنتج أن 

1 1
1 1 1

1 1

1 1

T

x x x x x x

A y A y A A y A A y I y y

z z z z z z
     

  

            
                                     

                        

    

  أي أن مصفوفة الترنح أو الاستباق تحقق العلاقتین التالیتین 

 
1 1

1 1

1 1

   ,    T

x x x x

y A y y A y

z z z z
 

       
                 
       
       

  

 التي تحقق العلاقة  Aالمصفوفة نسمي مصفوفة التأرجح:  .٢

 
2 1

2 1

2 1

x x

y A y

z z


   
       
   
   

   

بنفس الأسلوب السابق یمكن . و 2Rإلى الجملة  1Rو التي تمثل مصفوفة الانتقال من الجملة أرجح مصفوفة الت

  تعطى بالشكل ھذه المصفوفة بسھولة استنتاج أن 

    
   

1 0 0

0

0

A Cos Sin

Sin Cos
  

 

 
 

  
  
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  وتحقق العلاقتین التالیتین 

 
2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2

   ,    T

x x x x

y A y y A y

z z z z
 

       
                 
       
       

   

 التي تحقق العلاقة  Aالمصفوفة نسمي مصفوفة الدوران الذاتي:  .٣

 
2

2

2

S

S

S

x x

y A y

z z


   
       

  
  

   

 المتبع سابقاً . و بنفس الأسلوب SRإلى الجملة  2Rو التي تمثل مصفوفة الانتقال من الجملة دوران الذاتي مصفوفة ال

  یمكن بسھولة استنتاج أن ھذه المصفوفة تعطى بالشكل 

 

   
   

0

0

0 0 1

Cos Sin

A Sin Cos

 

 

 
 

  
 
 

   

  تحقق العلاقتین التالیتین أن ھذه المصفوفة و

 
2 2

2 2

2 2

   ,    
S S

T
S S

S S

x x x x

y A y y A y

z z z z
 

      
               

      
      

   

  باستخدام المصفوفات الثلاث السابقة یمكن بسھولة الانتقال بین أي جملتین احداثیتین من الجمل السابقة. ملاحظة: 

  متجھ دوران جسم حول نقطة منھ: 

آنیة، و بالتالي یمكن أن نضع متجھ الدوران  لقد وجدنا أن حركة الجسم حول نقطة منھ ھي تركیب لثلاث دورانات

  الآني الكلي لھذا الجسم في كل لحظة بالشكل 

    
1 2 3 1   Sk i k             

      
  

,بالرموز  Rلنرمز لمركبات متجھ الدوران  في الجملة  ,p q r أي أن ،  

    p i q j r k   
   

   



 

٧ 

,بالرموز  SRز لمركبات متجھ الدوران  في الجملة و لنرم ,S S Sp q r أي أن ،  

    S S S S S Sp i q j r k   
   

   

1iو لإیجاد ھذه المركبات لابد من إیجاد مركبات أشعة الواحدة 


Skو  


1iو مركبات أشعة الواحدة  Rفي الجملة  


 

kو 


ً  SRفي الجملة     . و ذلك باستخدام مصفوفات الانتقال بین الجمل الإحداثیة التي قمنا باستنتاجھا سابقا

1iإیجاد مركبات 


1أن  ةحظبملا: Rفي الجملة   1 1 11 0 0 i i j k  
   

  نضع   ،

 1 1 11   ,    0   ,    0x y z     

  كما نضع 

 1    i x i y j z k  
   

   

  الانتقال بین الجمل الاحداثیة  فیكون حسب علاقات
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  و بالتالي نستنتج أن  

    1   i Cos i Sin j  
  

  

1iإیجاد مركبات 


 بنفس الأسلوب نجد أن : SRفي الجملة  

2 1 1

2 1 1

2 1 1
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   
   
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  و بالتالي نستنتج أن 

    1   S Si Cos i Sin j  
  

   

kإیجاد مركبات 


k 1 0 0بملاحظة أن : SRفي الجملة   i j k  
   

  ، نضع  

 0   ,    0   ,    1x y z     

  كما نضع 

    S S S S S Sk x i y j z k  
   

   

  فیكون حسب علاقات الانتقال 
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  و بالتالي نستنتج أن  

             S S Sk Sin Sin i Cos Sin j Cos k      
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٩ 

Skإیجاد مركبات 


S 1 0 0بملاحظة أن : Rفي الجملة   S S Sk i j k  
   

  ، نضع  

 0   ,    0   ,    1S S Sx y z     

  كما نضع 

    Sk x i y j z k  
   

   

  فیكون حسب علاقات الانتقال 

1 2

1 2

1 2

S
T T T T T T

S

S

x x x x

y A y A A y A A A y

z z z z
     

      
                     

       
       

    

         

   
       

   

   
   

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 1

Cos Sin Cos Sin

Sin Cos Cos Sin Sin Cos

Sin Cos

   

     

 

       
                

     
     

    

         

   
       

   

0 1 0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 1

Cos Sin

Sin Cos Cos Sin

Sin Cos

 

   

 

     
             

   
   

    

         

   
     

 

   
   
 

0 0

0

0 0 1

Cos Sin Sin Sin

Sin Cos Sin Cos Sin

Cos Cos

   

    

 

    
    

        
    
    

    

  و بالتالي نستنتج أن  

             Sk Sin Sin i Cos Sin j Cos k      
   

  

  مركبات متجھ الدوران و معادلات أولر الحركیة: 

  باستخدام العلاقات التي تم استنتاجھا أعلاه یمكن بسھولة استنتاج أن 
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  و بالتالي نستنتج أن 
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  بنفس الأسلوب نستنتج أن 
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  تسمى مجموعتي المعادلات السابقة معادلات أولر الحركیة (في الجملتین الثابتة و المتماسكة). 

و الذي یوازي متجھ الدوران  Oللمستقیم المار من النقطة الثابتة لنرمز نتیجة: 


عندئذٍ  ،لحظة بالرمز في كل  

 یكون  المستقیم  متماسكة مع الجسم و تقع على Mمن أجل أي نقطة 

    V M V O OM  
   

   

و بما أن   0V O 
 

0OMثابتة و  Oلكون النقطة    
  

/لأن   /OM
 

، فإننا نستنتج أن   0V M 
 

 .

و المحور الآني للدوران.  معدومة.، لذلك نسمي المستقیم  أي أن سرع جمیع نقاط الجسم الواقعة على المستقیم 

  ھكذا نكون قد أثبتنا المبرھنة التالیة 

إن حركة الجسم الصلب حول نقطة ثابتة منھ في كل لحظة ھي حركة دورانیة آنیة حول  دالامبیر): - مبرھنة (أولر 

  محور آني للدوران یمر من النقطة الثابتة. 

ً  تعیین المحور الآني للدوران . Oنقطتان من جسم صلب یتحرك حول نقطة ثابتة منھ  Bو  Aبفرض أن : ھندسیا

و لیكن  V A


و   V B


  متجھا سرعتي ھاتین النقطتین، عندئذٍ نمیز الحالات التالیة  

، عندئذٍ یكون المحور الآني للدوران ھو المستقیم المار من ھذه النقطة إذا كان متجھ سرعة إحدى النقطتین معدوماً  .١

 . (لماذا؟) Oو النقطة الثابتة 

إذا كان  .٢  0V A 
 

و    0V B 
 

 ، عندئذٍ نمیز الحالتین التالیتین 



 

١١ 

)i(  إذا كان V A


و   V B


و یعامد  Aمن النقطة  ي المارمستوالغیر متوازیین، عندئذٍ نرسم   V A


 

و یعامد  B النقطة من ي المارمستوالو  V B


ھو الفصل   فیكون المحور الآني للدوران ،

 المشترك لھذین المستویین (لماذا؟). 

)ii(  إذا كان   / /V A V B
 

عندئذٍ یكون ،      ;  V A V B  
 

 في ھذه الحالة نعین النقطة .

C   بحیث یكون OC OB
 

و  Oھو المحور المار من النقطة  ، فیكون المحور الآني للدوران 

ACالذي یوازي المتجھ 


   (لماذا؟). 

مختلفتین من الجسم نستنتج أنھ یمكن دائماً تعیین المحور الآني للدوران ھندسیاً في حال معرفة متجھي سرعة نقطتین 

غیر النقطة الثابتة. و لتعیین المحور الآني للدوران تحلیلیاً نلاحظ أن معادلات ھذا المحور ھي معادلات مستقیم في 

  الجسم في كل لحظة، و یتعین في الجملة الثابتة بالمعادلات  الفراغ یمر من النقطة الثابتة و یوازي متجھ دوران

 
x y z

p q r
    

  أما في الجملة المتماسكة فیتعین المحور الآني للدوران بالمعادلات 

 S S S

S S S

x y z

p q r
    

، إلا SRو المتماسكة  Rمع الزمن في الجملتین الثابتة   یتغیر المحل الھندسي للمحور الآني للدورانملاحظة: 

  . و بالتالي سیرسم ھذا المحور مع الزمن سطحین لمخروطین في ھاتین الجملتین. Oأنھ یمر دائماً من النقطة الثابتة 

ھندسي ونسمي المحل النسمي المحل الھندسي للمحور الآني للدوران في الجملة الثابتة مخروط القاعدة تعریف: 

تؤول حركة جسم حول نقطة ثابتة منھ إلى سو بالتالي . الآني للدوران في الجملة المتماسكة مخروط المتدحرج للمحور

  . بحیث یشترك المخروطان في كل لحظة في المحور الآني للدوران حركة مخروط المتدحرج على مخروط القاعدة

بحیث یستند دائماً  Oیتحرك حول رأسھ الثابت  hو ارتفاعھ  مخروط دوراني نصف زاویة رأسھ ): ١مثال (

  . و المطلوب OXYعلى المستوي الأفقي الثابت 

 عین الوسطاء المستقلة لحركة المخروط و عدد درجات الحریة للمخروط  .١

 ومعادلات أولر الحركیة في الجملة الثابتة عین متجھ دوران المخروط  .٢

 في الجملة الثابتةعین معادلات المحور الآني للدوران  .٣

و لا و الدوران الذاتي  (الاستباق) إن حركة المخروط ھي تركیب لحركتین دورانیتین فقط و ھي دوران الترنحالحل: 

  . ، كما ھو موضح في الشكلOXYوجود لدوران التأرجح لكون المخروط لا یستطیع الانفكاك عن المستوي 

 

١٢ 

  

أما زاویة التأرجح فھي  و زاویة الدوران الذاتي  أي أن وسطاء حركة المخروط ھما زاویة الترنح (الاستباق) 

ثابتة و تساوي 
2


   ،لمخروط درجتان من الحریةل بالتالي فإن و .  

  متجھ دوران المخروط ھو المتجھ وبالتالي فإن 

   Sk k    
  

   

  الحركیة في الجملة الثابتة نجد أن  في معادلات أولرو بالتعویض 
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Skوقد كان بالإمكان الحصول على ھذه المعادلات بالإسقاط المباشر في الشكل للمتجھ 


  على الجملة الثابتة.  



 

١٣ 

  تعطى معادلات المحور الآني للدوران في الجملة الثابتة بالشكل 
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Sin Cos Cos Cos Sin        
 
    

        

 

 

   
 
 

0                               y Cot x

Tan
x z

SinSin Cos





  

 


 
    
 





  

بقى الضلع  بحیث ی Oالثابت تستطیع الحركة حول رأسھا  bو  aبعداھا  OABCصفیحة مستطیلة ): ٢مثال (

  . و المطلوب OXYالأفقي الثابت ملاصق للمستوي 

 عین الوسطاء المستقلة لحركة المخروط و عدد درجات الحریة للمخروط  .١

 عین متجھ دوران المخروط ومعادلات أولر الحركیة في الجملة الثابتة  .٢

 عین معادلات المحور الآني للدوران في الجملة الثابتة .٣

اق) و الدوران الذاتي و لا ھي تركیب لحركتین دورانیتین فقط و ھي دوران الترنح (الاستبصفیحة إن حركة الالحل: 

، كما ھو موضح OXYلا یستطیع الانفكاك عن المستوي من الصفیحة  OAضلع وجود لدوران التأرجح لكون ال

  في الشكل. 

  

أما زاویة التأرجح فھي  و زاویة الدوران الذاتي  ھما زاویة الترنح (الاستباق) صفیحة أي أن وسطاء حركة ال

ثابتة و تساوي 
2


 درجتان من الحریة.  صفیحة، و بالتالي فإن لل  

 

١٤ 

  ھو المتجھ  صفیحةوبالتالي فإن متجھ دوران ال

   Sk k    
  

   

  الحركیة في الجملة الثابتة نجد أن  و بالتعویض في معادلات أولر
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Skوقد كان بالإمكان الحصول على ھذه المعادلات بالإسقاط المباشر في الشكل للمتجھ 


  على الجملة الثابتة.  

  تعطى معادلات المحور الآني للدوران في الجملة الثابتة بالشكل 
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یستند بحیث  Oمركزه الثابت في مركز الإحداثیات ستطیع الحركة حول ی aقرص دائري نصف قطرة ): ٣مثال (

 بحیث أن h و یبعد عنھ مسافة مقدارھا OXYیوازي المستوي الثابت  محیط القرص دائماً على مستوٍ أفقي 

h a و المطلوب .  

 ھذه الحركة و عدد درجات الحریة ل قرصعین الوسطاء المستقلة لحركة ال .١

 و المتماسكة مع القرص الثابتة  تینومعادلات أولر الحركیة في الجمل قرصعین متجھ دوران ال .٢

 الجملتین الثابتة و المتماسكة مع القرص عین معادلات المحور الآني للدوران في  .٣

، و Rكانت في لحظة البدء منطبقة على محاور الجملة الثابتة  SRبفرض أن محاور الجملة المتماسكة الحل: 

حول المحور  للوصول إلى الوضعیة النھائیة لمحاور الجملة المتماسكة نقوم أولاً بدوران الترنح (الاستباق) بزاویة 

OZ  لیصبح المحورSOX  1منطبق على المحورOXبدوران التأرجح بزاویة ثابتة  . ثم نقوم   حول



 

١٥ 

بشكل دائم، لاحظ أن  حتى یصبح القرص مستنداً على المستوي  1OXالمحور  Sin h a Const   ثم .

  . SRلنصل إلى الوضعیة النھائیة للجملة المتماسكة  SOZحول المحور  نقوم بالدوران الذاتي بزاویة 

  

إن حركة القرص و كما ھو مبین في الشكل ھي تركیب لحركتین دورانیتین فقط، دوران الترنح (الاستباق) و بالتالي ف

ولا یستطیع  و الدوران الذاتي، ولا وجود لدوران التأرجح لكون القرص یستند دائماً على المستوي الثابت 

  ھو المتجھ قرص ن المتجھ دورایصبح والانفكاك عن ھذا المستوي. 

   Sk k    
  

   

  و بالتعویض في معادلات أولر الحركیة في الجملة الثابتة نجد أن 
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Skوقد كان بالإمكان الحصول على ھذه المعادلات بالإسقاط المباشر في الشكل للمتجھ 


  على الجملة الثابتة.  

 

١٦ 

  تعطى معادلات المحور الآني للدوران في الجملة الثابتة بالشكل 
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  و باستخدام معادلات أولر الحركیة في الجملة المتماسكة نوجد معادلات المحور الآني للدوران في الجملة المتماسكة. 

 


