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Introduction to Algorithms  
  
 

 ��� ������ ����� ��� � �	 � �
�� !�	"�� #$�%	 &�'(
 &	) &����
 �� #�(���� !��
%(� *�
 +�	�� &,�(� ��
	$�%�� *
 &$($( �	��% �$, +���- &�. *, +���, #�(�����  / &�'(
�� 0�1

'(
 &	) ��� � / ��� &	��%�� 2��,�� 3
��
�� �$, 4"% &�:  
1.  ��$� �1����, � �1����'� !�
�6� � ��$� ���
�� &�'(
�� !��. 

2. �
�� +���
 &	
����
�� *��% *'� &�'(
�� 0��� &�(��
�� &	
����
�� &7�	��  �
 &	8��%�� !	- &,�
�
 &	) ��) *
 �	��%$� &$��- *��% *) � �"��
 ��9� &$($(%


��� :�
(
 /  *) � ���� ;�� ��� &	
%�
�� �8�(
�� �� �� &	
����
�� 4	�%(% <)
 �� &	
����
�� ��%&	�����  &�'(
�� 0�1 ��� &�	�� � &	"��
 &�	%� ���. 

3.  3
���� ��9 �$, &	
����
�� &7�	�Program  / &�
���� ��=� >��?� @%��%� !%%
<) *) �
������ 
 &�'(
 �� &	
����
� A	��% *, +���, �1 ��=� >��?� &�	�

 #�(���� ��$�"	 �%�� &�
����. 

  

1�1 ������  

��
���� ��� (Programming Language)  :   � �B,��"�� � ����B�
�� *
 &,�
�
 �1
 #�(���� �$, 0�	��% *�
	 3
���� &��%�� C
(% �%�� &���
�� �DD���.  

 

����
�� (Compiler)  : #�%�
�� 3
������ !��	 3
���� �1 &=$� ��� @���	 � / &�	�
 &�
��
    4B	
�%�� &B=$� E��B�
 3
����(Assembly Language)    &B�F� &B=$� �)(Machine 

Language)   .  
  

��
������� (Algorithm)  :    *B� �B
�
 �B����� !����� ��� &�(� &	
����
�� &
$� �"%9�
  �� �B� &B	$� ��
�� ����% *	��� #���� 2�
$, !G,) *
 �1 � �
����
�� �(�
  H��B%

 �
����� <��I��� .*�
'
�� ��, �� J�, �- � / �    � ��	BI�	��� &B(��� ��� A����
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     �B���� �B� A��B�
�� @B��%� ��	I�	��� �� @�%� !1) *
 � K	��%�� � L$��� � &	���=���        
 ) ����� #�(� &$��"
�� � ( &	�	%O�� &=$�� ��� #�%��� �"� �- �.  

���'� &	
����
 &
$�� ��"	 �  ����
�� &,�
�
 ) ��
	$�%�� �) (   &$B($(%
�� �  &B	�%�
��
     LB�� �B�� &��BI� / �B��8�%� �B�� ������ � &�	�
 &�'(
 �� ��� <�P% �%�� /   !BG�


		��
�� Q"�% ��	
����
���  &	��%��:  
1.  ��, � �) �) ��� &	
����
�� ��� ���% �%�� �O
�
��. 

2.  &	
����
$� �-�� �$, ���� R�
 ���	. 

3.  ��   &�BI�� *�B�% *) #�	 &	
����
�� ����
 *
 +��
(clear)     �B	7 �
 &I
�7(unambiguous)    

4.  *) � / ����
�� *
 @%�
 ��, ��� ��%�% *) #�	 &	
����
���;��%  ����
�� 0�1
 &�'(
�� �� ��� <�P	 &	����� &�"� ��� &	����� &�"� *
. 

  

1�2  ��
������� ����� Algorithm Specification        
 

 A	��%� Q�� +�, L��1) &��%� (  0�B1 � �
 &�'(
 &����
 � ��� Q8��� �) ��	
����
��
 Q8�����  L�%B9% ��	
� ����� � ���� #�$() &	��� *
 �
. ��� S
9 *
 A$%
% *) *�
	

 +�
�%
�� &�	%���� .Q8����� 0�1 !1) *
 �:  
1. %
�� &=$�� !��
%(�� ����
 ��9 �$, ��	
����
�� &��%�  �) &B	����� &=$��� &����

&	�	$��6�  .  &�I�� ����
�� *��% �
��, &"	���� 0�1 !��
%(� �I�	. 

2.  &	��	� ��
�(� &�(��� ��$	 
% <) &	��	��� ����

�� !��
%(�� ��	
����
�� &��%�
 &	"��%�� ����

�� �1��9) ��	$, A���%
(Flowcharts) /0�1 !��
%(� �I�	 

�
��, &"	���� *��% � &	
����
� +�	�- � &�	(�. 

3.   &=� !��
%(�� ��	
����
�� &��%��	
�%��  A8����(Pseudo Code)   �B1 <��� �
 � 
 &�
�� &=� *
 3	�
C++ 	�	$��D� &=$�� �&  

  
�&	
����
 ��� &�'(
�� �	��% &	$
, CI�	 ���%�� �� 
��:  
 ���
: ��
�����(Selection sort)   :T��� *) � *
 &
8�- ��	�� ������a[1 : n]   *B


 �
 ;��Type   H	�n≥1  �% &
8�"�� ����, #%��� � /%��	" �	�,��%" .    
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  &
8�"�� ����, #	%�% !%	a[1 : n] ��	%�%" �	�,��%"  !��
%(���	
�%��  ���%�� A8����:  
           

                for (i=1; i<=n;i++) { 

     examine a[i] to a[n] and suppose the smallest element is at a[j]; 

interchange a[i]  and a[j]; 

                             } 

�	��%� �	
�%��   *	%	8�� *	%
�
 ��� R�%��( /  &�
�� &=$� Q��(��:  
1.  ���	��=��� ������(Minimum) ) *�	�a[j]  (  
2.  �=��� ������ &����
a[j]  ������B�a[i]  �$	 �
� :  

                                Type t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j]=t; 

  
 &	8���� &
�
�������  ��%*) T��%���  minimum �1  a[i]   &B���"
 !%	 L�� ��� /a[i] 

 BB�a[i+1], a[i+2], …   ���, ����� �
$� ��"  0��%�� �=�)minimum  �	���"  . �
 *��"	 ��	
)a[n]   B� minimum  �� ����.  

  &"��(�� ��G�O
�� !��
%(��#%�V	  3
������ SelectionSort :  
  

1          void SelectionSort (Type a[], int n) 

2              // Sort the array a[1 : n] into non-decreasing order   

3           { 

4                    for(int i=1; i<=n; i++){ 

5                      int j=i; 

6                     for(int k=i+1; k<=n; k++)  
7                           if (a[k] < a[j]) j=k; 

8                      Type t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; 

9                           }  

10                 }      

 

  

  

��� �  :
����
 &	SelectionSort(a,n)   &B���
 &B,�
�
 C	�� ��9� #%�%   *B
n    
(n>0)    &BBB��%
�� �BBB� *�BBB
% &BBB�	%��� / �BBB��,a[1:n]  HBBB	���* :

].[...]2[]1[ naaa ≤≤≤   
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���!�:   <) ��) *
 G�O�i  O 
 /i=q  *
 ���
$� �	��%�� �$	5  ���8  &��� �� *��% /

 *).],[][ nrqraqa ≤<≤� L��� � G�O�
��, *��% i  *
 ���)q   *?� 

a[1: q]  �	=%% D .     ��B(�� LB$%� �B	
�� �B	��%�� �$	 !  *
 �(i.e., i=n)   *) �B�� /

].[...]2[]1[ naaa ≤≤≤   
 &"$�� �$,�� ���� *) &�"��� 0�1 *
 G�O�for   *) *�
	 4����� ��(�� ��	 ��� �	=%n-1  

 ��I <) Q���� *����&	
����
�� &�� .           
 

 

1�3   
��
������� ��"#�Algorithms Analysis  
 

�� 
�� �	�( �$, / &	
����
�� �$, !���� *
 ����
% �		��
 +�, ���%: 

1.  W @$
, #7�� �
 ���% &	
����
�� �1 

2. &
�
�� ���	��%� �"�� C	�� ��9� �
�% &	
����
�� �1 W 

3. A	� � &	
����
�� !�
%(� A	� A�	 Q	 �% ���	 �1 W ���  �
�� 

4. W &	"��
�� &	8���� ������ ���% &	
����
$� &	��
�� ��2��D� �1 

5. W +2��"$� ���- ����� �1 

  
 �		��
�� 0�1 ��%�%&
�
 �� !�"� �
��, &��
 � �(�() ��9�%  +�B	���� !G�$� ��	�
�� &�� .

 ������ !%	 A	� &(���� !�"� D  / ����� ��1 ����� / A��1�� 0�1 ����� �� Q	"�% 0�1 
 3
����� &��%� �O
 *
 L�� � �		��
��    .  

 &	
����
�� ������ +�9��
 &-O, ��� ��	
����
�� �$, !��$�  >�
) �		��
 ���% .  0�B1
 ��	
����
�� *	�
% ���$�%
 � �	��%�� *
� �$, �
%�% �		��
��  .  

  
• $������ %
�:  *
 &	
����
�� ��%�%� !�O�� *
��� @� ��"	 � / &��� ��%�
	$�% �����

 &
	$�% �� �	��%� !�O�� *
��� � ��
	$�%�� ��, #�(�� �	��%�� *
� X�"	. 

• &�'�$�� ��#:  ������	 �%�� ��	��
�� � 3
������ *	�
%� &
�O�� +������ &	
� �1. 

  



� ��� � ��	
����
����	��
��1�                                      ���� ����� :��	
����
�� ��� �
�
 

  

5 

 �� �	�	 �� / *	"��(�� *	���"
�� X�	- ��, A"	 D ��	
����
�� �	$�% *
 A���� *) �
�
�) <) / &�	�
 &�'(
 �� ��	
����
 &���"
@  " : *�% �
�
&�F� &	
����
�� ���%( �%��  �

&
�
%(
�� &�
���� &=� *�% �
�
 /  &	
����
�� *?�A  &	
����
�� *
 �I�)B  ��) *

�	�� !�� ��� ��	��
 "  

�) !����  ������ *
 " :&	
����
�� *� A  �1���� ��	$
��� ��, H	� *
 �$ 
 �%�� &	(�(
&�'(
�� ��� ��� !�"% " .  

  

1�4 (�)# ��
����� $���� %
�  

*	%	(�() *	%�'(
 �$, �	��%�� <��	 &	
����
 �	��% *
� #�(��:  
•  ��� �	��%)!�� �) ��� �) (  &B�D�� �	"�%�� &��� &��%� ��) *
 &�'(
�� ��	��


 ����� ��1 .  
 �"�
*:  

1.  ������ ���	 � �8�(
 ��(Polynomials)  : �	 � &��� �1 ����� *��	
 @�� 
) ��, �) ������. 

2.  ������
�� �8�(
 ��(Matrices)  &�(�� *
(m,n)  : &�D�� ����� *��	
 � 
 &����
�� ����) :max(m,n)  �)m+n  �)m.n 

3.  ����	��� �8�(
 ��(Graphs)  : �"��� ��, &�D�� ����� *��	(Vertices) 
 ;OI�� ��, �)(Edges) 
�
 �) �
�,�. 

4.  #	%�%�� �8�(
 ��(Sorting) :   ���B
�� �B������ ��, &�D�� ����� *��	
 ���	%�%. 

5.  <�,��"�� �	$�%�� �8�(
 ��(Syntax Analysis)  :  &B�D�� ����� *��	
 &
$��� ���. 

  
•   4B
 &	
����
�� �	��% *
� #(��%	 H	�� / ��	$
��� *
 ;���) +�, �) ;�� ��	%
�

 ��	$
��� 0�1 ��, .�	    �B
�% �� / ��B	$
��� 0�B1 �	��% *
� �$, ��	
�� ��1 �
%
 &�$� � �) �1 �%�� ��	$
��� !�
) &�	(��� ��	$
���. 
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 �"�
*:  
1.  &���"
�� ��	$
, ��, �$, �	��%�� !%	 &
8�- *
I ���, *, H���� &	
����
 ��

 )&����� 0�1 �� &�$� � ��� �1 � ( ����, � @�, H��� <��� ������ *	�"��&
8�. 

2.   *	� &���"
�� ��	$
, ��, �$, �	��%�� !%	 &
8�- �� ������� #	%�% &	
����
 ��
 4-��
�� *	� �	��%�� ��	$
, ��, � �������. 

3.     4B
� � #�BI ��B	$
, ��, �$, �	��%�� !%	 *	%����
 #�I &	
����
 ��
���,�� .  

  
��� ;���) �	��% ���
�	 ��
��� �	"�%�� #�(�� &	(�(�� ��	$ ;�� �� *
 ��	$
��� ��, #(.  

  
 ��
������ +�
��� ��,���� (�)# +- &���
 
� #.
:  

•   �B 
 &	�O,6� �������� � ��"	$�%��  �� ��	$
��� ��, #(�% : int, struct, 

#include, class, etc.,   /+��
 ���� 

•    >�B
) 3
��B� <) �,�%(% D �%�� � S	�
%�� +���, �� ��	$
��� ��, #(�%
�
� +���� +�. 

 

•     ��B, ;�B
�
 �B1 �$��� �1��, *?� ��
	$�%�� *
 &	��%%
 �� ��	$
��� ���� ��,
&
	$�% �� �� ��	$
��� . O 
 : *�� ���P(X)  ��,��	$
���   &B
	$�%$� &	(�(��X 

*?� :P(X1;X2)= P(X1)+P(X2) 

•  &	��9�� &	$
��� ���� ��, (if  then else)$,) ��� ���	 ��	$
��� ��, *?� �: 

 

      P(if A then B else C) ≤ P(A)+max(P(B), P(C)) 
 

• �1 ��	$
��� ��, *?� ��"$� ���� ��,: ∑
i

iP )(   H	�i    <�B�� ��B�%
�� �1

 � &"$���� !��%	P(i)  !-� ���
��� &"$�%
�� &	(�(�� ��	$
��� ��,i  &"$��� ��. 

•  &	8���� 3
������ Q$�%	 �
	� �
))����� � ���2���6� (D �%��  !�
%(%   / &B	�����
   ��B	$
��� ��B, �1 �8�� 3
���� 2�,�%(D &"���
�� &	(�(�� ��	$
��� ��, *��	

 �8���� 3
������ ��1 �� +����
�� &	(�(��. 
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•  ��� &"	�� ���	� #�	 / <��, �8�� 3
���� �	��%� &
�O�� ��	$
��� ��, #�(��
&	��, &����
 .�%�� !%	 H	�   4B
 &B	8���6 <����� 2�,�%(D� �� ��	$
��� *, �	�

 &
	-n  *�	� �T(n)  &�D��T(k)  H	�k<n  O 
�"  �$
���� ���	� &	
����
 ��
   &	B(�() &B	$
�� *	�	�� *	��, #�I &	$
, ���%
� ��� / #��
 C	�� ����

*?�: 

                                            T(0)= 0 

                                             T(n)=T(n-1)+1      for n>=1 

 �1 &	����� &-O��� 0�1 �� *) �
�T(n)=n        

  
 �"�
*   :  

���
  :	
����
� ��
��� �	"�%�� ���)&  4
�� !�"%n   *	%����� �� �"	"� ��,:  
 1� <����% ��9�  
 2�  <��, ��9�.  
  

�#�� :1�  ����% ��9� &	8���6�<:  
  

               1      float Sum(float a[], int n) 

               2         { 

               3           float s=0.0; 

               4             for (int i=1; i<=n; i++) 

               5               s+=a[i];   
               6            return s; 

               7            } 

  
 D�) ��	��"  <��(	 ��	��
�� !��n  ��%�� L��� � /  *)� S	�
%�� &	$
,  +���,return 

 ��	$
,) &	(�(/  ��(�� �� +���� S	�
% +���, ���%3  �� +���
�� ��	$
��� ��, /
 &"$���for   <��(	 4����� ��(�� ��n+1  �
�) ���% @�n  &	$
,���(� 
� � ��(�� �� 45 

��(�� �� ;���%(D� &
	$�%� +��
 ���% L��� �6   . ���� :  
  

                            TSum(n)=1+n+1+n+1=2n+3 

   



� ��� � ��	
����
����	��
��1�                                      ���� ����� :��	
����
�� ��� �
�
 

  

8 

2� &	8���6� <��, ��9�   :  
                  1      float RSum(float a[], int n) 

                  2            { 

                  3             if(n==0)                                       

                  4                    return (0.0); 

                   5               else  

                   6               return (RSum(a,n-1)+a[n]); 

                   7               } 

                             
 �
��, G�O�n==0 %	$
, ���%�%	(�() *�* � &���"
�� &	$
, �
1  ;���%B(D� &	$
,)  �B�

 *	��(��3  �4  . (  *�� ��� �
)n>0 � �8���  ���	)1( −nRSumT  2�,�%(D &	(�() &	$
,

 &�����RSum(a,n-1)  ���	 L��� &��I� /%	$
,�%	(�() *�*  :    �B� ;���%B(D� � 4B
���
 ��(�� X��(�� . &���$� �	��%�� *
� *��	 L��� �RSum  :  

   





>−+

=
=

0)1(2

02
)(

nifnT

nif
nT

RSum

RSum

  
  

 ��� ��9	&	��, &-O�� &"��(�� &-O��� .-O��� ��� T	��%�� &"	�� !�
%(Y%& &	�����  &"��(��
��9���:                                                    

022

)0()2(

.............................

)2()2(2

)2(22

)1(2)(

≥+=

+=

−+=

−++=

−+=

nn

Tn

nT

nT

nTnT

RSum

RSum

RSum

RSumRSum

  
���
 :*�%� a, b  &�(�� X�� *
 *	%����
(m,n)    4B
� &B	
����
� ��
��� �	"�%�� ���)

 W *	%����
  
�#�� :�����  &	8���6� &������ *	%����
 4
� &	
����
 *,&	��%�� :  
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  void add(Type a[][size], Type b[][size], Type c[][size], int m,  int n) 

                             { 

                                for (int i=1; i<=m; i++) 

                                     for (int j=1; j<=n; j++)  

                                  c[i][j] = a[i][j] + b[i][j]; 

                                       }                         

                                              

��	��
 !�� &�'(
�� �1 m.n . �
�  ��, / *	%$
��%
 *	%"$� �$, 3
������ <�%�	 ��	$
���
 &	(�(��  �1 ����� &"$���  �� :m+1  ��	$
��� ��, �&	(�(��  �1 &	�� �� &"$��� �� 
m(n+1)  �
�) ���	 @�mn  � 4
� &	$
,���(� 3
������ *
 H�� �� ��(�� ��   ���%��� �
�� �	"�%��&-O���� ���	 ��
�:  

  T(mn)=m+1+m(n+1)+mn=2mn+2m+1 

  
���
 :  #��( �	7 C	�� ��, <) +2��"�  !�"% &	
����
� ��
��� �	"�%�� ���)n    4B��%�

 Q���
�� �����fn �9%����	� &	��%%
 *
 (Fibonacci) :  
  

��#� :  &	��%�� &	8���6�� &	
����
�� *, ����:  
1              void Fibonacci(int n)                                      

2                    // Compute the nth Fibonacci number        

3                   {    

4                         if (n <=1) 

5                              cout <<n<<endl; 

6                          else { 

7                               int fnm2 = 0, fnm1 =1, fn; 

8                              for (int i = 2; i <=n; i++) { 

9                                    fn = fnm1 + fnm2; 

10                                   fnm2=fnm1; fnm1 = fn; 

11                                         } 

12                          cout << fn << endl; 

13                                         } 

14                                     }  
 

 ��	��
�� !��  �1n  ��	��  /*�%���   �
��, ����� n=0   �)n = 1  � / &	�� ��n > 1    
 �
��, n=1   �)n=0  O� *?� "�� *
��(*	  4  �5 ���	( *
�� <��(	   ������ . �
��,�
 *��	n > 1 �8��,  ���	   ��(��7  <��(	 *
��2   ��(��� /8  <��(	 *
��n  ��(��� /
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9  <��(	 *
��n-1  ��(��� /10  <��(	 *
��2n-2  ��(�� ���	 � /12  <��(	 *
��
������ .
������ �	��% *
� ���%���� �1 3:  

  
                                   T(n)=1+1+2+n+n-1+2n-2+1 = 4n+2                    
 
  

���
 : *�%�a[1:n]  *
I%% &��%
n ����,"  .   &B	
����
� �B�
��� �	"�%�� #�(� �	�� �
 ��,�"���� �����(Bubble Sort) .   

  
�#�� :  ����� &	
����
 ���% �%�� &	8���6�  ���% ���%�� ��9��� ��,�"����:  

  
        void Bubble Sort (int a[], int n) 

              { 

                  int i, j; 

             for(i=n-1; i>=1; i--) 

                 for (j=1; j<=i; j++) 

                    if (a[j+1]<a[j]{ 

                      int t=a[j]; a[j]=a[j+1]; a[j+1]=t; 

                        } 

                                 } 
 

   ���� : �1 &�'(
�� ���n *	%$
��%
 *	%"$� �$, 3
������ <�%�	 �    *
BI%% �B����n-1 
 &	���
�� &"$��� �� ���
 . ���
�� ��n-i  <���i   � &���"
 &	$
,i  4-��
  �	��% &	$
,

��BBBB� � :                        

nnnninT
n

i

n

i

i

j

−=−=== ∑∑ ∑
−

=

−

= =

2
1

1

1

1 1

)1(22)(

 

   

1�5  +/)��� +�
��� ��,�����  ���#�� *�)* +- – ���#�� %)#* +-  

 ������% �%�� ��	��
��� �
 &	
����
 �	��% *
� Q$�%	 .��
 Q�� �	=%% ��	��
�� 0�1	*	:  
%�� H���� &	
����
 ��� / >�%�
�� �� �	=% � !���� �� �	=% *
I ���, *, �$($(

 &
8�"�� ����, ��, *
 �� �	=%	 *) *�
	 / &
8�-)&
8�"�� !�� ( �1��%�
 � .  
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 BB� �
���Dn  !���� ��� &�'(
�� ��	��
 ���n  . BB� �TA(d)  ��
��� �	"�%�� ���
 &	
����
$�A  ��	��
 ��) *
d .  

•  &	
����
$� ������ *(�) �� ��
��� �	"�%�� �
(�A ���"
��:  
               MinA(n)=Min{TA(d) ; d∈Dn} 

•  &	
����
$� ������ )�() �� ��
��� �	"�%�� �
(�A ���"
��:  
               MaxA(n)=Max{TA(d) ; d∈Dn} 

•  &	
����
$� ��(��� ��
��� �	"�%�� �
(�A ���"
��:  
               ∑

∈

=
nDd

A dTdPnAAverage )()()(   

 H	�P(d) �
 *��% *) ��
%�� �1 &	
����
�� +��d ��	��
�� 4	
� *��% �
��, � / 

 &	��(%
��
%�D� &"��(�� &-O��� C��%     :
∑
∈

=
nDd

A

n

A dT
D

nAverage )(
||

1
)(

  
 H	�|Dn|  !���� ��� ��	��
�� ��,n .  

  
���
:      <�B�% &B
8�- *
BI ���, *, �$($(%�� H��$� &
�O�� �����"
�� ��, ���)n 

����," W  
  

�#��  :*) CI���� *
   :MaxA(n)=n  �MinA(n)=1    #�(��AverageA(n)  #�	
 &
8�"�� ��� �D�
%�D� T�� &���
L  ������ �x :  

•  *�	�q  ������ *��	 *) ��
%��x �����
"  &
8�"�� ��L . 

•  ��� ��� @�) T�%��x  &	��(%
 ��$� 4I��
�� *?� &
8�"�� ����
%�D� . 

 ��) *
ni ≤≤1  �
��( BB�Dn,i  ����� �%�� !8��"�� �� &,�
�
 ���n  ��G	 �%�� �
 ��	�x  !-� 4-�
�� �� +�
 ��)i  BB� �
��( � /Dn,o  D �%�� !8��"�� �� &,�
�
 ���

 ��	� ��G	x .   
  

&"��(�� ��	I���� #(��   :
n

q
DP

qDP

in

on

=

−=

)(

1)(

,

,
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*) 3%�%(� &	
����
�� �	$�% *
 : T(Dn,o)=n , T(Dn,i)=i     
 !  *
� :  

nq
nq

nq
n

nqn
nqi

n

q
nAverage

n

i

A

)1(
2

)1(

)1(
2

)1(
)1()(

1

−+
+

=−+
+

=−+= ∑
=        

��$( !$�� ��� ��?�"  *�x  *
I ����
L  *?�  :
2

)1(
)(

nn
nAverage A

+
=  

 ���� ��
%�� *�� ����x  �1 *
I1/2  *?�  :
4

)1(3
)(

n
nAverage A

+
=     

  

1�6 
��
������� ����,
  

�� *�
	 / ��	��
�� !��� 4��%� &	
����
 �	"�% �	��% ��� �
��, 4��%�� ��1 �	��% &,�( &(�
 ��	��
�� !�� ����	 .    &B����
 �B�) *B
 &	
����
�� &	���� �	��% �� &(����� 0�1 �	�%

 *
 *	%	
����
 *	� &$8�1 �-��� ��� *) �D���� T�� �� *�
	 �� / !���� +�	�� ��	��

 ��
��� �	"�%�� H	�.  

   � &B	
����
�� &B	���� &���
� / ��
��� �	"�%�� 4��%� �	(� #	�"%� ��%�� �D���� !G�
 ��
 *	%	
����
 &���"
� . *��% �
��, O 
�n  !�
�� �	7 *
 +�	��*)  &	
����
 R�%�%) A���

 ��� &�	�
n  ��� !)n+5  &	$
, . 4��% �� &	��I�� ���� �� ��
1� ������ !G�
 �� *�
	�
	"�%�� � . &	
����
�� &���"
 �	�� ��� ��� O 
�A    �B�
��� �1�B	"�% �%��TA(n) = n

2   4B

 &	
����
��B  ��
��� �1�	"�% �%��TB(n)=4n  &	
����
�� *?�A   &B	
����
�� *
 �I�)

B  ��) *
n>4 .  
 ��	
����
�� &���"
 >��% � / 4��%�� ��� &�%�
 �
(	 �
 ���	� ��� &"��(�� ���	�"%�� ��P%

$, ��
��� �	"�%�� 4���%� ����� &�%�
 X�() �.  
 / +�	�� ��	��
 !��� �� ��	
����
�� &���"
 ��	$
, �$, &	��� &	���
 2��I� ����

 !	1��
�� ��� Q��%�� *
 ��D L���&	%F�:  
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1�7  (��,��� 
�����#],,,,[ woO ΘΩ  

  �1�
�
��  �����O(g) [big -oh] :  *�%�g   &���  �B	7 &�	���� ���,�� &,�
�
 *

 &���
�� &"	"��� ���,�� &,�
�
 ��� &���(�� . �8��, O(g)    ����B�� *
 &,�
�
 �1f   /

    /&B���
�� &B"	"��� ���B,�� &,�
�
 ��� &���(�� �	7 &�	���� ���,�� &,�
�
 *
 �I	)
  �
�
% #��
 �"	"� ���  ���	� *�
	 @�) H	�� c/ 7 C	�� ��, ���	 �  #��B( �	n0  /

 *��	)()( ncgnf ≤  �� ��) *
0nn ≥  

  
���
 : 3n+2 = (is)O(n)   *Dnn 423 ≤+   �� ��) *
2≥n  .100n+6=O(n)  
*D nn 1016100 ≤+  �BB� �BB�) *BB
6≥n . )(2410 22

nOnn =++    *D
22 112410 nnn ≤++  �� ��) *
 5≥n .)(2410 2

nOnn ≠++  
  


� #.
:  

 &��%���f(n) = O(g(n)  E���%)(ngf ∈  
 O(1)    / �B��  &	
����
�� �	��% *
� *) ��� �	9	O(n)       �B	��% *B
� *) �B�� �	B9	

/ ��
 &	
����
��) O(n
2  / ��	��% &	
����
�� �	��% *
� *) ��� �	9	O(n

3
)  ��� �	9	

 � / ��	��% &	
����
�� �	��% *
� *)O(2
n
)  �() &	
����
�� �	��% *
� *) ��� �	9	 .  

  
 &	
����
 ��
) ���� �	��% *
� �
 &�'(
O(log2 n)   ;�() *��% )   +�B	�� !	B- ��) *


 BB� A�� ��9�( n �� X��� &	
����
 *
  �B	��% *
� ��
) ��� &�'(
O(n)   .  ��B9��
*) ��� @��9
 :�	��%�� *
�  O(n log2 n)*��	  *
 �I�)O(n

2
) .  

  
#	%�%�� �$, �$	 �
� �1 � �	��% &�
�) &��( ���% :

)2(),(),(),log(),(),(log),1( 32

22

n
OnOnOnnOnOnOO  

  
*�%� A, B  *	���% ���	� ����%(� ���) T�%��� � &�'(
�� X�� *O�% *	%	
����
f, g  

H	��  :TA(n)=O(f(n))  ;  TB(n)=O(g(n))     �8��,	�%(�4  *	%	
����
�� &���"
A,  

B  *	���%�� &���"
�f,  g 
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��� � :  *�� ���01....)( anananf

m

m +++=     *B
 ���B� �B	 �

 &�����m  �8��,)( m
nOf ∈  

  

���!� :  

  

∑

∑

∑

=

=

−

=

≥≤

≤

≤

m

i

i

m

m

i

mi

i

m

m

i

i

i

nforan

nan

nanf

0

0

0

1|,|

||

||)(

  
  *?� ���%��� �)( m

nOf ∈  
 

�
�� ����� �1�
 )(gΩ [big-Omega]  

 *�	�g       &B"	"��� ���B,�� &B,�
�
 �B�� &���(�� �	7 &�	���� ���,�� &,�
�
 *
 &���
�8��,  &���
�� . )(gΩ    ������ *
 &,�
�
 �1f   &�	���� ���,�� &,�
�
 *
 �I	) /

&"	"��� ���,�� &,�
�
 ��� &���(�� �	7   �
�
% #��
 �"	"� ���  ���	 *) H	��   /&���
��
c #��( �	7 C	�� ��, ���	 /n0  *��	 /)()( ncgnf ≥  �� ��) *


0nn ≥  

  

��2222�
  :)(23 nn Ω=+  *�nn 323 ≥+   <) �BBBB�) *BBBB
1≥n  .
)(6100 nn Ω=+  *�nn 1006100 ≥+  <) �BBBB�) *BBBB
1≥n  .

)(2410 22 nnn Ω=++  *�
22 2410 nnn ≥++  <) �BB�) *BB
1≥n  .

)2(2*6
2 nn

n Ω=+  *�
nn n 22*6 2 ≥+  <) ��) *
1≥n .  

  

�22�� � :��  *�BB� �01....)( anananf m

m +++= �0>ma �BB8��,

)( mnf Ω∈  
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 �1�
�
��  �����)(gΘ [Theta] : �%*�g     �B	7 &�	�B��� ���,�� &,�
�
 *
 &���

"	"��� ���,�� &,�
�
 ��� &���(��	 &���
�� & .  �B8��,)()()( ggOg Ω∩=Θ /
) *B
 �� ��� �
%�% �%�� 4���%�� &,�
�
 / *) <)( gO  �)( gΩ  .   AB	��% *B�
	 �)

)(gf Θ∈  *����
 *�	"	"� *�%��  ��� ��� �"�� ���c1, c2    #��( �	7 C	�� ��,�

n0  Q"�%	 H	��)()()( 21 ngcnfngc ≤≤  �� ��) *
0nn ≥  

  

���
:  )(23 nn Θ=+  *�nn 323 ≥+  <) ��) *
2≥n �nn 423 ≤+  ��) *


 <)2≥n  *?BBB� ���BBB%��� �c1=3, c2=4  � n0=2  .)(2410
22

nnn Θ=++ .
)2(2*6 2 nn

n Θ=+ .  
  

��22��  :  *�BB� ���01....)( anananf
m

m +++= �0>ma  �BB8��,

)( mnf Θ∈  
  

 �1�
�
��  �����)(go [Little “oh”]  :  &B����� *��%f(n) = o(g(n))   ��� �B"�� ���

 *��

0
)(

)(
lim =

→∞ ng

nf

n

  

��222222�
  :)(23 2
non =+  *�0

23
lim

2
=

+

∞→ n

n

n
  L��BBBBBB� �

)log(23 2 nnon =+  .) �
� *)3(2*6 2 nn
on =+   �
�	�)2(2*6

2 nn
on ≠+ .  

  
  

 �1�
�
��  �����)(gw [Little omega]  :&����� *��% f(n) = w(g(n))  �"�� ���
 *�� ���0

)(

)(
lim =

→∞ nf

ng

n

 ..  
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1�8 �� (��,��� 
�����# 3�  

  *�	� f, g, h   ���B,�� &,�
�
 ��� &���(�� �	7 &�	���� ���,�� &,�
�
 *
 ���� HO 
"	"���	�8��,  &���
�� & &	��%�� S��
�� Q"�% #��"%�� ��	���� :  
1�  <��%�� &	��
Transitivity :  

 

• )(gf Θ∈  and )(hg Θ∈  then )( hf Θ∈  

• )( gOf ∈  and )( hOg ∈  then )( hOf ∈  

• )( gf Ω∈  and )( hg Ω∈  then )( hf Ω∈  

• )( gof ∈  and )(hog ∈  then )( hof ∈  

• )( gwf ∈  and )(hwg ∈  then )(hwf ∈  

 

   
2�   &	(����D� &	��
��Reflexivity  

• )( ff Θ∈   

• 
)( fOf ∈

  

• )( ff Ω∈
 

 
3 �&	�G��%�� &	��
�� Symmetry  :  
  

)( gf Θ∈  if and only if )( fg Θ∈  

 
4 �&	�G��% &	��
��   ��"�
��Transpose Symmetry :  
  

• )(gOf ∈  if and only if )( fg Ω∈  

• )(gof ∈  if and only if )( fwg ∈  
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� #.
  

- &	
����
� �	��%�� *
� *��	 ))(( ngΘ  �� �1�	��% *
� *�� ��� �"�� ���)�() 

 ������))(( ngO  �� �1�	��% *
� �*(�)  ������))(( ngΩ .  

-  &,�
�
��))(())(( ngwngo I&	��
 &,�
�
 �1 

-  *		"	"� *	��, *	� &���"
�� *	� @��9% ���	a, b  &���"
�� �  ��9��� ������ *	�: 

  

    
bangOnf ≤≈= ))(()(

 

   
bangnf ≥≈Ω= ))(()(

 

   
bangnf =≈Θ= ))(()(

 

    
bangonf <≈= ))(()(

 

   
bangwnf >≈= ))(()(

 

-  ���%�� ��9��� *	�	=%
� ������ �$, #��"%�� ��	���� A	��% �	�
% ����
	:  
 *��	f(n, m)=O(g(n,m))  �� &���
 ����  ��� ���  �"�� �c, n0, m0   H	��

 &-O��� Q"�%%),(),( mncgmnf ≤  ��) *
00 , mmnn ≥≥  . ��9� �
  *	%,�
�
�� A	��% *�
	 @��9
)),((,)),(( mngmng ΘΩ .  

  
-  �	7 �	���%�� A��� &	I�	��� �D���
�� �� #��"%�� ��	���� !��
%(� ����
	

	(�(�� �D���
�� *
 & . �� 
�� �	�( �$, : &����
�� �	9%

)(2132 22 nnnn Θ+=++ &��� ���% )(nf Θ∈ H	��

)(2132 22 nfnnn +=++  BB� &
	- <) ��) *
n  &����� 0�1 �� /
           *��	f(n) = 3n+1  . �� #��"%�� ��	���� ��G% �D���� T�� ��

� � �(	�� A���� � 
 &����
$� *
	�� A��� :)()(2
22

nnn Θ=Θ+ �%�� �

 &��� <) ��) *
 @�) ��� �	9%)(nf Θ∈  &��� ���%)(
2

ng Θ∈  H	��

)()(2 2
ngnfn =+  BB� &
	- <) ��) *
n . 
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1�9 ��4����� 5������ �).)�� � &��67��  

4���%�� T��� ����� &	I�	���  �(O(�� �  #��"%�� ��	���� !��
%(� �� �,�(% �%�� +�	�9��  
  
  �,)�� � 8�,�� 5����Floors &Ceilings   

  �"	"� ��, <) ��) *
x   ;�- /x  <��(	 �) �=�) C	�� ��, ���) �1x   @� �
�	 �

  BB� x  .) A"( �
x �<��(	 �) ���) C	�� ��, �=�) �� x    BB� @� �
�	 �

 x .  
  

3���  �,)�� � 8�,�� 5����  

1 �  �"	"� ��, <) ��) *
x   *��	   :    11 +<≤≤<− xxxxx  

2 �  #��
 C	�� ��, <) ��) *
 n*��	   :n
nn

=





+






22
  

3 �  ��) *
 <)	��,*  *	�	�� a, b   C	�� ��, <) *
� / *		��� �	7n   *��	 :  







=

























ab

n

b

a

n

     � 







=

























ab

n

b

a

n

  
  
  3��� ��)9� 5������Exponentials   

 �  O  ��) *
&  &	"	"� ���,)0≠a /m    �n  � &	��%�� ��"���%
�� ��	�:  
 

10 =a  

aa =1

 

a
a

11 =−

 
mnnm

aa =)(
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nmnm

aaa
+=  

 �  *� ���� �	 � <) �
� ���
 *
 ;�()  *��	 #��
�� �(F� 4��%�� �
� ���
 : ��) *


		"	"��� *	%�� ��* a>1    �b     ��	��0lim =
∞→ n

b

n a

n
   *) <) )( nb aon =.  

 �  ����%,� ���e = 2.71828….  !%	��7�$�� 4��%�� X�() . �"	"� ��, <) ��) *
 �8��,x 
��	�� :  

  

∑
∞

=

=++++=
1

22

!
......

!2!2
1

i

i
x

i

xxx
xe

 
� �"	"� ��, <) ��) *
 ���%���x   &����%
�� Q"�%% /  :xe x +≥ 1 . C��%

 *��	 �"� �
��, +���(
 &"��(�� &����%
��x = 0  *�� ��� �
)1|| ≤x ��	 ��	�� *
 ���%�� #	�"%��:  

211 xxex x ++≤≤+  
 ��(% �
��,x  *��	 &	���O�� ��� :)(1 2xxe x Θ++=  

  
  
��
����:�"�� 3���Logarithms  

 

 �  &	"	"��� ���,�� ��) *
a > 0, b > 0, c > 0  �n   ��	��:  
 

abba
log

=  
baab ccc loglog)(log +=

 

ana c

n

c log)(log =
 

b

a
a

c

c
b

log

log
log =

 

a
a

bb log)
1

(log −=
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b
a

a

b
log

1
log =

 
an bb na

loglog
=  

 �  4��%�� ��9�
 ���	 ln(1+x)   �
��,|x| < 1  ��9��� :  

.......
5432

)1ln(
5432

−+−+−=+
xxxx

xx
  

  
  +"
���� 5���Factorials 

 �   *�	�n ��,�" �	���" ��� / #��( �	7 An!  ��9���:  





>−

=
=

0)!1.(

01
!

nifnn

nif
n

  
 *) <)n! = 1.2.3……n       

-  ���%n!  #	�"% #(��Stirling ���%�� ��9���:  

))
1

(1()(2!
ne

n
nn

n Θ+= π
  

  
 +7�������- ���1*Fibonacci Numbers 

  
 &	����� &-O���� �9%����	� ���,) A��%:  









>+

=

=

=

−− 1

11

00

21 iifff

iif

iif

f

ii

i

  
�	� ���,) *
 ��, �� *) <) / @� *	"��(�� *	����� ;�
�
 *
 3%�	 �9%���  &$($(�� ���%��� �

 �9%����	� ���,)  A��% &	��%�� :0 , 1 , 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 , 34 , 55 , ….. 

  
 &	��%�� &=	��� !��
%(�� �9%����	� ���,) A��% *) *�
	 @�) �
�:  
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.....61803.0
2

51ˆ.....,61803.1
2

51

.......,3,2,1,0,
5

ˆ

−=
−

==
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=

=
−

=

φφ

φφ
whereif

ii
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1 �10 %���
�  ���� �����  
  
  

%��
�1:   &	��%�� &	�
���� 4��"
$� ��
��� �	"�%�� ���):  
1 for (int i=1; i<=n; i++)                                    1     int i=1; 

2      for (int j=1; j<=i; j++)                               2     while (i<=n){     

3          for (int k=1; k<=j ; k++)                       3    x++;  i++; 

4            x++ ;                                                    4     }    

                      (a)                                                         (b) 

  
  

%��
�2: �� �	"�%�� ���) &	��%�� ����$� ��
�:  
                  void D(int x[], int n) 

                          { 

                              int i = 1; 

                              do{ 

                                     x[i] += 2; i+=2; } 

                                    }      while (i<= n ) 

                                     i = 1; 

                                     while (i <=(n/2) { 

                                              x[i] += x[i+1]; i++; 

                                         } 

                                             } 
                 

                       void Transpose (int a[][] , int n) 

                                     { 

                                   for (int i =1; i<=n ; i++) 

                                       for (int j = i+1; j<=n; j++){ 

                                          int t = a[i][j] ; a[i][j] = a[j][i]; a[j][i]=t;  

                                              } 

                                                        } 

 

 
                       void mystery (int n) 
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                               { 

                                  int i, j, k; 

                                  int r = 0; 

                                 for(i=1; i<=n-1; i++) 

                                      for (j = i+1; j<=n; j++) 

                                           for (k=1; k<=j; k++) 

                                                 r = r+1; 

                                                             } 

 

      void pesky (int n) 

                        { 

                        int i, j, k; 

                        int r = 0; 

                                 for(i=1; i<=n; i++) 

                                      for (j = 1; j<= i; j++) 

                                           for (k=j; k<=i+j; k++) 

                                                 r = r+1; 

                                                             } 

      void pestiferous (int n) 

                        { 

                        int i, j, k,l; 

                        int r = 0; 

                                 for(i=1; i<=n; i++) 

                                      for (j = 1; j<= i; j++) 

                                           for (k=j; k<=j+i; k++) 

                                              for (l=1; k<= i+j-k; l++) 

                                                     r = r+1; 

                                                             } 

      void conundrum (int n) 

                        { 

                        int i, j, k; 

                        int r = 0; 

                                 for(i=1; i<=n; i++) 

                                      for (j = i+1; j<= n; j++) 

                                           for (k=i+j-1; k<= n; k++) 

                                                   r = r+1; 

                                                             } 
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%��
�3: �[	 &�	�� &	��%�� �D���
�� *) *:  
1. )1(17 Θ=  

2. )(65 22 nnn Θ=−  

3. )(!
2

nOn =  

4.  )2(log22 2

2

2 nn
nnnn Θ=+  

5. )( 1

0

+

=

Θ=∑ k
n

i

k ni  

6. )(433
323

nnn Ω=+  

  
%��
�4: �[	 * &�	�� �	7 &	��%�� �D���
�� *):  

(a) )(910 2 nOn =+  

(b) )(log 2

2

2 nnn Θ=  

(c) )(
log

2

2

2

n
n

n
Θ=  

 
  

%��
�5 :  �1�
� ���
 #(�� &	��%�� 4���%�� #%�(growth rate) :  

.17,)
2

3
(

,)
3

1
(,log,

log
,log,loglog,log,, 2

2

2

2
2

222

n

n
nn

n

n
nnnnn

 

%��
� 6  : �$	�
 �� ):  
 1�  *�� ���k  ��,�" ���
�"  *?�kf(n) = O(f(n))   
2 �  *�� ���f(n) = O(h(n))  �g(n) = O(h(n))  *?�f(n)+g(n) = O(h(n))   
3 �  *�� ���T1(n) = O(f(n)) � T2(n) = O(g(n))  *?�                        : 

T1(n)T2(n) = O(f(n)g(n))  L��� �T1(n)+T2(n) = O(max((f(n),g(n))) 
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%��
� 7 : �[	 * *�� ���c 	"	"� ��,�" ���
�" �  n
cccng ++++= ......1)( 2 �8��, 

*��	 :  
 )1()( Θ=ng  *�� ���c<1 �  / L���  
 )()( nng Θ= *�� ���  c=1  �  /�I	) "*��	  
 )()( n

cng Θ=  *�� ���c>1  .  
  

%��
�8 :  ������ ��	 � *�	�A(x)   �B(x)  H	�:  
 

∑∑
==

==
n

j

i

i

n

i

i

i xbxBxaxA
00

][,][

 
 #�$�
�� :1� 	8���� &��� #%��#�(�� !�"% & 2�����  ][*][][ xBxAxP =  

               2 �  &����� 0��� ��
��� �	"�%�� ���).  
  

%��
� 9 : �1�	��% *
� #(�� � *	%���
 *	%����
 #�I� !�"% &	8���� &��� #%��.  
  

%��
� 10  : T���a ��,�" )�	���" 	"	"� �)�"  ( *�	� �n ��,�" �	���" ���
�"  . #%��
� +�"�� #�(�� &	8���� &��a

n
    �1�	��% *
� #(�� � .  

  
%��
� 11:  <��(�� 4��
��(magic square)  &�%�
�� *
 &���
 &����
 �1n  �1����,

�,)� *	� :���%% &�	�� �1  �n
2   <��(	 ��	� ��( <) ����, ;�
�
 *��	 H	��

$, &�-���� ������� ;�
�
 <��(	 � ��	� ��
, <) ����, ;�
�
 � �(	8��� �1��- �
�I	) <��(	 " <��� �� �1��- ����, ;�
�
 . ��) *
 / �� 
�� �	�( �$,n=5    ��	��

 ���%�� <��(�� 4��
��:  
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17  24  1  8  15 

23  5  7  14  16  
4  6  13  20  22  

10  12  19  21  3  
11  18  25  2  9  

  
 *
 *��
 <��( 4��
 2�9�?� !�"% &	8���� &��� #%��n×n ) � �
�
 �1�	��% *
� ���.  

  
%��
� 12:  ����� �����(prime number)  � ������ *
 ���) #��
 C	�� ��, �1

 �"� @(�� ������ ���� ����� @
(��- .��, *�� ��� �
	� ��%
% &	8���� &��� #%���" �	���" 
���
�" 	��) ���
�"  D !)�1�	��% *
� ���) �  .  

  


