الفصل السادس

جمل المعادلات التفاضلية العادية
Systems of ordinary differential equations
بعد أن درسنا المعادلات التفاضلية سندرس في هذا الفصل بعض جمل المعادلات التفاضلية.

6-1 جمل المعادلات التفاضلية العادية النظامية
(Normal systems of ordinary differential equations)
إذا كانت 
[image: image1.wmf]n

x

x

x

,...,

,

2

1

 توابع للمتحول المستقل 
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 فإن جملة المعادلات:
                   (6.1)
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تسمى جملة معادلات تفاضلية عادية من المرتبة الأولى.

إذا كانت المعادلات المشكلة للجملة (6.1) قابلة للحل بالنسبة للمشتقات، أي إذا أمكن كتابة الجملة بالشكل:

                             (6.2)
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عندئذٍ تسمى جملة المعادلات التفاضلية (6.2) جملة معادلات تفاضلية نظامية. 
إن مرتبة جملة المعادلات التفاضلية النظامية تساوي عدد المعادلات المشكلة لها.

حل جملة المعادلات التفاضلية النظامية هو مجموعة التوابع القابلة للاشتقاق 
[image: image5.wmf])
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 التي إذا عُوضت في معادلات الجملة حولت جميع المعادلات إلى مطابقات. الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية النظامية هو الحل الذي يحوي ثوابت كيفية عددها يساوي مرتبة الجملة. حل جملة المعادلات التفاضلية النظامية الذي ينتج عن الحل العام بإعطاء الثوابت الكيفية قيماً عددية يسمى حلاً خاصاً للجملة. وأي حل للجملة لا يمكن الحصول عليه من الحل العام يسمى حلاً شاذاً.

6-1-1 طريقة حل جمل المعادلات التفاضلية النظامية
(Method of solution normal systems)
لتكن لدينا جملة المعادلات التفاضلية العادية النظامية التي تحوي 
[image: image6.wmf]n

 معادلة:

                                     (6.2)
[image: image7.wmf]ï

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ï

ý

ü

=

=

=

)

,...,

,

,

(

)

,...,

,

,

(

)

,...,

,

,

(

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

n

n

n

n

n

x

x

x

t

f

dt

dx

x

x

x

t

f

dt

dx

x

x

x

t

f

dt

dx

L

L

L


لتعيين حل هذه الجملة نشتق إحدى معادلاتها ولتكن الأولى مثلاً 
[image: image8.wmf])
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 مرة متتالية وفي كل مرة نعوض عن 
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 من أجل 
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 بعبارتها من باقي معادلات الجملة (4.3) فنحصل على الجملة المكافئة التالية:

                             (6.4)
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بتعيين عبارة كل من 
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 معادلة الأولى في الجملة الناتجة (6.4) وتعويضها في المعادلة الأخيرة من هذه الجملة نحصل على معادلة تفاضلية من المرتبة 
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 بالنسبة للتابع 
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وبحل هذه المعادلة نحصل على عبارة 
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 ومن ثم نحصل على باقي التوابع المجهولة في الجملة 
[image: image18.wmf])

(

...,

,

)

(

,

)

(

3

2

t

x

t

x

t

x

n

.

مثال (6-1-1): عيِّن، الحل العام لجملة المعادلتين التفاضليتين:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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نعيِّن عبارة 
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 من المعادلة الأولى حيث أن:
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ونعوض في المعادلة الثانية فنحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام لهذه المعادلة هو:
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بتعويض هذا الحل في عبارة 
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 نحصل على:
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لاحظ وجود ثابتين كيفيين في حل الجملة.

مثال (6-1-2): عيِّن الحل العام لجملة المعادلتين التفاضليتين:
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[image: image32.wmf]
الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
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 من المعادلة الثانية في الجملة تصبح المعادلة الجديدة:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية ذات أمثال ثابتة، حلها العام هو:
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نعين عبارة 
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 من المعادلة الأولى للجملة الأصلية:
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ملاحظة (6-1-1): وجدنا في الفقرة السابقة أنه لتعيين معادلة تفاضلية بالنسبة للمجهول 
[image: image40.wmf]1
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 نشتق المعادلة الأولى 
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 مرة ثم نعيِّن عبارة كل من 
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 معادلة الأولى في الجملة (6.4) ونعوضها في المعادلة الأخيرة من هذه الجملة، إلا أنه يكون بالإمكان أحياناً إيجاد معادلة تفاضلية عادية من مرتبة أقل من 
[image: image44.wmf])
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 باشتقاق إحدى المعادلات عدد من المرات أقل من 
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، وبحل المعادلة الناتجة نحصل على أحد التوابع المجهولة في الجملة.
مثال (6-1-3): عيِّن حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة ونبدل 
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 و 
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 بعبارتهما من المعادلتين الثانية والثالثة:
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نعين عبارة 
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 من المعادلة الأولى:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية ذات أمثال ثابتة، حلها العام هو:
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لتعيين عبارة 
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 لدينا من المعادلة الأولى (مثلاً):
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نعوض في المعادلة الثالثة من الجملة المعطاة فنحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى حلها العام هو:
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وبالتالي:
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6-2 جمل المعادلات التفاضلية المتماثلة
(Symmetric systems of differential equations)
تسمى جملة المعادلات التفاضلية متماثلة إذا كانت من الشكل:

     (6.5) 
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يمكن اعتبار أي من التوابع 
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 متحولاً مستقلاً والبقية توابع له. لذا نستطيع القول إن هذه جملة المعادلات التفاضلية المتماثلة (6.5) تكافئ جملة معادلات تفاضلية نظامية مؤلفة من 
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 معادلة. فمثلاً إذا اعتبرنا أن 
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 متحول مستقل فمن النسبتين الأولى والثانية نحصل على المعادلة:
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ومن النسبتين الأولى والثالثة نحصل على المعادلة:
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وهكذا… 
ومن النسبتين الأولى والأخيرة نحصل على المعادلة:
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لذا يمكن استخدام الطريقة الآنفة الذكر في حل جملة المعادلات التفاضلية المتماثلة، إلا أن هذه الطريقة تكون معقدة في أغلب الأحيان.

يمكن حل جملة معادلات تفاضلية متماثلة بشكل مختلف. بما أن جملة المعادلات التفاضلية المتماثلة (6.5) تكافئ جملة معادلات تفاضلية نظامية عادية مؤلفة من 
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 معادلة، فإن حلها العام يتألف من 
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 علاقة بين متحولات الجملة 
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 ثابت كيفي، تسمى هذه العلاقات تكاملات أولية. يتعين كل تكامل أولي من خلال إيجاد نسبتين من الجملة بحيث يمكن حل المعادلة التفاضلية الناتجة عنهما مباشرة أو بعد حذف العوامل المشتركة بينهما.

ملاحظة (6-2-1): يمكن تعيين عدد غير منته من النسب المساعدة لتعيين التكاملات الأولية بالاعتماد على الخاصة الأساسية التالية للتناسب والتي تنص على أنه إذا كان:
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فمن أجل أي 
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حيث أنه يمكن تطبيق هذه الخاصة على جميع النسب أو على بعضها. وإذا حصلنا نتيجة لتطبيق هذه الخاصة على نسبة مقامها صفر نضع بسط النسبة مساوياً الصفر.

مثال (6-2-1): عيِّن الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: من النسبتين الثانية والثالثة لدينا:
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نعين تكاملاً أولياً أول للجملة وذلك بالمكاملة المباشرة وهو:
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بضرب بسط النسبة الثالثة ومقامها بـ/
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فنجد من النسبتين الأولى والأخيرة:
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من تساوي مقامي النسبتين المتساويتين ينتج تساوي بسطي النسبتين:
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وهو التكامل الأولي الثاني للجملة. أي أن الحل العام ممثل بالمعادلتين:
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مثال (6-2-2): عيِّن الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية:
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الحل: من النسبتين الأولى والثالثة لدينا:
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بعد الاختصار على العامل المشترك 
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 بين النسبتين نحصل على تكامل أولي أول:
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بضرب بسط النسب السابقة ومقامها وعلى الترتيب بـ 
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 والجمع، وأخذ النسبة الناتجة مع النسبة الثالثة نحصل على:
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وبعد الاختصار على 
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 نحصل على:
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بمكاملة هذه المعادلة نحصل على تكامل أولي ثانٍ:
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أي أن الحل العام ممثل بالمعادلتين:
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مثال (6-2-3): عيِّن الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: لا توجد نسبتان يمكن تعيين تكامل أولي منهما مباشرة، لذا نشكل نسبة مساعدة:
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وبالتالي نحصل على تكامل أولي أول هو:
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نشكل نسبة مساعدة أخرى:
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وبالتالي نحصل على تكامل أولي ثانٍ هو:
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الحل العام للجملة معطى بالمعادلتين:
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6-3 جمل المعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثال الثابت

(System of linear differential equations with constant coefficients)
الشكل العام لجملة المعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثال الثابتة هو:

          (6.6)
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حيث أن 
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 أعداد ثابتة (هل هذه الجملة نظامية؟).
تحل جمل المعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثال الثابتة بأكثر من طريقة.

بما أن دراسة جملة مؤلفة من 
[image: image99.wmf]n

 معادلة هي تعميم لدراسة جملة مؤلفة من معادلتين فإننا نقصر دراستنا على جملة مؤلفة من معادلتين ونترك التعميم للقارئ.
6-3-1 طريقة الحذف (Canceling method)
لتكن لدينا جملة المعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثال الثابتة التالية:

                                       (6.7)
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حيث أن التابعين المجهولين هما 
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 والمتحول المستقل هو 
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 في الجملة نحصل على جملة من الشكل:

                                            (6.8)
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وبالاعتماد على طريقة الحذف نحصل على معادلة تفاضلية بمجهول واحد. نحل المعادلة التفاضلية الناتجة ثم نستفيد من حلها في تعيين التابع المجهول الآخر للجملة علماً أن عدد الثوابت الاختيارية في الحل العام يساوي لدرجة كثيرة الحدود الناتجة عن محدد مصفوفة الأمثال التالي:
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وإذا نتج عدد من الثوابت أكثر من ذلك فإنه يوجد ارتباط بين بعض الثوابت أو كلها. يتعيِّن الارتباط بين الثوابت بتعويض الحل العام في بعض معادلات الجملة أو كلها.
مثال (6-3-1): حل الجملة التالية:
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الحل: نكتب الجملة بدلالة المؤثر التفاضلي، 
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 فنحصل على:
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بضرب المعادلة الأولى بـ 
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 وجمع المعادلة الناتجة مع المعادلة الثانية نحصل على المعادلة: 
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التي ينتج عنها:
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نعوض في المعادلة الثانية من الجملة المعطاة فنحصل على:
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لا حظ أن حل الجملة يحوي ثابتاً كيفياً واحداً وهو درجة 
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 نفسها في منشور المحدد:
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مثال (6-3-2): حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نكتب الجملة المعطاة بدلالة المؤثر التفاضلي 
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نؤثر على المعادلة الأولى بـ
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لأن:
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بطرح المعادلة الأولى من الثانية في هذه الجملة نحصل على المعادلة:
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التي تكتب بالشكل:
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لتعيين حل المعادلة الناتجة نعين أولاً 
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ولها جذران حقيقيان هما 
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لتعيين حل خاص 
[image: image132.wmf])

(

t

x

p

 للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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وبالتالي:
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نعين عبارة 
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 من إحدى معادلتي الجملة، فمن المعادلة الثانية مثلاً لدينا:
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أي أن:
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وهذه معادلة خطية من المرتبة الأولى حلها العام هو:
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أي أن:
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وبإنجاز التكاملات نحصل على:
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وبما أن محدد مصفوفة أمثال الجملة هو: 
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ومرتبته 
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 فإن الحل العام يجب يحوي ثابتين كيفيين فقط، بتعويض عبارتي 
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 في إحدى معادلتي الجملة نجد أن 
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6-3-2 طريقة كرامر (Crammer's method) 

لتكن لدينا جملة المعادلات التفاضلية التالية:


[image: image152.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

2

1

1

1

t

h

y

D

g

x

D

f

t

h

y

D

g

x

D

f


فإن محدد مصفوفة أمثال هذه الجملة هو:
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بتطبيق قاعدة كرامر المعروفة لجملة المعادلات الجبرية الخطية على جملة المعادلات الخطية المعطاة نحصل على المعادلتين التفاضليتين التاليتين:

        (6.9) 
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      (6.10) 
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بعد تطبيق المؤثرات على التوابع في الأطراف اليمنى من المعادلتين (6.8) و(6.9) والاختصار، يمكن كتابة هاتين المعادلتين بالشكل:

                                                      (6.11)
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                                                     (6.12)
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لكلا المعادلتين (6.11) و (6.12) المعادلة المميزة نفسها ودرجتها درجة كثيرة الحدود 
[image: image158.wmf])
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 نفسها.
نوجد الحل العام لكل معادلة المعادلتين (6.11) و (6.12) فنحصل على عدد من الثوابت الكيفية يفوق درجة كثيرة الحدود 
[image: image159.wmf])

(

D

F

. بتعويض الحل في بعض أو كل معادلات الجملة الأصلية نوجد الارتباط بين الثوابت الكيفية الناتجة.

مثال (6-3-3): أوجد الحل العام لجملة المعادلتين التاليتين:
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الحل: نكتب الجملة بالشكل:
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محدد مصفوفة أمثال الجملة الناتجة هو:
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أي أن الحل العام يجب أن يحوي ثابتين كيفيين فقط.

من قاعدة كرامر لدينا:


[image: image163.wmf]t

t

t

t

t

t

t

e

x

D

D

e

e

e

e

e

D

e

x

D

F

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

+

-

=

+

-

-

=

-

-

-

=

4

)

2

(

8

5

10

3

3

5

1

2

)

(

2


المعادلة التفاضلية الناتجة خطية من المرتبة الثانية ذات أمثال ثابتة، حلها العام هو:
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حيث أن 
[image: image165.wmf]2
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 ثابتان كيفيان.

ومن قاعدة كرامر لدينا أيضاً:
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المعادلة التفاضلية الناتجة خطية من المرتبة الثانية ذات أمثال ثابتة، حلها العام هو:
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حيث أن 
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 ثابتان كيفيان.

لإيجاد العلاقة بين الثوابت الكيفية نعوض عبارتي 
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(

t

x

 و 
[image: image170.wmf])

(

t

y

 في المعادلة الثانية من الجملة فنحصل على:
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وبالتالي:
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أي أن الحل العام للجملة هو:
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[image: image175.wmf]t
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توجد طرائق أخرى لحل جمل المعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثال الثابتة لن نأتي على ذكرها هنا.

تمارين محلولة
1) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
[image: image177.wmf]x

 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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نعيِّن عبارة 
[image: image182.wmf]y

 من المعادلة الأولى حيث أن:
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ونعوض في المعادلة الثانية فنحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام للمعادلة الناتجة هو:
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بتعويض هذا الحل في عبارة 
[image: image186.wmf]y

 نحصل على:
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2) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
[image: image189.wmf]x

 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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نعيِّن عبارة 
[image: image194.wmf]y

 من المعادلة الأولى حيث أن:
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ونعوض في المعادلة الثانية فنحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام للمعادلة الناتجة هو:
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بتعويض هذا الحل في عبارة 
[image: image198.wmf]y

 نحصل على:
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3) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
[image: image201.wmf]x

 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
[image: image203.wmf]dx
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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نعيِّن عبارة 
[image: image206.wmf]z

 من المعادلة الأولى حيث أن:
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ونعوض في المعادلة الثانية فنحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام للمعادلة الناتجة هو:
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بتعويض هذا الحل في عبارة 
[image: image210.wmf]z

 نحصل على:
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4) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
[image: image213.wmf]t

 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
[image: image215.wmf]dt
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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نعيِّن عبارة 
[image: image218.wmf]y

 من المعادلة الأولى حيث أن:
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ونعوض في المعادلة الثانية فنحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام للمعادلة الناتجة هو:
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بتعويض هذا الحل في عبارة 
[image: image222.wmf]y

 نحصل على:
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5) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:


[image: image224.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

+

=

1

1

y

dx

dz

z

dx

dy


الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
[image: image225.wmf]x

 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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الحل العام للمعادلة الثانية هو:
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بتعويض هذا الحل في المعادلة الأولى نحصل على:
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6) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة واحدة بالنسبة لـ
[image: image233.wmf]t

 فنحصل على:
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بالتعويض عن 
[image: image235.wmf]dt
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 من المعادلة الثانية تأخذ المعادلة الجديدة الشكل:
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أي أننا حصلنا على الجملة المكافئة التالية:
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نعيِّن عبارة 
[image: image238.wmf]y

 من المعادلة الأولى حيث أن:
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ونعوض في المعادلة الثانية فنحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام للمعادلة الناتجة هو:
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بتعويض هذا الحل في عبارة 
[image: image242.wmf]y

 نحصل على:
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7) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: باشتقاق طرفي المعادلة الأولى بالنسبة لـ
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 والتعويض عن 
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 في المعادلة الناتجة بعبارتها من المعادلة الثانية نحصل على الجملة المكافئة التالية:


[image: image247.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

+

+

-

-

=

-

+

+

-

=

t

t

y

x

dt

dx

dt

x

d

t

t

y

x

dt

dx

cos

18

sin

10

4

6

cos

3

sin

2

2

2


نعيِّن عبارة 
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 من المعادلة الأولى: 
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بالتعويض في المعادلة الثانية نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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وبالتالي:
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بالتعويض في عبارة 
[image: image257.wmf]y

 نحصل على:
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8) حل جملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشتق المعادلة الأولى مرة أولى بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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باستبدال 
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بعد تجميع الحدود نحصل على المعادلة التالية:
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أي أننا حصلنا على المعادلة التفاضلية الخطية التالية:
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وحلها العام:
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من المعادلة الأولى في الجملة لدينا:
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بالتعويض في المعادلة الثالثة نحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية حلها العام:
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بالتعويض في عبارة 
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(

t

y

 نحصل على:
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9) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: من النسبتين الأولى والثالثة نجد أن:
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ومن النسبتين الثانية والثالثة نحصل على:
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أي أن الحل العام للجملة يعطى بالتكاملين الأوليين التاليين:
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10) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: اعتماداً على خواص التناسب نشكل النسبتين المساعدتين التاليتين:
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أي أن:
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من هاتين النسبتين نحصل على:


[image: image279.wmf]1

1

ln

|

|

ln

|

|

ln

c

z

y

y

x

c

z

y

y

x

=

-

-

+

-

=

-


يمكن الحصول على تكامل أولي ثانٍ كما يلي:
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وبالتالي:
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أي أن الحل العام للجملة يعطى بالتكاملين الأوليين التاليين:
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11) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: اعتماداً على خواص التناسب نشكل النسبتين المساعدتين التاليتين:
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من هاتين النسبتين نحصل على:
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يمكن الحصول على تكامل أولي ثانٍ من النسبة 
[image: image286.wmf]y
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وبالتالي:
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أي أن الحل العام للجملة يعطى بالتكاملين الأوليين التاليين:
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12) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية:
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الحل: نشكل نسبة مساعدة بضرب النسبة الأولى (من اليسار) بـ
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ومنه:
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نشكل نسبة مساعدة ثانية بضرب النسبة الأولى (من اليسار) بـ
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 والنسبة الثانية بـ
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ومنه:
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أي أن الحل العام للجملة يعطى بالتكاملين الأوليين التاليين:
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13) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية: 
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الحل: تكتب الجملة بدلالة المؤثر التفاضلي كما يلي:
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بالتأثير على المعادلة الأولى بـ 
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[image: image309.wmf]
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الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة من هذه المعادلة هو:
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لتعيين حل خاص لها لدينا:
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وبالتالي:
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بالتعويض في المعادلة الأولى من الجملة نحصل على:
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هذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى، حلها العام هو:
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بما أن محدد مصفوفة أمثال الجملة هو:
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ومرتبته 
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 فإن الحل العام يجب أن يحوي ثابتين كيفيين فقط. بتعويض عبارة 
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وبالتالي 
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14) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية: 
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الحل: بضرب المعادلة الأولى بـ 
[image: image330.wmf])

5

(

-
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الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة من هذه المعادلة هو:
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لتعيين حل خاص لها لدينا:
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وبالتالي:
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بالتعويض في المعادلة الثانية من الجملة نحصل على:
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بما أن محدد مصفوفة أمثال الجملة هو:
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ومرتبته 
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 فإن الحل العام يجب أن يحوي ثابتين كيفيين.

15) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية: 
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الحل: بالتأثير على المعادلة الأولى بـ 
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 والتأثير على المعادلة الثانية بـ 
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 وطرح المعادلة الثانية من المعادلة الأولى نحصل على:
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الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة من هذه المعادلة هو:
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لتعيين حل خاص لها لدينا:
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وبالتالي:


[image: image349.wmf]x

e

x

c

x

c

c

x

y

2

3

2

1

10

1

sin

cos

)

(

+

+

+

=


بالتعويض في المعادلة الثانية من الجملة الأصلية نحصل على:
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بما أن محدد مصفوفة أمثال الجملة هو:
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ومرتبته 
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 فإن الحل العام يجب أن يحوي ثلاثة ثوابت كيفية فقط أي أنه يوجد ارتباط بين بعض أو كل هذه الثوابت. لتعيين الارتباط نعوض عبارة 
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وهذه المعادلة محققة دوماً، أي لا ينتج عنها أي ارتباط. نعوض عبارة 
[image: image356.wmf])
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أي أن:
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وبالتالي، فإن الحل العام للجملة الأصلية هو:
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16) أوجد الحل العام لجملة المعادلات التفاضلية التالية: 
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الحل: تكتب الجملة بدلالة المؤثر التفاضلي كما يلي:
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بالتأثير على المعادلة الأولى بـ 
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الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة من هذه المعادلة هو:
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لتعيين حل خاص لها لدينا:
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وبالتالي:


[image: image372.wmf]4

cos

5

7

sin

5

4

)

(

2

2

1

+

-

+

+

=

-

x

x

e

c

e

c

x

y

x

x


بالتعويض في المعادلة الأولى من الجملة نحصل على:
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هذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى، حلها العام هو:
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بما أن محدد مصفوفة أمثال الجملة هو:
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ومرتبته 
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 فإن الحل العام يجب أن يحوي ثابتين كيفيين فقط. بتعويض عبارة 
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وبالتالي 
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تمارين غير محلولة
1) حل جمل المعادلات التفاضلية التالية:
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2) أوجد الحل العام للجمل الآتية:
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3) أوجد الحل العام لجمل المعادلات التفاضلية التالية: 
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