الفصل السابع
مدخل إلى المعادلات التفاضلية الجزئية

An introduction to the partial differential equations
7-1 مفاهيم عامة (General concepts)
تسمى المعادلة التفاضلية جزئية إذا كان متغيرها (تابعها) تابعاً لمتحولين مستقلين أو أكثر.
مرتبة المعادلة التفاضلية هي أعلى مرتبة اشتقاق جزئي في المعادلة. فمثلاً المعادلة 
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 تفاضلية جزئية من المرتبة الثانية.

حل المعادلة التفاضلية الجزئية هو أي تابع يحقق المعادلة (أي يحولها إلى مطابقة). الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية هو الحل الذي يحوي عدداً من التوابع الاختيارية يساوي مرتبة هذه المعادلة. الحل الخاص هو حل ينتج عن الحل العام بعد تعيين التوابع الاختيارية وفقاً لشروط المسألة. فمثلاً التابع:
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هو الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية 
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 وذلك لأن هذا التابع يحقق المعادلة (تأكد!) ويحوي تابعين اختياريين هما 
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حل خاص للمعادلة نفسها (لماذا؟).

المسألة المؤلفة من معادلة تفاضلية جزئية وبعض الشروط الإضافية المتعلقة بمحيط المنطقة التي تدرس فيها المسألة تسمى مسألة حدية (boundary problem).
مثال (7-1-1): تأكد أن التابع 
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 هو الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية: 
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حيث أن 
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 تابع كيفي قابل للاشتقاق، وعيِّن الحل الخاص المحقق للشرط 
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الحل: إذا وضعنا 
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 يكون 
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، وبالتالي:
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نعوض في المعادلة فنحصل على:
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هذا يعني أن التابع المعطى هو الحل العام للمعادلة. 
لتعيين الحل الخاص المحقق للشرط المعطى لدينا:
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وبالتالي:
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مثال (7-1-2): تأكد أن التابع 
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 حل للمعادلة 
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 وأن التابع 
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 حل للمعادلة 
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 وبشكل عام، فإن التابع 
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 حل للمعادلة 
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 حيث أن 
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 ثابتان كيفييان وأن 
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الحل: 1) إذا كان 
[image: image26.wmf]2

2

by

ax

u

+

=

 فإن:
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بالتعويض في المعادلة 
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وهذا يعني أن التابع 
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 حل للمعادلة 
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2) وإذا كان 
[image: image32.wmf]3

3

y

b

x

a

u

+

=

 فإن:

[image: image33.wmf]2

2

3

,

3

y

b

u

x

a

u

y

x

=

=


وبالتالي:
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وهذا يعني أن التابع 
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 حل للمعادلة 
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3) وإذا كان 
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وبالتالي:
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وهذا يعني أن التابع 
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 حل للمعادلة 
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مثال (7-1-3): تأكد أن التابع 
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 هو الحل العام للمعادلة: 
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حيث أن 
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 ثابتان كيفيان وأن 
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 تابعين اختياريان قابلان للاشتقاق. استنتج الحل العام للمعادلة 
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 وكذلك الحل العام للمعادلة 
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الحل: إذا وضعنا 
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، وبالتالي:
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نعوض في المعادلة 
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 فنحصل على:
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بمقارنة المعادلة 
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 مع المعادلة السابقة نجد أن 
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حيث أن 
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 تابعان اختياريان قابلان للاشتقاق.

وبمقارنة المعادلة 
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 مع المعادلة السابقة نجد أن 
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مثال (7-1-4): تأكد أن التابع 
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 هو حل للمسألة التالية:
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الحل: إذا كان 
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بالتعويض في المعادلة 
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أي أن التابع يحقق المعادلة. 
وبما أن:
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فإن الشروط الثلاثة محققة.
7-2 المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الأولى

(First order linear Partial differential equation)
تسمى المعادلة التفاضلية الجزئية من المرتبة الأولى خطية إذا أمكن كتابتها على الشكل التالي:

 (7.1)                       
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يمكن النظر إلى الطرف الأيسر من هذه المعادلة على أنه الجداء السلمي للشعاع 
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. هذا يعني أن التابع 
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 (حل المعادلة) هو ذلك التابع الذي يكون المماس لمنحنيه البياني في كل نقطة من نقاطه موازياً للشعاع 
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يمكن التعبير عن المنحني الذي يكون المماس لمنحنيه في كل نقطة منه موازياً للشعاع 
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 وسيطياً بجملة المعادلتين:

                                                (7.2) 
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تكتب هذه الجملة بشكل متماثل كما يلي:

                                       (7.3) 
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ليكن 
[image: image85.wmf](

)

)

(

,

)

(

t

y

t

x

u

u

=

 حل المعادلة (7.1) عندئذٍ يكون مشتق 
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 بالنسبة للمتحول 
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 هو:
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أي أن 
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بالأخذ بعين الاعتبار الجملة (7.3) نحصل على جملة المعادلات التفاضلية المتماثلة التالية:

                                         (7.4)
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التي تسمى جملة المعادلات المساعدة للمعادلة (7.1). 
لقد أثبتنا صحة المبرهنة التالية:
مبرهنة (7-2-1): الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية (7.1) هو 
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 تابع اختياري وأن 
[image: image93.wmf]1

)

,

,

(

c

u

y

x

z

=

 و 
[image: image94.wmf]2

)

,

,

(

c

u

y

x

w

=

 تكاملان أوليان مستقلان للجملة المساعدة (7.4).
ملاحظة (7-2-1): إذا كان الطرف الأيمن من المعادلة (7.1) مساوياً للصفر فتسمى المعادلة متجانسة وتأخذ الشكل:

 (7.5)                              
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وتكون الجملة المساعدة لها هي:

                                                      (7.6) 
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وبالتالي 
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 تكامل أولي للمعادلة.

مثال (7-2-1): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية:
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الحل: نشكل جملة المعادلات المساعدة:
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من النسبتين الأولى والثانية نحصل على:
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فإن:
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نكون بهذا قد حصلنا على التكاملين الأوليين:
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وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة هو:
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حيث أن 
[image: image106.wmf]F

 تابع اختياري قابل للاشتقاق. يمكن كتابة الحل العام بالشكل:
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وحيث أن 
[image: image108.wmf]f

 تابع اختياري قابل للاشتقاق.
مثال (7-2-2): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية:
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الحل: جملة المعادلات المساعدة هي:
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يمكن التأكد أن 
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 تكاملان أوليان للجملة المساعدة. أي أن الحل العام للمعادلة يعطى بالعلاقة 
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، حيث أن 
[image: image114.wmf]F

 تابع اختياري قابل للاشتقاق، أو بالشكل المكافئ 
[image: image115.wmf])
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 حيث أن 
[image: image116.wmf]f

 تابع اختياري قابل للاشتقاق.

7-3 المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الثانية

Linear partial differential equation) (Second order
إذا كان المتغير المجهول 
[image: image117.wmf]u

 تابعاً للمتحولين المستقلين 
[image: image118.wmf]y
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,

 فإن الشكل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الثانية هو:

 (7.7)                
[image: image119.wmf]G
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حيث أن 
[image: image120.wmf]G
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 ثوابت عددية أو توابع لـ
[image: image121.wmf]x

 و (أو) 
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، لكنها لا يمكن أن تكون توابع لـ
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تسمى المعادلة (7.7) متجانسة إذا كان 
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 وتسمى غير متجانسة إذا كان 
[image: image125.wmf]0
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إذا كانت الأمثال 
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 أعداداً ثابتة فإن المعادلة (7.8) تسمى معادلة تفاضلية جزئية خطية من المرتبة الثانية ذات أمثال ثابتة.

إذا وضعنا 
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 فإن المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الثانية ذات الأمثال الثابتة تسمى:

1- ناقصية (Elliptic) إذا كان 
[image: image128.wmf]0

>

D

،

2- زائدية (Hyperbolic) إذا كان 
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3- مكافئية (Parabolic) إذا كان 
[image: image130.wmf]0
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7-3-1 طرائق حل المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الثانية

Methods for solving linear p. d. e. of the second order))

أولاً - الطريقة المباشرة (Direct method)
يمكن تعيين الحل العام لبعض المعادلات التفاضلية الجزئية بالمكاملة بالنسبة لأحد متحولاتها المستقلة. نوضح ذلك ببعض الأمثلة.

مثال (7-3-1): عيِّن الحل العام للمعادلة 
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 والحل الخاص المحقق للشرطين:
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الحل: بمكاملة طرفي المعادلة 
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 بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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حيث أن 
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 تابع اختياري للمتحول 
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 فقط (لماذا؟). وبمكاملة طرفي المعادلة الناتجة مرة أخرى بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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حيث أن 
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 تابع اختياري للمتحول 
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 فقط.

لتعيين الحل الخاص المحقق للشرطين الإضافيين لدينا:
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وبالتالي يكون الحل الخاص الذي يحقق الشرطين هو: 
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مثال (7-3-2): عيِّن الحل العام للمعادلة 
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 والحل الخاص المحقق للشرطين:
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الحل: نكتب المعادلة المعطاة على الشكل:
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بالمكاملة بالنسبة لـ
[image: image149.wmf]x

نحصل على:
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حيث أن 
[image: image151.wmf])

(

1

y

g

 تابع اختياري. تُحل المعادلة الناتجة وكأنها معادلة تفاضلية خطية عادية من المرتبة الأولى بالنسبة للمتحول 
[image: image152.wmf]y

 واعتبار 
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 ثابت:
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حيث أن 
[image: image155.wmf]1

f

 تابع اختياري.
لتعيين الحل الخاص المحقق للشرطين الإضافيين لدينا:
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وبالتالي فإن الحل الخاص المحقق للشرطين الإضافيين هو:
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مثال (7-3-3): عيِّن الحل العام للمعادلة 
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الحل: نكتب المعادلة على الشكل التالي:
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بالمكاملة بالنسبة لـ
[image: image161.wmf]x

نحصل على:
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حيث أن 
[image: image163.wmf]f

 تابع اختياري.
المعادلة الناتجة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى بالنسبة للمتحول 
[image: image164.wmf]t

 واعتبار 
[image: image165.wmf]x

 ثابتة، وبالتالي حلها العام هو:
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وبالتالي الحل العام لهذه المعادلة هو:
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حيث أن 
[image: image168.wmf]F

 و 
[image: image169.wmf]g

 تابعين اختياريين. كيف نعيِّن هذين التابعين الاختياريين؟.
ثانياً - طريقة فصل المتحولات ومبدأ التركيب الخطي 

(Separation of variables and the principle of superposition)
إذا كانت المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية متجانسة وذات أمثال ثابتة فيمكن إيجاد حلها بطريقة فصل المتحولات ومبدأ التركيب الخطي الذي ينص على أن: التركيب الخطي لعدد من حلول معادلة تفاضلية خطية متجانسة هو أيضاً حل لها. أما طريقة فصل المتحولات فتتلخص بما يلي: 

1) نفرض أن متغير المعادلة (تابعها) مساوي لحاصل ضرب عدد من التوابع حيث أن كل منها تابع لمتحول واحد فقط من المتحولات المستقلة التي يتبع لها هذا المتغير.
2) نعوض عبارة الحل المفترضة في المعادلة التفاضلية الجزئية المعطاة فنحصل بعد إجراء الفصل بين المتحولات على تناسب، كل نسبة من نسبه عبارة عن تابع لمتحول مستقل واحد وبالتالي كل نسبة من هذه النسب يجب أن تساوي مقداراً ثابتاً (لماذا ؟). 
3) من كل نسبة من النسب والثابت نحصل على معادلة تفاضلية عادية بحيث أن عدد المعادلات التفاضلية العادية التي يمكن الحصول عليها يساوي عدد متحولات المعادلة المعطاة.
4) نعيِّن الحل العام لكل معادلة من المعادلات التفاضلية العادية التي حصلنا عليها.

5) إذا أرفقت المعادلة التفاضلية بشرط إضافي أو أكثر فيمكن استخدامها في تعيين الثوابت وحل المسألة المؤلفة من المعادلة التفاضلية الجزئية والشروط الإضافية.
مثال (7-3-4): حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية:
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الحل: بما أن متغير المعادلة 
[image: image171.wmf]u

 تابع للمتحولين المستقلين 
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 حيث أن
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إن 
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. نعوض في المعادلة فنحصل على: 
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الطرف الأيسر في هذا التناسب تابع لـ
[image: image180.wmf]x

 فقط والطرف الأيمن تابع لـ
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 فقط وهذا لا يتحقق مع كل 
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 وكل 
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 إلا إذا كان الطرفان مساويين لثابت ما وليكن 
[image: image184.wmf]l

، أي:
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ينتج من هذا التناسب المعادلتين التفاضليتين العاديتين التاليتين:
المعادلة الأولى:
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لحلها نكتبها بالشكل:
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وبالتالي:
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حيث أن 
[image: image189.wmf]A

 ثابت كيفي.
المعادلة الثانية:
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بحلها نحصل على:
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حيث أن 
[image: image192.wmf]B

 ثابت كيفي.
ينتج مما سبق أن:
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بما أن:
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بالمطابقة نجد أن 
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وبالتالي فإن الحل المطلوب هو:
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مثال (7-3-5): حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية: 
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الحل: بما أن متغير المعادلة 
[image: image199.wmf]u

 تابع لكل من 
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 و
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 ثم نشتق ونعوض في المعادلة فنحصل على:

[image: image203.wmf]l

=

=

¢

-

=

¢

¢

-

=

¢

=

-

¢

+

¢

=

¢

+

¢

.

)

(

0

)

(

const

Y

Y

Y

X

X

Y

Y

X

Y

X

Y

Y

X

Y

X

XY

Y

X

Y

X


وبالتالي لدينا المعادلة الأولى:


[image: image204.wmf]0

=

-

¢

X

X

l


التي حلها:
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ولدينا المعادلة الثانية:
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التي تكتب بالشكل:
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أي أن حلها هو:
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ينتج مما سبق أن:
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بما أن التركيب الخطي لأي حلين هو أيضاً حل وبما أن 
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 فيمكن أن نكتب الحل على الشكل التالي:
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ومن الشرط المعطى لدينا:
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وبالتالي:
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مثال (7-3-6): حل المسألة التالية:
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الحل: بما أن متحولي متغير المعادلة 
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 ثم نشتق ونعوض في المعادلة فنحصل على:
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فإذا كانت 
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المعادلة الأولى:
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التي حلها:
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والمعادلة الثانية:
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ومعادلتها المميزة هي:
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وجذراها هما:
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وحل المعادلة التفاضلية الثانية هو:
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ومنه يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية هو:
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لتعيين الحل الخاص المحقق للشروط الإضافية المعطاة لدينا:
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أي أننا حصلنا على حل صفري، وبما أننا نبحث عن الحل غير الصفري، نضع:
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فينتج لدينا:
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ومنه:
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p

l

sin

0

)

,

(

2

1

2

t

e

B

t

u

-

=

=


وبما أن 
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وبما أن 
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ومنه:
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ملاحظة (7-3-1): من المسائل التطبيقية التي تؤول في حلها إلى معادلة تفاضلية جزئية خطية من المرتبة الثانية:

أ) مسألة الانتشار الحراري في قضيب ومعادلتها هي 
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ب) مسألة اهتزاز وتر ومعادلتها هي 
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وفي كلا الحالتين يجب أن ينتهي الحل إلى الصفر عندما ينتهي 
[image: image244.wmf]t

 إلى اللانهاية، وهذا لا يتحقق إلا إذا كان الثابت 
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مثال (7-3-7): حل بطريقة فصل المتحولات، المسألة التالية:
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الحل: نضع 
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 (لماذا؟) ثم نشتق ونعوض في المعادلة فنحصل على:
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وبالتالي:
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لتعيين الحل الخاص المحقق للشروط الإضافية المعطاة لدينا:
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وبما أن 
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وبالتالي:
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بما أن 
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 مجموع حدين، نضع:
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وبالتالي:
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بالمطابقة، نجد أن:
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وبالتالي حل المسألة هو:
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ثالثاً - طريقة سلاسل فورييه(Method of Fourier series) 
توجد بعض المسائل المؤلفة من معادلة تفاضلية جزئية خطية متجانسة وبعض الشروط الإضافية التي لا نستطيع تعيين حلها المحقق لجميع الشروط الإضافية بالاعتماد على طريقة فصل المتحولات ومبدأ التركيب الخطي؛ وإنما نحتاج لاستخدام سلاسل فورييه كي نعين الحل المطلوب، لذا نذكر بتعريف وخواص سلاسل فورييه.

إذا كان 
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 وإذا كان مستمراً أو مستمراً جزئياً ومحدوداً في المجال 
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 فيمكن نشره وفق سلسلة مثلثية أو سلسلة فورييه التي لها الشكل التالي:
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حيث أن 
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تكون سلسلة فورييه متقاربة من التابع 
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ومتقاربة من 
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 إذا كانت 
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ملاحظة (7-3-2): إذا كان 
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وتسمى سلسلة جيوب تمام فورييه حيث أن:
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وإذا كان 
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وتسمى سلسلة جيوب فورييه حيث أن:


[image: image295.wmf]...

,

3

,

2

,

1

;

sin

)

(

2

0

=

=

ò

n

dx

x

L

n

x

f

L

b

L

n

p


وبالعكس، إذا نتجت لدينا سلسلة جيوب فورييه فإن مجموعها تابع فردي وإذا نتجت لدينا سلسلة جيوب تمام فورييه فإن مجموعها تابع زوجي.

مثال (7-3-8): حل المسألة التالية:
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الحل: هذه المسألة هي مسألة المثال (7-3-6) نفسها باستثناء الشرط الثالث. وجدنا أن الحل الذي يحقق المعادلة والشرطين الأول والثاني هو:

                            (7.8)
[image: image297.wmf]...

,

2

,

1

;

sin

)

,

(

2

2

1

1

±

±

=

=

-

n

nx

e

B

t

x

u

t

n


أما الشرط الثالث فيعطي:
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وبما أن الطرف الأيسر ثابت والأيمن متحول فهذا الشرط غير محقق، لذا نعتمد على مبدأ التركيب الخطي ونكتب الحل على شكل مجموع عدد لا نهائي (سلسلة) من التوابع من شكل التابع (7.8):
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وبالتالي:
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وهذه سلسلة جيوب فورييه، وبالتالي التابع 
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ومنه:
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والحل المطلوب هو:
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وهذا الحل يحقق المعادلة وجميع الشروط الإضافية.

رابعاً - طريقة المعادلة المساعدة (The method of auxiliary equation) 
إذا كانت المعادلة التفاضلية الجزئية خطية ومتجانسة ذات أمثال ثابتة ومن المرتبة الثانية ولها الشكل:

                                      (7.9)
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تقبل حلولاً من الشكل 
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 ثابتان يطلب تعيينهما. لتعيين قيم 
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 التي يكون التابع 
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 لأجلها هو حل للمعادلة (7.9)، نعوض في المعادلة فنحصل على المعادلة الجبرية التالية:
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والتي تكتب على النحو التالي:

                                      (7.10)
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وتسمى المعادلة المساعدة للمعادلة (7.9). يكون للمعادلة الجبرية (7.10) حلان متباينان هما 
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حيث أن 
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 ثابت كيفي.

وبما أن المعادلة خطية ومتجانسة فإن أي تركيب لعدد من حلولها يكون حلاً لها أيضاً، أي أن 
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 و 
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 تابعان اختياريان.
وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة (7.9) هو: 

                             (7.11) 
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ويكون للمعادلة الجبرية (7.10) حل حقيقي مكرر إذا كان 
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[image: image327.wmf])

(

1

x

m

y

F

+

 والحل الثاني هو 
[image: image328.wmf])

(

2

x

m

y

xG

+

 أو 
[image: image329.wmf])

(

2

x

m

y

yG

+

 والحل العام يكون من أحد الشكلين التاليين:
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                           (7.13) 
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إذا كانت المعادلة التفاضلية الجزئية خطية غير متجانسة وذات أمثال ثابتة ولها الشكل:
                             (7.14) 
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فحلها العام هو 
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 الحل العام لمعادلتها المتجانسة، أي للمعادلة (7.9)، ويعين كما ورد في بداية هذه الفقرة و 
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 حل خاص للمعادلة(7.14)  ويعين كما يلي:
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ومنه:

 (7.15)   
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لندرس تأثير مؤثر من الشكل 
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هذه المعادلة تفاضلية جزئية من المرتبة الأولى، الجملة المساعدة لها هي:
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من النسبتين الأولى والثانية نحصل على التكامل الأولي:
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حيث أن 
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حيث أن 
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 ثابت كيفي. وهذا يعني أن:
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أي أننا نحصل على 
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وبتطبيق هذه الطريقة مرتين متتاليتين على المعادلة 
[image: image359.wmf])

15

.

7

(

 نحصل على الحل الخاص 
[image: image360.wmf]w

. 

مثال (7-3-9): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية بطريقة المعادلة المساعدة:
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الحل: المعادلة المساعدة لهذه المعادلة هي 
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة من الشكل:
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حيث أن 
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 و 
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 تابعان اختياريان.

مثال (7-3-10): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية:
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الحل: نعيِّن بدايةً الحل العام للمعادلة المتجانسة لهذه المعادلة، أي للمعادلة:
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المعادلة المساعدة لهذه المعادلة المتجانسة هي:
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وبالتالي:
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لتعيين حل خاص 
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وبالتالي:
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والحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو:
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مثال (7-3-11): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة:
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هي 
[image: image386.wmf]0

1

2

2

=

+

+

m

m

 وحليها هما 
[image: image387.wmf]1

2

1

-

=

=

m

m

. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية هو:
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لتعيين حل خاص 
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والحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو:
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تمارين محلولة
1) تأكد أن 
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 هو حل لها أيضاً. أيّ منهما حل خاص لها؟.
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وهذا يعني أن التابع 
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وبالتالي:
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وهذا يعني أن التابع 
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 حل للمعادلة 
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وبسهولة نعيِّن التكاملين الأوليين:
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وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة هو:
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الذي يكتب بالشكل المكافئ:
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حيث أن 
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 تابع اختياري قابل للاشتقاق.

باختيار:
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نجد أن:
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وبما أن:
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فإن كلاً من 
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 حل خاص للمعادلة.

2) تأكد أن 
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3) تأكد أن التابع 
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 هو الحل العام للمعادلة 
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 توابع اختيارية قابلة للاشتقاق.
الحل: بوضع 
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وبالتالي:
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أي أن التابع 
[image: image431.wmf])

(

)

(

)

(

2

y

x

h

x

y

x

xg

y

x

f

u

-

+

-

+

-

=

 هو الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية 
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4) حل المسألة التالية:


[image: image433.wmf]0

)

,

0

(

;

sin

=

=

¶

¶

y

u

y

x

u


الحل:
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5) حل المسألة التالية:
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الحل:
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6) حل المسألة التالية:


[image: image441.wmf]y

y

u

x

u

e

xy

y

x

u

y

x

=

=

+

=

¶

¶

¶

)

,

0

(

,

2

)

0

,

(

;

4

2


الحل: نكامل طرفي المعادلة 
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وبمكاملة طرفي المعادلة الناتجة مرة أخرى بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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لتعيين الحل الخاص المحقق للشرطين الإضافيين لدينا:
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ومنه:
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وبالتالي:
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7) حل المسألة التالية:
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الحل: نكامل طرفي المعادلة 
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 بالنسبة لـ
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تُحل المعادلة الناتجة وكأنها معادلة تفاضلية خطية عادية من المرتبة الأولى بالنسبة للمتحول 
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 واعتبار 
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 ثابتاً:
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لتعيين الحل المحقق للشرطين الإضافيين لدينا:
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وبالتالي:
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8) حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية:
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الحل: بما أن متغير المعادلة 
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وبالتالي:
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ينتج مما سبق أن:
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وبالتالي:
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9) حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية:
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الحل: بما أن متغير المعادلة 
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 و
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وبالتالي:
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ينتج مما سبق أن:
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وبالتالي:
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بالمطابقة نجد أن:
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أي أن حل المسألة هو:
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10) حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية:
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الحل: بما أن متغير المعادلة 
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 تابع لكل من 
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وبالتالي:
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ينتج مما سبق أن:
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بما أن:
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أي أن الحل المحقق للمعادلة التفاضلية والشرطين الإضافيين الأول والثاني هو:
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وبما أن:


[image: image502.wmf](

)

x

x

k

C

x

u

p

p

2

sin

5

10

sin

)

0

,

(

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


فإن:


[image: image503.wmf]20

,

5

=

=

k

C


وبالتالي، فإن حل المسألة هو:
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11) حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية:
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الحل: نضع 
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وبالتالي:
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لنعين الحل المحقق للشروط الإضافية المعطاة:
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وبما أن 
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وبما أن 
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بالمطابقة، نجد أن:
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وبالتالي حل المسألة هو:
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12) حل بطريقة فصل المتحولات المسألة التالية:
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الحل: نضع 
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وبالتالي:
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لنعين الحل المحقق للشروط الإضافية المعطاة:
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بالمطابقة، نجد أن:
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وبالتالي حل المسألة هو:
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13) حل المسألة التالية:
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الحل: نضع 
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وبالتالي:
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لنعين الحل المحقق للشروط الإضافية المعطاة:
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بما أن هذه الشرط غير محقق إلا إذا كتبا حل المسألة المحقق للشرط الأول والشرط الثاني على شكل سلسلة، فإن:
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وبالتالي:
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وهذه سلسلة جيوب فورييه، أي أن التابع:
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فردي في المجال 
[image: image562.wmf])

100

,

100

(

-

 وأن:

[image: image563.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

ò

ò

ò

100

50

50

0

100

50

50

0

100

0

100

cos

4000

100

cos

6000

100

2

100

sin

40

100

sin

60

100

2

100

sin

)

(

100

2

x

n

n

x

n

n

x

n

x

n

dx

x

n

x

f

b

n

p

p

p

p

p

p

p



[image: image564.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

2

cos

)

cos(

40

1

2

cos

60

2

p

p

p

p

n

n

n

n



[image: image565.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

=

=

...

,

12

,

,

8

,

,

4

;

0

...

,

10

,

,

6

,

,

2

;

80

...

,

5

,

3

,

1

;

200

n

n

n

n

n

p

p


أي أن حل المسألة:
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14) حل المسألة التالية:
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الحل: نضع 
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وبالتالي:
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لنعين الحل المحقق للشروط الإضافية المعطاة:
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بما أن الشرط الأخير لا يتحقق إلا إذا كتبا حل المسألة المحقق للشروط الثلاث الأولى على شكل سلسلة، فإن:
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وهذه سلسلة جيوب فورييه، أي أن التابع:
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فردي في المجال 
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وبما أن:
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وأن:
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فإن:
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وبالتالي:
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15) حل المسألة التالية (معادلة الانتشار الحراري):
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الحل: نضع 
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وبالتالي:
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لنعين الحل المحقق للشروط الإضافية المعطاة:
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ومنه 
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بما أن هذا الشرط لا يتحقق إلا إذا كتبنا حل المسألة المحقق للشروط الثلاثة الأولى على شكل سلسلة، فإن:
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وبالتالي:
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هذه سلسلة جيوب فورييه، أي أن التابع 
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ومنه:
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أي أن حل المسألة هو:
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16) حل المسألة التالية:
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الحل:
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بما أن:
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بالمطابقة نجد أن:
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وبالتالي:
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17) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة 
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وبالتالي:
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أي أن الحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو:
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تمارين غير محلولة
1) أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الجزئية التالية:
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2) أوجد بطريقة فصل المتحولات حل المسائل التالية:
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3) أوجد بطريقة فصل المتحولات حل المسألة التالية:
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حيث أن:
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4) حل المسألة التالية:
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5) أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية:
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6) أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية:
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