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  مدخل إلى المعادلات التفـاضلية الجزئية
An Introduction To The Partial Differential Equations  

  

  (Some General Concepts)عامة المفاهیم بعض ال

و المشـتقات لأكثر مـن متحـول احتوت على تابع إذا جزئیة أنها معادلة تفاضلیة تفاضلیة نقول عن معادلة  تعریف:

    .بالنسبة لمتحولاته الجزئیة لهذا التابع

  التفاضلیة الجزئیة  فالمعادلة ،ى مرتبة اشتقاق جزئي في المعادلةمرتبة المعادلة التفاضلیة هي أعل تعریف:
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    تفاضلیة جزئیة من المرتبة الثانیة.هي معادلة 

    دلة (أي یحولها إلى مطابقة).المعاهذه حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة هو أي تابع یحقق  تعریف:

    مرتبة المعادلة.عددها یساوي الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة هو الحل الذي یحوي توابع اختیاریة  تعریف:

 قـیم محـددة بعـد تعیـینلهـا الحـل العـام عبـارة حـل ینـتج عـن كـل هـو لمعادلـة تفاضـلیة جزئیـة الحـل الخـاص  تعریف:

    تابعشروط المسألة. فال ي یحویها الحل العام توافقالت لتوابع الاختیاریةل
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الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة هو 
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ي معادلـة مـن المرتبـة المعادلـة هـهذه  وذلك لأن ،

)بعین اختیـاریین همـا ) ویحـوي تـامـن ذلـك؟ المعادلـة (تأكـدهـذه یحقق  الثانیة و التابع المذكور )G y  و( )F x .

    لتابعاو بالتالي فإن 

2 2 41
( , ) 2sin 3 15

2
u x y x y xy x y      

   المعادلة (لماذا؟).هذه حل خاص لهو 

بحــــدود منطقــــة المســــألة المؤلفــــة مــــن معادلــــة تفاضــــلیة جزئیــــة ومجموعــــة شــــروط إضــــافیة تتعلــــق  تســــمى تعریــــف:

  .)boundary problem(مسألة حدیة  تتم ضمنها دراسة المعادلة،التي تحولات الم

)تأكد أن التابع مثال:  , ) ( 3 )u x y f y x  عام للمعادلة التفاضلیة الجزئیةهو الحل ال    
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,0)لشرط احقق ذي یلحل الخاص القابل للاشتقاق، وعیِّن اكیفي تابع  fأن حیث  ) 4sinu y y.    

3zإذا وضعنا الحل:  y x   یكون( , ) ( )u x y f z، فإن وبالتالي:  
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   المعادلة فنحصل علىنعوض في 

23 3 3 0 , ( , )
u u df df

x y R
x y dz dz

 
      

 
  

  لدینا  ،ین الحل الخاص المحقق للشرط المعطىیعتلو هذا یعني أن التابع المعطى هو الحل العام للمعادلة. 

(0, ) ( ) 4sin

( ) 4sin

( 3 ) 4sin( 3 )

u y f y y

f y y

f y x y x

 



  

  

  الحل الخاص المطلوب هو التابع  فإن وبالتالي

( , ) 4sin( 3 )u x y y x   

  المعطاة فیما یلي هي حلول للمعادلات المرافقة لها  بعواأن الت تأكد ،bو  aمن أجل أي ثابتین اختیاریین مثال: 

1.   2 2    ;    2
u u

u ax by x y u
x y

 
   

 
    

2.   3 3    ;    3
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u a x b y x y u
x y

 
   

 
    

3.      ;     :  1n n u u
u a x b y x y nu n

x y

 
     

 
    

    الحل:

2إذا كان ) ١ 2u ax by  فإن   

2 , 2x yu a x u b y   

  الي فإن بالتو 
2 2 2 22 2 2 2( ) 0x yxu yu u a x b y a x b y               

22 , ( , )x yxu yu u x y   R  

2وهذا یعني أن التابع  2u a x b y   2 التفاضلیة الجزئیة حل للمعادلةهو
u u

x y u
x y
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3إذا كان  )٢ 3u a x b y   فإن  
2 23 , 3x yu a x u b y   

   فإن وبالتالي
3 3 3 33 3 3( ) 0x yx u y u u a x b y a x b y               

23 , ( , )x yx u y u u x y   R  

3وهذا یعني أن التابع  3u ax by   3حل للمعادلة
u u

x y u
x y

 
 

 
.    

nان إذا ك )٣ nu a x b y   1حیث أنn   فإن  
1 1,n n

x yu n a x u nb y    

   فإن وبالتالي

( ) 0n n n n
x yx u y u nu n a x nb y n a x b y               

2, ( , )x yx u y u nu x y   R  

nوهذا یعني أن التابع  nu ax by  عادلة حل للم
u u

x y nu
x y
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)تأكد أن التابع مثال:  ) ( )u f ax by g ax by    للمعادلة هو الحل العام    
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لمعادلـة العـام لحـل الاسـتنتج  ، ثـمن للاشـتقاقین قـابلین اختیارییتابع g و f أنو  نكیفیین یثابت bو  aأن حیث 
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لمعادلة العام لحل الو  

2 2
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.    

zإذا وضعنا  الحل: ax by   وw ax by ،  یكون( ) ( )u f z g w . فإن وبالتالي   

u df z dg w df dg
a a

x dz x dw x dz dw
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  جد أن ن ،ي المعادلةبالتعویض ف

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0

u u d f d g d f d g
a b a b b b a a

y x dz dw dx dw

    
        

     
  

، لأنـه یحقـق المعادلـة ویحتـوي علـى تـابعین المعطـاة التفاضـلیة للمعادلـة عـام حـلالمعطـى هـو  وهذا یعنـي أن التـابع

  .  اختیاریین و المعادلة من المرتبة الثانیة
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بمقارنــة المعادلــة 
2 2
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1aنجــد أن  ،الأساســیة المعطــاة مــع المعادلــة   1وb .  فــإنبالتــالي و 

   هوه المعادلة لهذالحل العام 

( , ) ( ) ( )u x y f x y g x y     

  ن للاشتقاق.ین قابلین اختیارییتابعأي  gو  fأن حیث 

بمقارنــة المعادلــة كمــا أنــه 
2 2
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2نجــد أن  معطــاة،الالأساســیة مــع المعادلــة   , 5a b . 

   حلها العام هوفإن وبالتالي 

( , ) (2 5 ) (2 5 )u x y f x y g x y     

8تأكد أن التابع مثال:  sin 2tu e x التالیةالحدیة لمسألة ل هو حل    
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   إذا كان لحل:ا

8 sin 2tu e x  

  فإن 
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   نفإ اليبالتو 

2
8 8 2

2
2 8 sin 2 2( 4 sin 2 ) 0 , ( , )t tu u

e x e x t x R
t x

  
       

 
  

  نلاحظ أن  ي أن التابع یحقق المعادلة. كذلكأ
8
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  هو حل للمسألة الحدیة المعطاة. ن التابع فإو بالتالي  محققة. ةأي أن الشروط الثلاث
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  المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من المرتبة الأولى
(First order linear partial differential equation)  

  يالتال المعادلة التفاضلیة الجزئیة من المرتبة الأولى خطیة إذا أمكن كتابتها على الشكلنقول أن 

                                    (1) ( , ) ( , ) ( , )
u u

P x y Q x y R x y
x y

 
 

 
  

 متجـهلمي للیمكن النظر إلى الطرف الأیسر من هذه المعادلة على أنه الجداء السـ ,P Q  بتـدرج التـابع السـلمي

u، أي Grad( ) ,
u u

u
x y

  
  

  


ـــابع الأن  هـــذا یعنـــي . )ت , )u x y  (حـــل المعادلـــة) ـــذي هـــو ذلـــك التـــابع ال

 متجهللیكون المماس لمنحنیه البیاني في كل نقطة من نقاطه موازیاً  ,P Q.    

لشعاع ل اً وازیمفي كل نقطة منه  منحنیهلمنحني الذي یكون المماس لیمكن التعبیر عن ا ,P Q یاً بجملـة وسیط

    المعادلتین

                                                        (2) 

( , )

( , )

dx
P x y

dt

dy
Q x y

dt


 





  

   ليالتاشكل البو التي یمكن كتابتها 

                                           (3) 
( , ) ( , )

dx dy
dt

P x y Q x y
   

 التابعو بفرض أن  ( ), ( )u u x t y t  عندئذٍ یكون  ،(1)لمعادلة لحل هو  

(2) (1)

  ( , ) ( , )   ( , )
du u dx u dy u u

P x y Q x y R x y
dt x dt y dt x y

   
      

   
  

    أي أن

du
dt

R
  

    التالیة المتماثلةالمعادلات التفاضلیة جملة نحصل على  ،بعین الاعتبار (3)الجملة أخذ بو 

                                                  (4) 
dx dy du

P Q R
   

    .(1)جملة المعادلات المساعدة للمعادلة التي تسمى 

    ن قد أثبتنا صحة المبرهنة التالیةو هكذا نكو 

ــة:  ــة التفاضــلیة الجزئیــة مبرهن )هــو  (1)الحــل العــام للمعادل , ) 0F z w ،  أن حیــثF  أنتــابع اختیــاري و هــو 

1( , , )z x y u c  2و( , , )w x y u c (4) تكاملان أولیان مستقلان للجملة المساعدة.    

    وتأخذ الشكل ،معادلة متجانسةال نقول أنف ،مساویاً للصفر (1)ن الطرف الأیمن من المعادلة إذا كاملاحظة: 

 (5)                             ( , ) ( , ) 0
u u

P x y Q x y
x y

 
 

 
  

   هي االجملة المساعدة لهتكون و 
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                                            (6) 
0

dx dy du

P Q
   

  فإن  لتاليوبا

0      du u c    

uأي أن  c  المتجانسة تكامل أولي للمعادلةهو.    

  التالیة عیِّن الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة مثال: 

2
u u

x y xy
x y

 
 

 
  

  نشكل جملة المعادلات المساعدة: لحل:ا

2

dx dy du

x y xy
   

  ن التكاملین الأولیین:وبسهولة نعیِّ 

1

2

y
c

x

xy u c



 

  

   عادلة هوالحل العام للم فإن وبالتالي

, 0
y

F xy u
x

 
  

 
  

  تابع اختیاري قابل للاشتقاق. Fأن حیث 

  السابق بالشكل یمكن كتابة الحل العام و هنا نلاحظ أنه 

y
u xy f

x

 
   

 
  

  تابع اختیاري قابل للاشتقاق.هو  fأن حیث 

  التالیة  عیِّن الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیةمثال: 

0
u u

y x
x y

 
 

 
  

   جملة المعادلات المساعدة هي لحل:ا

0

dx dy du

y x
    

1uأن  یمكــن التأكــد c  2و 2
2x y c   الحــل العــام و بالتــالي فــإن  .ن للجملــة المســاعدةیتكــاملین أولیــهمــا

    یعطى بالعلاقةللمعادلة 
2 2( , ) 0F u x y   

   أو بالشكل المكافئ ،تابع اختیاري قابل للاشتقاق Fحیث أن 
2 2( )u f x y   

    تابع اختیاري قابل للاشتقاق. fأن حیث 
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  المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من المرتبة الثانیة

Linear partial differential equation) (Second order  

ن المرتبــة فـإن الشــكل العــام للمعادلــة التفاضـلیة الجزئیــة الخطیــة مــ ،yو  xلمتحــولین مســتقلین  اً تابعــ uإذا كـان 

   الثانیة هو

  

                 (7) 
2 2 2

2 2

u u u u u
A B C D E Fu G

x y x yx y

    
     

    
  

,أن حیث  ,...,A B G ینالمستقل ینلمتحولتوابع ل هي x و y  .فقط  

0Gمتجانسة إذا كان الخطیة  المعادلةكما نقول أن  ،  غیر متجانسة. نا نقول أن المعادلة فیما عدا ذلك فإنو  

,إذا كانت الأمثـال  ,...,A B F معادلـة تفاضـلیة جزئیـة خطیـة مـن  هـي (7)المعادلـة نـا نقـول أن فإن ،أعـداداً ثابتـة

    .المرتبة الثانیة ذات أمثال ثابتة

2إذا وضعنا  4B AC  ، هي معادلة خطیة من المرتبة الثانیة الجزئیة التفاضلیة الالمعادلة  نا نقول أنفإن  

0إذا كان  ،(Elliptic)ناقصیة  -١ ،   

0إذا كان  ،(Hyperbolic)زائدیة  -٢ ،    

0إذا كان  ،(Parabolic)مكافئیة  -٣ .   

  

  طرائق حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من المرتبة الثانیة

Methods for solving linear p. d. e. of the second order)(  

  (Direct method) الطریقة المباشرة -أولاً 

 بالنســبة لأحــد متحولاتهــا المســتقلة ةكاملــمبالالخطیــة بعض المعــادلات التفاضــلیة الجزئیــة العــام لــحــل الیمكــن تعیــین 

  نوضح ذلك ببعض الأمثلة.و  بشكل مباشر،

عیِّن الحل العام للمعادلة مثال: 
2

2
yu

xe
x





    نلشرطین التالییاحقق ی الذي الحل، ثم عین 

2(0, )u y y  

(1, ) sinu y y  

المعادلة طرفي  ةكاملمبالحل: 
2

2
yu

xe
x





  جد أن ن xبالنسبة لـ 

2
1

1
( )

2
yu

x e g y
x


 


  

)1أن حیــث  )g y  تــابع اختیــاري للمتحــول هــوy المعادلــة الناتجــة مــرة أخــرى  ة طرفــيكاملــمب فقــط (لمــاذا؟). و

  جد أن ن xبالنسبة لـ

3
1 2

1
( , ) ( ) ( )

6
yu x y x e xg y g y    

)2أن حیث  )g y  تابع اختیاري للمتحولy .فقط    
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  ، نعوض فنجد أن اص المحقق للشرطین الإضافیینالحل الخ تعیینلو 
2

2(0, ) 0 0 ( )u y y g y     

  وبالتالي فإن 
2

2( )g y y  

  وبما أن 

2
1

1
(1, ) sin ( )

6
yu y y e g y y     

  فإننا نجد أن 

2
1

1
( ) sin

6
yg y y y e    

   لحل الخاص الذي یحقق الشرطین هوافإن وبالتالي 

3 2 21 1
( , ) sin

6 6
y yu x y x e x y xy xe y      

عیِّن الحل العام للمعادلة مثال: 
2

2
u u

x y x

 
 

  
    الحل الخاص المحقق للشرطین ، ثم عین

2( ,0)
, (0, ) 0

u x
x u y

x


 


  

    نكتب المعادلة المعطاة على الشكلالحل: 

2
u

u
x y

  
  

  
  

  نحصل على:xبالنسبة لـ ةكاملمبال

12 ( )
u

u x g y
y


  


  

)1أن حیث  )g y  .مـن المرتبـة وكأنهـا معادلـة تفاضـلیة خطیـة عادیـة یمكن حلهـا المعادلة الناتجة  وتابع اختیاري

    ، لنجد أنثابت xواعتبار  yبالنسبة للمتحول الأولى 

  1 1

1 1

1 1

( , ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( )

2 ( ) ( )

y y

y y y

y y y

u x y e e x g y dy f x

e xe e g y dy f x

x e e g y dy e f x



 



  

     

   







  

    تابع اختیاري.هو  1fأن حیث 

    لدینا ،المحقق للشرطین الإضافیینالخاص ین الحل یعتل

1 1(0, ) 0 0 ( ) (0)y y yu y e e g y dy e f     

  بالتالي فإن  و

1 1( ) (0)ye g y dy f    

 یصبح  و
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1 1

1

2
1

( , ) 2 (0) ( )

2 ( )

( ,0)
2 ( )

y y

y

u x y x f e e f x

u
e f x

x

u x
f x x

x

   


  




   



  

  بالتالي فإن  و

3
1 1

1
( ) 2 , (0) 0

3
f x x x f    

  بالشكل  الإضافیینالخاص المحقق للشرطین الحل یصبح  و

31
( , ) 2 2

3
yu x y x e x x
 

    
 

  

التفاضلیة الجزئیة عیِّن الحل العام للمعادلة مثال: 
2

2 2
u u

t xt
x t x

 
 

  
   

  التالي  : نكتب المعادلة على الشكلالحل

2 2
u

t u xt
x t

  
    

  

  جد أن ن xلمتحول بالنسبة ل ةلكاممبالو 

2

2

2 ( )

2 ( )

u
t u x t f t

t

u f t
u x

t t t


  




  



  

    تابع اختیاري. fأن حیث 

بالتـالي و ، ثابـت x المتحـول اعتبـارعلـى  tلمتحـول تفاضـلیة خطیـة مـن المرتبـة الأولـى بالنسـبة ل ناتجـةالمعادلة ال

   حلها العام هوفإن 

2 2
2 2 2

2

( ) 1
( ) [ ( )] ( )

dt dt
t tf t

u e x e dt g x x t tf t dt g x
t t

                  
   

    التفاضلیة الجزئیة المفروضة) بالشكللمعادلة لالحل العام ( یكتب هذا التابعو 

2 3 2 3
2 ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

x t x t
t u t f t dt g x F t g x       

   ؟.ینالتابع ین. كیف نعیِّن هذنییاریاخت ینتابع gو  Fأن حیث 

  (Separation of variables) طریقة فصل المتحولات -  ثانیاً 

فــیمكن إیجــاد (بغــض النظــر عــن مرتبتهــا) وذات أمثــال ثابتــة متجانســة إذا كانــت المعادلــة التفاضــلیة الجزئیــة خطیــة 

لتركیــب الخطـــي لعـــدد مـــن حلـــول احلهــا بطریقـــة فصــل المتحـــولات ومبــدأ التركیـــب الخطــي الـــذي یــنص علـــى أن: 

    هذه الطریقة بالشكل التالي تتلخصو . لها هو أیضاً حلمتجانسة الخطیة التفاضلیة المعادلة ال
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ابع كل منها تابع لمتحول واحـد فقـط مـن و مساویاً لحاصل ضرب عدد من الت(تابعها) نفرض أن متغیر المعادلة ) ١

    .ن لنفس المتحولا تابعی، وبحیث لا یكونیرمتغهذا الالمتحولات المستقلة التي یتبع لها 

فنحصـــل بعـــد إجـــراء الفصـــل بـــین  ،نعـــوض عبـــارة الحـــل المفترضـــة فـــي المعادلـــة التفاضـــلیة الجزئیـــة المعطـــاة )٢

كـل نسـبة مـن فـإن وبالتـالي  .متحـول مسـتقل واحـدل ابعتـعبـارة عـن كل نسبة من نسـبه  ،المتحولات على تناسب

  اً ثابتاً (لماذا؟).هذه النسب یجب أن تساوي مقدار 

 مـــن عـــدد نـــا نحصـــل علـــىأن، أي والثابـــت نحصـــل علـــى معادلـــة تفاضـــلیة عادیـــة مـــن النســـب مـــن كـــل نســـبة) ٣

  المعطاة.التفاضلیة الجزئیة المعادلات التفاضلیة العادیة یساوي عدد متحولات المعادلة 

ونعــوض هــذه الحلــول فــي  ،حصــلنا علیهــانعــیِّن الحــل العــام لكــل معادلــة مــن المعــادلات التفاضــلیة العادیــة التــي ) ٤

  .عبارة الحل المفترضة

ــة التفاضــلیة بشــرط إضــافي أو أكثــر فــیمكن اســتخدام) ٥ حــل فــي تعیــین  لشــروط الإضــافیةاذه هــ إذا أرفقــت المعادل

، أي تعیین الحل الخـاص للمعادلـة التفاضـلیة المؤلفة من المعادلة التفاضلیة الجزئیة والشروط الإضافیةالمسألة 

  .جزئیة المحقق للشروط الإضافیة المفروضةال

    تحولات المسألة التالیةمقة فصل الیحل بطر مثال: 

20 ; (0, ) yu u
u y e

x y

 
  

 
  

x,تابع للمتحولین المستقلین  uبما أن متغیر المعادلة الحل:  y، أن أي ( , )u u x y نضع    

( , ) ( ) ( )u u x y X x Y y    

)أنحیث  )X x  و( )Y y و بملاحظة أن  یطلب تعیینهما. تابعین  

( ) ( )   ,    ( ) ( )
u u

X x Y y X x Y y
x y

 
  

 
  

  جد أن ن ،ض في المعادلةیعو التو 

0      
X Y

X Y XY
X Y

 
      

تحقـق تلا المسـاواة فقـط و  yلمتحـول فقط والطرف الأیمـن تـابع ل xلمتحول الطرف الأیسر في هذا التناسب تابع ل

    یجب أن یكونأنه  أي ،إلا إذا كان الطرفان مساویان لثابت ما ولیكن 

X Y

X Y


 
   

    التالیة التفاضلیةالمعادلة  نحصل على لثابت من النسبة الأولى وا

0X X    

  و التي حلها العام 

xX Ae   

  ثابت كیفي. Aأن حیث 

  معادلة التفاضلیة التالیة لنحصل على ا من النسبة الثانیة والثابت 

0Y Y    

  العام حلها و التي 
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yY Be   

    ثابت كیفي. Bأن حیث 

  و بالتالي یصبح الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة بالشكل 
( ) ( )( , ) ( ) ( ) x y x yu x y X x Y y ABe Ce       

   بما أنو 
2(0, ) y yu y e Ce    

1Cبالمطابقة نجد أن و   2 و .  المعطاة  حل المسألةلیصبح  
2( )( , ) x yu x y e   

    فصل المتحولات المسألة التالیة حل بطریقةمثال: 

2; (0, ) 2 3y yu u
u u y e e

x y
  

   
 

  

    نضع ،yو x كل منتابع ل uبما أن متغیر المعادلة الحل: 

( , ) ( ) ( )u x y X x Y y   

  جد أن شتق ونعوض في المعادلة فنثم ن

X Y X Y XY          ( ) 0X Y X Y Y           ( )X Y X Y Y           

 .
X Y Y

const
X Y


 
     

  صل على المعادلة التفاضلیة التالیة نح من النسبة الأولى والثابت 

0X X    

   العام التي حلهاو 

xX Ae   

  صل على المعادلة التفاضلیة التالیة نح من النسبة الثانیة والثابت و 

Y Y Y    

  التي تكتب بالشكل:

( 1) 0Y Y     

  العام حلها والتي 

( 1)yY Be    

  الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة بالشكل  ینتج مما سبق أن
( 1) ( 1)( , ) ( ) ( ) x y x yu x y X x Y y ABe Ce           

 ،بصـفر یجـب أن نحصــل علـى تركیـب خطـي لتـابعین أســیین xیـنص الشـرط الإضـافي علـى أنــه إذا عوضـنا عـن 

  صل على تابع أسي واحد.نح ،بصفر في عبارة الحل xإذا عوضنا عن لكننا 

بمـا أن و  ،نحصل على حـل للمعادلـة التفاضـلیة Cومن أجل كل قیمة للثابت  كل قیمة للثابت  أجل منبما أنه 

 Cیمتـین للثابـت نختـار قفـیمكن أن  ،لهـا هـو أیضـاً حـل تفاضـلیة المتجانسـةللمعادلـة الالتركیب الخطـي لأي حلـین 

1ولتكن  2,C C  وقیمتین للثابت  1ولتكن 2,   لى الشكل ع المفروضةالمعادلة التفاضلیة نكتب حل و  
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1 1 2 2( 1) ( 1)
1 2( , ) x y x yu x y C e C e         

    لدینا ضافيالاومن الشرط 

1 2

2

( 1) ( 1)
1 2

(0, ) 2 3y y

y y

u y e e

C e C e 

 

   

 

 
  

  بالمطابقة نجد أن 

1 1 2 22 , 1 1 , 3 , 1 2C C        

  أي أن 

1 1 2 22 , 2 , 3 , 3C C      

   لشرط الإضافي المرفق هوالمحقق للمعادلة افإن حل  وبالتالي
2 3 2( , ) 2 3x y x yu x y e e    

    حل المسألة التالیةمثال: 

2

2
2 0

(0, ) 0

( , ) 0

( ,0) 2sin3 5sin 4

u u

t x

u t

u t

u x x x



 
 

 





 

  

x,هما  uن متحولي متغیر المعادلة بما أالحل:  t، نضع    

( , ) ( ) ( )u x t X x T t   

   شتق ونعوض في المعادلة فنحصل علىثم ن

2 0XT X T          
2

.
T X

const
T X


 
       

0فإذا كانت    ى والثابت لمن النسبة الأو و جد المعادلة التفاضلیة ن  

 2 0T T     

   العام التي حلهاو 

2
t

T ce

 
 
   

  لتفاضلیة التالیة ل على المعادلة انحص من النسبة الثانیة والثابت و 

0X X    

  العام  هاحلالتي و 

( ) x xX x Ae Be    

  یصبح بالشكل تقبل المعطاة لمعادلة التفاضلیة الجزئیة بالتالي فإن الحل العام لو 

2 2
1 1( , )

x t x t
u x t A e B e

 
   

   

  ، نلاحظ أن الأول المحقق للشرط الإضافيالمعادلة ین حل یعتلو 
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2 2
1 1(0, ) 0

t t
u t A e B e

 

            2
1 1 0

t
A B e



         1 1 0A B             

1 1B A   

  الأول هو  المحقق للشرط الإضافيأي أن الحل 

3 3
1( , )

x t x t
u x t A e e

 
    

  
 
 

  

    لدیناوالثاني  ین الأولالإضافی ینالمحقق للشرطالمعادلة ین حل یعتلو 

 3 3 3
1 1( , ) 0

t t t
tu t A e e A e e e

  
   

  


 
     
 
 

  

   وبالتالي فإن

1 0A         1 0B   

  فیكون 

( , ) 0u x t   

  فیجب أن نضع  ،صفريبما أننا نبحث عن حل غیر و  .أي أننا حصلنا على حل صفري

22T X

T X


 
    

    التالیة صل على المعادلة التفاضلیةنح 2من النسبة الأولى والثابت 

22 0T T    

  التي حلها العام 
2

2
t

T ce



  

    التالیة صل على المعادلة التفاضلیةنح 2من النسبة الثانیة والثابت و 

2 0X X    

  التي حلها العام 

cos sinX A x B x    

  بالتالي یصبح و 
2

2
1 1( , ) ( cos sin )

t
u x t e A x B x



 


   

  ، نلاحظ أن الأول المحقق للشرط الإضافيالمعادلة ین حل یعتلو 
2

2
1 1(0, ) 0 0

t
u t A e A




     

  الأول هو  المحقق للشرط الإضافيأي أن الحل 
2

2
1( , ) sin

t
u x t B e x






  

  والثاني، نلاحظ أن  ین الأولالإضافی ینالمحقق للشرطالمعادلة ین حل یعتلو 



 -١٤-

2

2
1( , ) 0 sin

t
u t B e



 


   

1وبما أن  0B  ؟) فإن (لماذاsin 0   أن أيn  1 حیث أن, 2,...n   .    

   والثاني هو ین الأولالإضافی ینالمحقق للشرطالمعادلة حل  فإن وبالتالي

21

2
1( , ) sin ; 1, 2, ...

n t
u x t B e nx n


     

)بما أن و  ,0)u x بالشكلالحل السابق  أن نكتب فیمكن ،مجموع حدین    

2 2
1 2

1 1

2 2
1 1 2 2( , ) sin sin

n t n t
u x t e n x e n x 

 
   

  بالتالي یكون و 

1 1 2 2( ,0) 2sin3 5sin 4 sin sinu x x x n x n x      

  نجد أن ،بالمطابقة بین الطرفین

1 1 2 22, 3, 5, 4n n       

  لة والشروط الإضافیة المفروضة هو وبالتالي فإن الحل المحقق للمعاد
9

82( , ) 2 sin3 5 sin 4
t

tu x t e x e x


   

  المسائل التطبیقیة التي تؤول في حلها إلى معادلة تفاضلیة جزئیة خطیة من المرتبة الثانیة: من: ملاحظة

  أو في صفیحة،في قضیب أ) مسألة الانتشار الحراري 

  ،أو صفیحة رقیقة (غشاء) اهتزاز وترب) مسألة 

وهــذا لا وأن یكــون محــدوداً، إلــى اللانهایــة،  tیجــب أن ینتهــي الحــل إلــى الصــفر عنــدما ینتهــي  ینالحــالت وفــي كــلا

  .  2الثابت مساویاً  إذا كان سالباً، أي الثابت كان یتحقق إلا إذا 

   ة فصل المتحولات المسألة التالیةحل بطریقمثال: 

2 2

2 2

(0, ) 0                                       

(10, ) 0                                     

4 0   ;    ( ,0) 0                                     

5
( ,0) 3sin(2 ) 4sin

2

t

u t

u t
u u

u x
t x

u x x x





 
  

  
  

 
   

 



  

)نضع الحل:  , ) ( ) ( )u x t X x T t  جد أن (لماذا؟) ثم نشتق ونعوض في المعادلة فن  

4 0XT X T          24
.

T X
const

T X


 
            

2

2
1 1

0      ( ) cos( ) sin( )

4 0     ( ) cos sin
2 2

T T T t A t B t

X X X x A x B x

  

 


      

            

   

 

   فإن وبالتالي

  1 1( , ) cos( ) sin( ) cos sin
2 2

u x t A t B t A x B x
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      لدینا ،المحقق للشروط الإضافیة المعطاةالخاص الحل  تعیینل

1(0, ) 0 [ cos( ) sin( )]u t A t B t A           1 0A          

  1( , ) sin cos( ) sin( )
2

u x t B x A t B t


 
 

  
 

  

(10, ) 0u t          1sin(5 ) cos( ) sin( ) 0B A t B t        

1وبما أن  0B  (لماذا ؟)،  فـإنsin(5 ) 0 ،  5أي أن n ،  1أنحیـث, 2, 3,...n      وهـذا

یعني أن 
5

n
 ،  بالتالي یصبح و  

1( , ) sin cos sin
10 5 5

n n n
u x t B x A t B t

        
       

      
  

   ویكون 

1sin sin cos
10 5 5 5 5

u n n n n n
B x A t B t

t

           
               

  

1

( ,0)
0 sin 0

10 5

u x n n
B x B

t

    
    

   
       0B          

 2 2 1( , ) sin cos ;
10 5

n n
u x t A x t A AB

    
    

   
  

)بما أن و  ,0)u x نضع ،دینمجموع ح    

1 1 2 2
2 3( , ) sin cos sin cos

10 5 10 5

n n n n
u x t B x t B x t

          
        

       
  

  فیكون 

1 2
2 3

5
( ,0) 3sin(2 ) 4sin sin sin

2 10 10

n n
u x x x B x B x

  


     
        

     
  

  بین الطرفین، نجد أن  بالمطابقةو 

1 2
2 3

2 1 3 2

5
3 , 2 , 4 ,

10 10 2

3 , 20 , 4 , 25

n n
B B

B n B n


    


     

  

  یصبح حل المسألة بالشكل بالتالي و 

( , ) 3sin (2 )cos(4 ) 4sin(2.5 )cos(5 )u x t x t x t      

  

   (Method of Fourier series)طریقة سلاسل فورییه - ثالثاً 

وبعض الشروط الإضافیة ذات أمثال ثابتة متجانسة بعض المسائل المؤلفة من معادلة تفاضلیة جزئیة خطیة توجد 

مبدأ فصل المتحولات أو  طریقةالتي لا نستطیع تعیین حلها المحقق لجمیع الشروط الإضافیة بالاعتماد على 

 الأن نذكرلك سلذ .ین الحل المطلوبیعلتلاستخدام سلاسل فورییه  في هذه الحالات نحتاج ، لذلكالتركیب الخطي

   بتعریف وخواص سلاسل فورییه.
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)إذا كــان  )f x 2دوریــاً دوره  اً حقیقیــاً تابعــL  ومعرفــاً فــي المجــال( , )L L كــان مســتمراً أو مســتمراً جزئیــاً  و

)ومحدوداً في المجال  , )L L،  ٍالتالي لها الشكلالتي فورییه  متسلسلةوفق  التابع یمكن نشرعندئذ    

0

1

cos sin
2

n n
n

a n n
a x b x

L L

 



    
     

    
  

n, أن حیث na b  سلسلة فورییه للتابع متأمثال( )f x تعین من التكاملین التالیینت التي    

1
( )cos

   ;    1 , 2 , 3 , ...
1

( )sin

L

n
L

L

n
L

n
a f x x dx

L L
n

n
b f x x dx

L L













 

 






  

)إذا كان  ملاحظة: )f x 0فإن ، اً زوجیاً تابعnb  كل  أجل منn،  لتابع بالشكل سلسلة فورییه لتصبح متو  

0

1

cos
2

n
n

a n
a x

L





 
  

 
  

    أن حیث ،سلسلة جیوب تمام فورییهمتوتسمى 

0

2
( )cos ; 0,1,2,3,...

L

n

n
a f x x dx n

L L


    

)وإذا كان  )f x 0فإن  ،اً فردیاً تابعna  كل  أجل منn،  بالشكل  تابعسلسلة فورییه للتصبح متو  

1

sinn
n

n
b x

L





 
 
 

  

    أنحیث  ،سلسلة جیوب فورییهمتوتسمى 

0

2
( )sin ; 1,2,3,...

L

n

n
b f x x dx n

L L


    

سلسـلة جیـوب تمـام متوإذا نتجـت لـدینا  ،فـردي تـابعسلسلة جیوب فورییـه فـإن مجموعهـا متوبالعكس، إذا نتجت لدینا 

    زوجي. تابعفورییه فإن مجموعها 

   حل المسألة التالیة مثال:

2

2

(0, ) 0                     

2 0   ;    ( , ) 0                     

( ,0) 10 ; 0

u t
u u

u t
t x

u x x






  

  
     

  

حقــق یالحــل الــذي  أنوجــدنا وقــد  .لشــرط الثالــثباســتثناء ا ســابق مثــالفــي مســألة الهــي نفــس  هــذه المســألةالحــل: 

   هو المعادلة والشرطین الأول والثاني

21

2
1( , ) sin ; 1, 2,...

n t
u x t B e nx n


                               (8) 

  ؤدي إلى المعادلة التالیة أما الشرط الثالث فی

110 ( ,0) sin ; 1,2,...u x B nx n     
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 .فـي حـال بقـي الحـل علـى هـذه الصـورة حقـقحیل التمسـترط وبما أن الطرف الأیسر ثابت والأیمن متحـول فهـذا الشـ

التـي سلسـلة) مـن التوابـع متالحل على شكل مجموع عدد لا نهـائي ( نعتمد على مبدأ التركیب الخطي ونكتبس لكلذ

    ، أي أن(8) الحل تابعشكل  هامنلكل 
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u x t b e nx
 



   

  یصبح الشرط بالشكل  بالتاليو 

1

( ) ( ,0) 10 sinn
n

f x u x b nx




     

) تابعال أي أن ،سلسلة جیوب فورییهمتوهذه  ,0) 10u x  في المجال  فردي( , ) ،  یكون و  

00 0

2 20 20 cos 20 cos 1
( ) sin sinn

nx n
b f x nx dx nx dx

n n n
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  بالتالي فإن  و

2 1 2
1 1 1

( ,0) sin sin(2 1) sin 2n m m
n m m

u x b nx b m x b mx
  


  

          

            
1 1

40 40 sin(2 1)
sin(2 1) 0

(2 1) 2 1m n

n x
m x
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   الحل المطلوب هوبالتالي فإن  و
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40
( , ) sin(2 1)

(2 1)

n t

n

u x t e n x
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  وهذا الحل یحقق المعادلة وجمیع الشروط الإضافیة.

   (The method of auxiliary equation)طریقة المعادلة المساعدة - رابعاً 

  من نفس الدرجة، كالمعادلة جمیع حدودها متجانسة ذات أمثال ثابتة و و خطیة التفاضلیة الجزئیة إذا كانت المعادلة 

2 2 2

2 2
0

u u u
a b

x yx y

  
  

  
                                        (9) 

xمــن الشــكل  حلــولاً  قبــلتنهــا إف yu e   أن حیــث  و  .لتعیــین قــیم و ثابتــان یطلــب تعیینهمــا  و 

xیكون التابع لأجلها التي  yu e   صـل علـى المعادلـة نحففي المعادلـة هذا الحل عوض ، ن(9)حلاً للمعادلة

    لجبریة التالیةا
2 2 0a b                                                 (10) 

0إذا كان ف  ،2على  (10)قسم طرفي المعادلة ن ةالتالی دلة المكافئةانحصل على المعل    
2

0a b
 

 

   
     

   
                                          (11) 
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    .(9)المساعدة للمعادلة المعادلة  (11)تسمى المعادلة 

2 تكانفي حال  :الحالة الأولى 4 0a b ، 1ن هما ین متباینیحل (11)لمعادلة تملك ا 2,m m  یكون و  

1 1

2 2

( )
1 1 1

( )
2 2 2

              

            

m x y y m x

m x y y m x

m m u e e

m m u e e

  

  


 




 



 

 


     


      


  

 حـلاً  یكـون هـاعـدد مـن حلولل خطـي تركیبأي فإن وبما أن المعادلة خطیة ومتجانسة  .ثابت كیفيهو   أن حیث

)1 أي أن، لهـا أیضــاً  )F y m x 2و  (9)للمعادلــة  حــل( )G y m x  ًأن ، حیــث حــل لهــا أیضــاF و G 

  یصبح بالشكل  (9)لمعادلة الحل العام ل فإنوبالتالي  .نان اختیارییتابع

                                     (12) 1 2( ) ( )u F y m x G y m x     

2كـان فـي حـال  :ثانیـةالحالة ال 4 0a b ، 1هـو  اً كـرر م اً حقیقیـ حـلاً  (11)لمعادلـة تملـك اm  وفـي هـذه الحالـة

)1هــــو  (9)للمعادلــــة الحــــل الأول یكــــون  )F y m x  1بالشــــكل والحــــل الثــــاني( )xG y m x  بالشــــكل أو

1( )yG y m x،  حد الشكلین التالیینبأالحل العام یصبح و    

                               (13) 1 1( , ) ( ) ( )u x y F y m x xG y m x     

                               (14) 1 1( , ) ( ) ( )u x y F y m x yG y m x     

    الشكلمن خطیة غیر متجانسة وذات أمثال ثابتة التفاضلیة الجزئیة المعادلة  إذا كانتملاحظة: 

                                    (15) 
2 2 2

2 2
( , )

u u u
a b f x y

x yx y

  
  

  
  

uیكـــون بالشـــكل فحلهـــا العـــام  v w ، أن حیـــث v  أي  ،الموافقـــة لهـــا المتجانســـة ةمعادلـــلالحـــل العـــام لهـــو

   ین كما یليعتوی  (15)حل خاص للمعادلةفهو  wأما  ،آنفاً بالطریقة المذكورة عین توی (9)للمعادلة 

1Dإذا وضعنا 
x





2Dو  

y





  المعادلة  نحصل على (15)وعوضنا في المعادلة  

2 2
1 1 2 2( ) ( , )D aD D bD w f x y    

  بالتالي فإن و 

2 2
1 1 2 1 2 21 1 2 2

1 1 1
 ( , ) ( , )w f x y f x y

D m D D m DD aD D bD

 
   

    
        

1 1 2 1 2 2

1 1
( , ) ( , )w x y f x y

D m D D m D

 
  

  
                      (16) 

  لنضع 

1 2

1
( , ) ( , )z x y g x y

D mD



  

1بالتأثیر على الطرفین بـ  2( )D mD :نحصل على  

1 2( ) ( , ) ( , )D mD z x y g x y   

  وهذا یعني أن 
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                                                 (17) ( , )
z z

m g x y
x y

 
 

 
  

   لها هي تفاضلیة جزئیة من المرتبة الأولى، الجملة المساعدة هذه المعادلة

1 ( , )

dx dy dz

m g x y
 


  

  الثانیة نحصل على التكامل الأولي من النسبتین الأولى و 

 (18)                                          y mx c   

  فإن  ومنه .فيثابت كی 1c أن حیث

y c mx   

   على والثالثة ىمن النسبتین الأول في النسبة الثالثة نحصل عبارتهاب yبالتعویض عن 

( , )

dz
dx

g x c mx



  

  وبالتالي فإن 

( , )z g x c mx dx                                              (19) 

    وهذا یعني أن ثابت كیفي. c أن حیث

1 2

1
( , ) ( , )g x y g x c mx dx

D mD
 

                               (20) 

نــاتج تــأثیر نحصــل علــى أي أننــا 
1 2

1

D mD
)علــى التــابع   , )g x y  بمكاملــة( , )g x y بالنســبة لـــx  بعــد

cبـــ  yل كــل یبــدت mx نجــري التعــویض المعــاكس، أي نبــدل كــل  ةكاملــمال نجــازوبعــد إc بـــy mx.  و

    .wنحصل على الحل الخاص  (16)تالیتین على المعادلة بتطبیق هذه الطریقة مرتین مت

    عیِّن الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة التالیة بطریقة المعادلة المساعدةمثال: 

2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 
  

   لهذه المعادلة هي المعادلة المساعدةالحل: 

2

1 0




 
  

 
  

iوجذریها هما    ،  یصبح بالشكل الحل العام للمعادلة المعطاة فإن وبالتالي  

( ) ( )u F y ix G y ix     

    .نااختیارین اتابعهما  Gو  Fأن حیث 

    لجزئیة التالیةعادلة التفاضلیة اعیِّن الحل العام للممثال: 

 
2 2 2

2 2
2 1 xu u u

y e
x yx y

  
   

  
  

    أي للمعادلة، هذه المعادلةالموافقة لن بدایةً الحل العام للمعادلة المتجانسة نعیِّ الحل: 
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2 2 2

2 2
2 0

v v v

x yx y

  
  

  
  

   المعادلة المساعدة لهذه المعادلة المتجانسة هي
2 2 0      ( 2)( 1) 0m m m m        

  فإن  وبالتالي

1 1

2 2

2      ( 2 ) 
      ( , ) ( 2 ) ( )

1      ( )

m u F y x
v x y F y x G y x

m u G y x

   
    

    
  

)لتعیین حل خاص و  , )w x y 1كتبها بدلالة ن ،للمعادلة غیر المتجانسةD  2وD  بالشكل  

 2 2
1 1 2 2( 2 ) , ( 1) xD D D D w x y y e     

   فإن وبالتالي

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
( , ) ( 1) ( 1)

( 2 )( ) 2
x xw x y y e y e

D D D D D D D D

 
    

    
    

                
1 2 1 2

1 1
( 1) 2

2 2
x x x xe c x dx ce xe e

D D D D
     

      

               
1 2 1 2

1 1
( ) 2 ( 2 )

2 2
x x x x xy x e xe e ye e

D D D D
        

    

               ( 2 2) 2 ( 2 ) 2x x x x x xe c x dx ce xe y x e xe ye             

 

  بالشكل للمعادلة غیر المتجانسة الحل العام یصبح و 

( , ) ( 2 ) ( ) xu x y F y x G y x ye      

    عادلة التفاضلیة الجزئیة التالیةعیِّن الحل العام للم مثال:

2 2 2
2

2 2
2 3sin( 4 )

u u u
x y x

x yx y

  
    

  
  

   هي للمعادلة المتجانسة ساعدةالمعادلة المالحل: 

2 2 1 0m m    

1وحلیها هما  2 1m m  .  هوالمتجانسة للمعادلة التفاضلیة حل العام فإن الوبالتالي   

( , ) ( ) ( )v x y F y x xG y x     

)لتعیین حل خاص  , )w x y للمعادلة غیر المتجانسة لدینا   

 2 2
2

1 2 1 21 2

1 1 1
3sin( 4 ) 3sin( 4 )

( )
w x y x x y x

D D D DD D

 
            

    

     2

1 2

1
3sin[ 4( )]x c x x dx

D D
   

      

   2 3

1 2 1 2

1 1 1
3sin(3 4 ) cos(3 4 )

3
x c x dx x c x

D D D D
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   3 3

1 2 1 2

1 1 1 1
cos[3 4( )] cos (4 )

3 3
x y x x y x x

D D D D

   
             

       

   3 41 1 1
cos[4( ) ] sin(3 4 )

3 3 12
c x x x dx x c x

 
       

 
        

     4 41 1 1 1
sin 3 4( ) sin(4 )

3 12 3 12
x y x x y x x              

   هو غیر المتجانسةوالحل العام للمعادلة 

41 1
( , ) ( ) ( ) sin(4 )

3 12
u x y F y x xG y x y x x        

  

  تمارین غیر محلولة

  

2 التابع تأكد أن )١ 2u a x b x y c y    للمعادلة حلهو    

 2
u u

x y u
x y

 
 

 
   

,أن حیث  ,a b c  ثوابت اختیاریة.هي    

)2تأكد أن التابع  )٢ ) ( ) ( )u f x y xg x y x h x y       للمعادلةهو الحل العام  

 
3 3 3 3

3 2 2 3
3 3 0

u u u u

x x y x y y

   
   

     
   

,أن حیث  ,f g h  توابع اختیاریة قابلة للاشتقاق.هي    

u ینالتابعتأكد أن ) ٣ x y   2و 2 1tan
y

u x y
x

  
   

 
    الجزئیةللمعادلة التفاضلیة  ولحلهي  

 
u u

x y u
x y

 
 

 
   

    حل خاص لها. الحلین السابقین أي منوبیِّن  لها العام الحلثم عین 

  ادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة أوجد الحل العام للمع )٤
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v. 2 2z z
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  حل المسائل التالیة )٥

i. 
2

2
2

( ,0) 0  

cos    ;    
, 0
2

u x
u

x y
u xy




 

   
  

 

    

ii. 
2 ( ,0) 2   

4    ;    
(0, )

x

y

u xu
xy e

u y yx y


  

  
    

iii. 
2

2

( ,0) 3  
3 2    ;    

(0, ) 2

x

y

u x x eu u
y

x y y u y y y

    
  

    

    

   ة فصل المتحولات المسائل التالیةحل بطریق) ٦

i. 30   ;    ( ,0) 4 xu u
u u x e
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u u x e e
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v. 
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  متحولات حل المسألة التالیة أوجد بطریقة فصل ال) ٧
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   التالیة المسائلحل ) ٨

i. 
2

2

(0, ) 0     

2    ;    (4, ) 0     

( ,0) 25

u t
u u

u t
t x

u x x


  

 
   

    

ii. 
2

2

(0, ) 0                                           

0.16 0 :  0 100 & 0   ;    (100, ) 0                                       

60 : 0 50
( ,0) ( )

40 :50 100

u t
u u

x t u t
t x

x
u x f x

x





  

     
       

  
    

iii. 
2 2

2 2

(0, ) 0                           

(2, ) 0                           

( ,0)
0                       0   ;    

     : 0 1
( ,0)

2 :1 2

u t

u t

u xu u

tt x

x x
u x

x x


 

 

  
  

  
 

  

    

iv. 
2 2

2 2

(0, ) 0    

( , ) 0    
0   ;    

( ,0) 0    

( , ) 100

u y

u a yu u

u xx y

u x b


   

  
  

 

    

    التفاضلیة الجزئیة التالیة تالعام للمعادلا عیِّن الحل) ٩
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  التفاضلیة الجزئیة التالیة  تعیِّن الحل العام للمعادلا) ١٠
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