الفصل الرابع
بعض التطبيقات الفيزيائية للتحليل الشعاعي
Some physical applications of the vector analysis
4-1 الحقل الكهرابئي – كمونه –تدفقه

(Electrical field – its potential –its flow) 
من المعروف جيداً أن الشحنات الموجودة في الفضاء تولد حقلاً كهربائياً والذي يمكن دراسته بالاعتماد على قانون كولوم. سنعتبر من أجل البساطة أن الفراغ خالٍ (خلاء) وليكن حقل الشحنة 
[image: image1.wmf]q

 متوضعاً في مبدأ الإحداثيات 
[image: image2.wmf]o

. لدراسة الحقل المعطى سنأخذ نقطة مادية ما 
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 ونضع فيها شحنة واحدة ولنرَ مدى تأثير قوة الحقل عليها. تسمى هذه القوة شدة الحقل الكهربائي ويرمز 
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. بما أن 
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 تختلف باختلاف النقاط فيوجد لدينا حقل شعاعي 
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إن الشكل الرياضي لقانون كولون هو:
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حيث أن 
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 شعاع الواحدة المحمول على شعاع نصف القطر، و 
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 ثابت يتعلق باختيار نظام الواحدة والذي سنعتبر أن قيمته تساوي الواحد وذلك في الجملة الشكلية. أي أن:
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إن تابع الكمون لهذا الحقل هو:
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والذي يرتبط من الحقل 
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بما أن الفضاء متجانس فإن الشحنة 
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 الموجودة في النقطة 
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 ستولد كموناً 
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 ويكون:

[image: image16.wmf]|

|

)

(

0

®

®

®

-

=

r

r

q

r

j


حيث 
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 هو نفسه 
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 شعاع موضع النقطة 
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إذا وضعنا:
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فإن:
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أي أن 
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 هو كمون الحقل 
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نلاحظ أن كمون الحقل الكهربائي المتشكل من أي نظام شحنات ساكنة يملك كموناً له الخاصية السابقة. هذا يسمح بالحصول على الكمون في حال انتشار الشحنات في الفضاء بكثافة متغيرة 
[image: image25.wmf]r
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إذا كان 
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 عنصر حجمي متوضع في النقطة 
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 والذي يحوي على الشحنة 
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 فإن هذه الشحنة تولد حقلاً شعاعياً كمونه:
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ومنه:
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لنوجد الآن تدفق الحقل الشعاعي 
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 من خلال السطح المغلق الموجه 
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إذا كان 
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 مولداً بالشحنة 
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 المتوضعة في مبدأ الإحداثيات وكان 
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 سطح كرة مركزها مبدأ الإحداثيات ونصف قطرها 
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 فإن:
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حيث أن شعاع الواحدة 
[image: image38.wmf]®

e

 متطابق مع شعاع الواحدة 
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 على الناظم هنا. ويكون (على سطح الكرة):
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والتدفق يعطى كما يلي:
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وهذا يعني أن التدفق غير متعلق بنصف القطر 
[image: image42.wmf]R

 وهو متعلق بالشحنة 
[image: image43.wmf]q

 فقط.

4-2 تفرق حقل السرعة – معادلة الاستمرار

(divergence of the velocity field)

لنفرض وجود جريان مستمر (ثابت) لغاز أو سائل، ولتكن سرعة أي جزيئة من الغاز في أية نقطة 
[image: image44.wmf]M

 هي 
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. أي أنه لدينا حقل شعاعي هو حقل السرعة. وليكن 
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 هو خط التدفق، فإن 
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 يمس 
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. لنوجد حجم الغاز المار من خلال سطح 
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 وخلا زمن قدره 
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. إن هذا الحجم يمثل جزء من متوازي سطوح قاعدته 
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 وارتفاعه 
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 والحجم يساوي 
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 على عمود على القاعدة) كما في الشكل (4-1).
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وخلال واحدة الزمن يمر غاز حجمه 
[image: image56.wmf]s
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 وبالتالي فإن الحجم الكلي المار هو:

                                           (4.1)
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وإذا كانت كثافة السائل تساوي 
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 كثافة السائل فإن:

                                           (4.2)
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تدعى 
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 السرعة الكلية.


تبين العلاقة (4.1) أن تدفق شعاع السرعة 
[image: image61.wmf]®
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 يساوي حجم الغاز المار خلال واحدة الزمن من داخل السطح إلى خارجه. فإذا كان السطح 
[image: image62.wmf]s

 مغلقاً فإن هذا التدفق يساوي الفرق بين الحجم الخارج من 
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 خلال واحدة الزمن على ذلك الجزء من السطح الذي تكون جهة 
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 عليه نحو الداخل.

إن تدفق الشعاع 
[image: image65.wmf]®
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 من خلال سطح مغلق يمكن أن يختلف عن الصفر. فإذا لم نضغط الغاز خلال جريانه فإن الحجم الداخل منه يساوي الحجم الخارج، وبالتالي فإن التدفق يساوي الصفر (انظر المعنى الفيزيائي للتباعد). أي أن:
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إذا كان السطح 
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 واقعاً في منطقة يتمدد فيها الغاز فإن الحجم الخارج سيكون أكبر من الحجم الداخل، وبالعكس إذا كان الغاز ينضغط. لذا للحصول على التدفق 
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 يجب تقسيم تدفق الشعاع 
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 عبر سطح لعدد غير منته من الحجوم الصغيرة 
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 على القيمة العددية للحجم. وبالتالي نحصل على نسبة الحجم المتولد في 
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 خلال واحدة الزمن إلى الحجم 
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. تسمى هذه النسبة سرعة التزايد النسبي للحجم. يتضح من هنا أن 
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 وهو شرط عدم انضغاط الغاز والمتراجحتان 
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 تعينان حالتي ضغط أو تمدد الغاز.
ليكن لدينا الآن حقل السرعة الكلية 
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، وجدنا أن تدفق هذا الحقل من خلال السطح الموجه 
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 يساوي كتلة الغاز المتدفق خلال واحدة الزمن من داخل السطح إلى خارجه (العلاقة (4.2)). وبما أن كتلة الغاز لا تتغير فإن التدفق التام 
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 خلال واحدة الزمن من خلال أي سطح مغلق يساوي الصفر حيث أن الكتلة الداخلة إليه تساوي الخارجة منه. ومن أجل الحجوم الصغيرة جداً نجد:
 (4.3)                                              
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وذلك من أجل الجريان المستقر حيث أن كتلة الغاز لا تتغير داخل كل عنصر حجمي مع مرور الزمن. وهي معادلة الاستمرار وتعتبر من العلاقات الأساسية في الهيدروديناميكا والتي تعبر عن ضغط الكتلة.

لنكتب العلاقة الأخيرة بالشكل الإحداثي حيث أن للشعاع 
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وبالتالي فإن قانون مصونية الكتلة يصبح بالشكل:
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وإذا لم يكن هناك ضغط فإن 
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الآن ماذا تعني القيم 
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إن الكثافة في الجريان المستقر 
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، ولكن عند الانتقال إلى دراسة جزئية ما، يجب الأخذ بعين الاعتبار أن إحداثياتها تتعلق بالزمن 
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وبشكل عام نكتب:
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وبالتالي يكون:
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لندرس الآن الحالة غير المستقرة لجريان الغاز، أي عندما يكون حقل السرعة والحقول الأخرى متغيرة مع الزمن.


ليكن 
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 عنصر حجمي، فيكون تدفق الشعاع 
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 اعتماداً على نظرية غوص معطى بالعلاقة:
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وهو يعطي سرعة تناقص كتلة الغاز في الحجم 
[image: image100.wmf]dV

، أي كتلة الغاز الخارجة من هذا الحجم خلال واحدة الزمن. وإن كتلة الغاز الموجودة في حجم صغير جداً 
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، لذا فهو يتزايد بسرعة قدرها:
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ومنه:
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أي أن:

                                               (4.4)
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وهي معادلة الاستمرار في الحالة غير المستقرة، وتعني أن الغاز لا يتكون ولا يتلاشى خلال عملية الحركة. ترد المعادلة (4.4) إلى المعادلة (4.3) في الحالة المستقرة.
في الحالة غير المستقرة تكون سرعة تغيُّر الكثافة في الجزيئة 
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ومنه نجد في الحالة غير المستقرة لا تتغير العلاقة:
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4-3 تفرق الحقل الكهربائي – معادلة بواسون – معادلة لابلاس

(Divergence of the electric field)
لتكن لدينا شحنة منتشرة في الفضاء بكثافة 
[image: image109.wmf]r

 وتشكل حقلاً شعاعياً 
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. وجدنا في الفقرة (4-1) أن التدفق 
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 للحقل الشعاعي 
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 من خلال سطح لأي حجم 
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. فإذا كان الحجم صغيراً جداً فإن:
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ومنه:

 (4.5)                                       
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أي أن تفرق شدة الحقل الكهربائي له علاقة خطية مع كثافة الشحنة المنتشرة. كما وجدنا في الفقرة (4-1) أن الحقل الكهربائي يملك كموناً 
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 مرتبط مع الشعاع 
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 بالعلاقة:
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بالتعويض في العلاقة (4.5) نحصل على معادلة الكمون:
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أو:

(4.6)                                       
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وتسمى معادلة بواسون، حلها التابع 
[image: image122.wmf]j

 الذي وجدناه في الفقرة (4-1).

إذا كان الفضاء خالياً من الشحنات فإن المعادلة (4.6) تأخذ الشكل:

(4.7)                                        
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وتسمى معادلة لابلاس.
4-5 الحقل الكهرطيسي – معادلات ماكسويل (Electromagnetic field)

في كثير من الحالات يتطلب معرفة تراكب الحقلين الكهربائي والمغناطيسي والتي ينتج عنها الحقل الكهرطيسي ويتميَّز بأنه في أية نقطة من الفضاء يوجد شعاعان، كهربائي 
[image: image124.wmf]®
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 ومغناطيسي 
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. تسمى المعادلات التفاضلية التي تربط بين هذين الشعاعين معادلات ماكسويل، ولها أهمية خاصة في الفيزياء.


ففي حقل الكهرباء المستقرة لدينا المعادلات:

(
[image: image126.wmf]r

 كثافة توزع الشحنة)            
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 كثافة التيار)            
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لقد بينت ظاهرة التحريض الكهرطيسية نشوء حقل كهربائي دواري في منطقة الفضاء حيث يوجد حقل مغناطيسي متغير مع الزمن، وقد خطر لمكسويل أن التناظر يقتضي نشوء حقل مغناطيسي حيث يوجد حقل كهربائي متغير مع الزمن. ولإيجاد علاقة كمية بين الحقل الكهربائي المتغير والمغناطيسي الناشئ أدخل ماكسويل مفهوم تيار الإزاحة.

ليكن لدينا مكثف شحنت لبوساه بكثافة سطحية 
[image: image130.wmf]v
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 من اليسار و 
[image: image131.wmf]v

-

 من اليمين كما في الشكل (4-2).
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إن كل من هذين اللبوسين تولد بينهما حقل كهربائي مجموعهما هو الحقل الشعاعي:

(4.8)                                        
[image: image132.wmf]®

®

=

i

v

E

p

4


إذا تزايد 
[image: image133.wmf]v

 تتجه الشحنات الموجبة إلى اللبوس اليساري وتترسب عليها بسرعة 
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 حيث أن 
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 هي مساحة أحد اللبوسين 
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 أو 
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 وتترسب على الصفيحة اليمنى الشحنات السالبة بنفس السرعة. فإذا وصلنا النقطتين 
[image: image138.wmf]A

 و 
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 بسلك سيمر نفس التيار 
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 مهما كان الطريق الواصل بينهما. في الحقيقة إن الشحنات لا تمر بين لبوسي المكثف. ويمكن أن يتحقق قانون التيارات المستمرة إذا عرفنا مفهوم "تيار الإزاحة" الذي يمر من 
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 إلى 
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. كثافة هذا التيار "تيار الإزاحة" معطى (اعتماداً على العلاقة (4.8)) كما يلي:
(
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لذا يجب تعديل صيغة علاقات تغيُّر الحقل الكهربائي التي تربط بين الحقل الشعاعي المغناطيسي 
[image: image145.wmf]®
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 وكثافة التيار 
[image: image146.wmf]®
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 في الحقل الكهربائي بإضافة تيار الإزاحة الذي تعطى كثافته بالعلاقة:
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أي أننا نبدل العلاقة 
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 في الحقل الكهربائي بالعلاقة:
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وتبقى صحيحة في هذه الحالة العلاقة:

(4.10)                                         
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لقد تبين أن تغيُّر الحقل المغناطيسي يؤثر على الحقل الكهربائي بقانون التحريض:
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في هذه الحالة لا يملك الحقل الكهربائي كموناً، أي لا يمكننا الحديث عن الفرق بين الكمون في الحقل ولا يكون العمل الذي ينجزه الحقل متعلقاً بنقطتي نهاية وبداية الطريق الذي يسلكه فقط وإنما يتعلق بالطريق المسلوك أيضاً.


لنأخذ السطح 
[image: image152.wmf]s

 المحدد بالمنحني المغلق 
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، فحسب قانون فاراداي لتغيُّر تدفق الحقل المغناطيسي 
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الإشارة السالبة مأخوذة حسب قانون لينز، و 
[image: image156.wmf]k

 عامل الخطية ويساوي 
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حسب نظرية ستوكس يكون:
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وبما أن السطح 
[image: image159.wmf]s

 هو سطح اختياري، فإن:
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وتبقى المعادلة التي تربط بين الحقل الكهربائي والشحنات:

(4.12)                                      
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صحيحة أيضاً في الحالة غير المستقرة.


تشكل المعادلات(4.12), (4.11), (4.10), (4.9)  مجموعة معادلات ماكسويل. ويمكن أن يضاف إليها معادلة الاستمرار:
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والتي يمكن الحصول عليها تماماً كالمعادلة (4.4) في الهيدروديناميكا. وكذلك جميع المعادلات التي تربط بين 
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 و 
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 (قانون أوم العام الذي صيغته في الحالات البسيطة هي 
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 حيث 
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 هو ثابت التوصيل الكهربائي).

4-5 معادلة التوصيل الحراري (Heat conduction equation)
لندرس عملية انتشار الحرارة داخل جسم متجانس عند تغيُّر درجة الحرارة، وليكن هدفنا معرفة تغيُّر درجة الحرارة في نقطة ما 
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 من الجسم في أية لحظة زمنية. لنأخذ الحجم 
[image: image168.wmf]V

 من داخل الجسم والمحدد وبسطح أملس (أو أملس جزئياً) 
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إن تدفق الحرارة التي يحصل عليها الجسم من المنابع الموجودة داخل الحجم 
[image: image170.wmf]V

 خلال زمن قدره 
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 هو:
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حيث أن 
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 هي الاستطاعة النوعية للمنبع المتوضعة في النقطة 
[image: image174.wmf]M

 في اللحظة الزمنية 
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، وتدفق الحرارة عبر السطح 
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 خلال نفس الفترة الزمنية 
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حيث أن:

- 
[image: image179.wmf]k

 ثابت التوصيل الحراري الداخلي للمادة في الحالة العامة،

- 
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 هو الناظم الخارجي للسطح 
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 في النقطة 
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- الإشارة السالبة تعني أن التدفق يكون موجباً بانخفاض درجة الحرارة باتجاه الناظم الخارجي 
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إن مجموع التدفق الحراري يعطي تغير الحرارة الموجودة داخل الحجم 
[image: image184.wmf]V

 هو:
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حيث أن:

- 
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 هي السعة الحرارية النوعية للمادة،

- 
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 كثافة المادة،
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 الحرارة في نقطة ما 
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 تغيُّر درجة الحرارة في تلك النقطة خلال الزمن 
[image: image191.wmf]t
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بالنتيجة نحصل على معادلة التوازن الحراري في منطقة الدراسة:

(4.13)             
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حيث أن:
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وحسب مبرهنة غوص نجد أن:
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بالتعويض في (4.13) والتقسيم على 
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 وأخذ النهاية عندما 
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وبفرض أن التابع 
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 هو تابع مستمر وكذلك المشتقات الجزئية للثابت 
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 والمشتقات الجزئية من المرتبة الثانية للتابع 
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 واعتماداً على البرهنة:

إذا كان 
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 يساوي الصفر من أجل أي منطقة 
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 محتواة في المنطقة 
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 تابعاً مستمراً في النقطة 
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 فإن 
[image: image206.wmf]0

)

(

º

M

f

 على 
[image: image207.wmf]V

.

فإننا نحصل على المعادلة التالية:
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وإذا كانت 
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ومنه:
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حيث 
[image: image212.wmf]D

 هو مؤثر لابلاس التفاضلي. 

تسمى المعادلة الأخيرة معادلة التوصيل الحراري وتستخدم في دراسة العمليات الفيزيائية، حيث أن 
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 هو تركيز المادة المنتشرة وحيث أن 
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 عامل الانتشار.
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