الفصل الرابع
المعادلات التفاضلية العادية من المراتب العليا 
القابلة لتخفيض مرتبتها
Higher order ordinary differential equations

إذا كانت المعادلة التفاضلية حاوية على مشتقات للتابع من عدة مراتب وأعلى مرتبة اشتقاق هي المشتق النوني فإنه تسمى معادلة تفاضلية عادية من المرتبة 
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 ويكون شكلها العام هو:

                             (4.1)
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وحلها العام من الشكل:

                                    (4.2)
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حيث أن 
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 تابع قابل للاشتقاق حتى المرتبة 
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 ضمناً وحيث أن 
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 ثوابت اختيارية يساوي عددها مرتبة المعادلة. وقد يعطى الحل العام بالشكل الضمني:

                                (4.3)
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سندرس في هذا الفصل بعض المعادلات التفاضلية من المراتب العليا القابلة لتخفيض مرتبتها وطرائق إيجاد حلها.
4-1 المعادلة التي تحوي المتحول المستقل والمشتق النوني فقط
(Equation having independent variable and nth derivative only)
الشكل العام لهذه المعادلة هو:
                                       (4.4)
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تُحل هذه المعادلة عن طريق تخفيض مرتبتها بالمكاملة المتتالية. نميز لهذا الغرض الحالات الثلاث التالية.

4-1-1 المعادلة المحلولة بالنسبة للمشتق (Solvable for derivative)
تكتب هذه المعادلة بالشكل:
                                           (4.5)
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لإيجاد حلها العام نكاملها 
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 مرة فنحصل على:

(4.6)    
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مثال (4-1-1): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بالمكاملة أربع مرات متتالية نجد:
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مثال (4-1-2): أوجد حل المعادلة التفاضلية التالية 
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 الذي يمس المستقيم 
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الحل: إن الشرط المفروض على المنحني المطلوب يعني أن المنحني التكاملي يحقق الشرطين الابتدائيين:
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لنوجد أولاً الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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بتعويض الشرطين الابتدائيين في الحل العام نجد 
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، ويكون الحل المطلوب:
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4-1-2 المعادلة المحلولة بالنسبة للمتحول

(Solvable for independent variable equation)
الشكل العام لهذه المعادلة هو:

                                            (4.7)
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لحلها نضع:

                                                  (4.8)
[image: image22.wmf]z

y

n

=

)

(


فيكون:

                                                 (4.9)
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بمفاضلة طرفي العلاقة الأخيرة نجد:

                                        (4.10)
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ومن الفرض لدينا:

                                        (4.11)
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بتعويض (4.10) في (4.11) نجد:
                                (4.12)
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بمكاملة طرفي العلاقة  (4.12)نحصل على:
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أي أن:

                                       (4.13)
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وكذلك لدينا:

                                   (4.14)
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بتعويض (4.10) و (4.13) في  (4.14)نجد:
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بالمكاملة نحصل على:
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أي أن:
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بالمتابعة نجد:

           (4.15)
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باستبدال 
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 بما يساويه بدلالة 
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 في العلاقة (4.15) نحصل على الحل الوسيطي للمعادلة التفاضلية:
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مثال (4-1-3): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بفرض أن:
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وبالتالي:
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وبما أن:
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فإن:


[image: image42.wmf]dz

z

z

dz

z

z

y

d

)

6

(

)

1

6

)(

(

2

+

=

+

=

¢


بمكاملة الطرفين نجد:
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وبملاحظة أن:
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يكون:
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أي:
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بمكاملة طرفي العلاقة الأخيرة نجد:
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ولدينا:
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بذلك نكون قد حصلنا على الحل الوسيطي التالي للمعادلة:
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مثال (4-1-4): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بفرض أن:
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بمفاضلة الطرفين نجد:
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وبما أن:
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بالمكاملة نجد:
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كما أن:
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أي:
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وبمكاملة الطرفين نحصل على:


[image: image58.wmf]2

1

3

1

2

2

6

1

2

3

4

2

c

z

c

z

e

c

z

e

z

y

z

z

+

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=


ويكون الحل الوسيطي للمعادلة هو:
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4-1-3 المعادلة المعطاة بشكلها الضمني(Equation in implicit form) 

الشكل العام لهذه المعادلة هو:

                                       (4.16)
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لتعيين الحل العام لها نضع:

                             (4.17)
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حيث أن التابعين 
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 يحققان المطابقة:
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بما أن:
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وأن:
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فإن:

                            (4.18)
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بكاملة طرفي العلاقة (4.18) نجد:
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أو:
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وبما أن:
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فإن:
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أو:
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وبالاستمرار على هذا النحو نحصل على:

                            (4.19)
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية (4.16) يعطى وسيطياً بالعلاقتين:
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مثال (4-1-5): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: يمكن حل هذه المعادلة على أنها محلولة بالنسبة للمتحول 
[image: image75.wmf]x

، لكننا سنحلها وفقاً لما ورد في هذة الفقرة.
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وبالتالي:
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أي أن التمثيل الوسيطي للمعادلة التفاضلية هو:
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في الحالة الأولى يكون:
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بمكاملة طرفي العلاقة الأخيرة نجد:
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أي أن:
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كما أن:
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية معطى وسيطياً بالعلاقتين:
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وبالطريقة نفسها، ومن أجل التمثيل الوسيطي الثاني للمعادلة التفاضلية نجد أن الحل الوسيطي الثاني للمعادلة التفاضلية هو:
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مثال (4-1-6): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:


[image: image89.wmf]x

y

x

y

x

=

¢

¢

-

+

¢

¢

-

)

(

)

(

3


الحل: المعادلة ليست محلولة بالنسبة للمتحول 
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 أو بالنسبة لـ
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وبالتالي:
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وبما أن:
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فإن:
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بالمكاملة نحصل على:
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كما أن:
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أي أن:
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ومنه، فإن الحل العام الوسيطي للمعادلة التفاضلية هو:
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4-2 المعادلة التي تقبل تخفيض مرتبتها

(Equation which can be decrease its order)
هناك بعض المعادلات التفاضلية التي تقبل تخفيض مرتبتها على مراحل متتالية حتى نحصل على معادلة من نوع أو مرتبة نستطيع تعيين حلها. سندرس بعض هذه المعادلات في هذه الفقرة.

4-2-1 المعادلة التي لا تحوي التابع 
[image: image101.wmf]y
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 (Equation without the function
الشكل العام لهذه المعادلة هو:

                                 (4.20)
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لحلها 
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y

=

¢

 فنجد:


[image: image105.wmf])

1

(

)

(

,

...

,

,

-

=

¢

¢

=

¢

¢

¢

¢

=

¢

¢

n

n

z

y

z

y

z

y


بالتعويض في المعادلة (4.20) نحصل على:

                            (4.21)
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وهي معادلة تفاضلية مرتبتها أقل من مرتبة المعادلة (4.20) بمرتبة واحدة. وبصورة خاصة، إذا كانت المعادلة من المرتبة الثانية، تصبح المعادلة الجديدة من المرتبة الأولى ويسهل علينا حلها.

مثال (4-2-1): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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الحل: المعادلة التفاضلية لا تحوي التابع 
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، لذا نضع 
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أو:
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وهي معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى منفصلة المتحولين، نكتبها بالشكل:
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حلها العام هو:


[image: image114.wmf]3

1

-

=

x

c

z


ومن الفرض لدينا:
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وبالتالي:
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بالمكاملة نجد:
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مثال (4-2-2): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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الحل: لحل هذه المعادلة نفرض 
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وهي معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى حلها العام هو:
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أي أن:
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وبالتالي:
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4-2-2 المعادلة التي لا تحوي التابع والمشتقات التي من مرتبة أقل من k 
(Equation without y and derivatives at order les than k)
الشكل العام لهذه المعادلة هو:

                                    (4.21)
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لحلها نضع 
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بالتعويض في المعادلة (4.21) نجد:

                                    (4.22)
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وهذه معادلة تفاضلية بدون التابع 
[image: image132.wmf]y

 من الشكل (4.20).

فإذا كان التابع:

                                         (4.23)
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هو الحل العام للمعادلة (4.22) فإنه مع بالأخذ بعين الاعتبار بالفرض أن 
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 فإنه يكون لدينا:

                                (4.24)
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وهذه معادلة تفاضلية محلولة بالنسبة للمشتق ذي المرتبة (k) وقد وعالجنا هذا النوع من المعادلات التفاضلية بالتفصيل، حيث أننا نكامل طرفيها 
[image: image136.wmf]k

 مرة متتالية فنجد:

(4.25)      
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مثال (4-2-3): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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الحل: نلاحظ أنه لدينا معادلة تفاضلية من المرتبة الثالثة وخالية من التابع ومشتقه الأول، لذلك نضع 
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                                       (I)
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وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة الثانية (من نوع كليرو)، لحلها نفرض 
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                                            (II)
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نشتق طرفي المعادلة (II) بالنسبة لـ
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 فنجد:
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أو:

                                          (III)
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ينتج الحل العام للمعادل (III) من 
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 الذي ينتج عنه 
[image: image148.wmf]1

c

p

=

 والحل العام هو:
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لكن 
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، بالتعويض في (IV) والمكاملة نجد:

                                  (V)
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وبمكاملة المعادلة (V) نحصل على الحل العام للمعادلة الأصلية وهو:
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مثال (4-2-4): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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الحل: نلاحظ أن هذه المعادلة لا تحوي 
[image: image154.wmf]y

 ولا 
[image: image155.wmf]y

¢

، لذا نضع 
[image: image156.wmf]y

z

¢

¢

=

 فيكون:


[image: image157.wmf])

4

(

,

y

z

y

z

=

¢

¢

¢

¢

¢

=

¢


وتصبح المعادلة بالشكل التالي:

                                  (I)
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وهذه معادلة تفاضلية لا تحوي المتحول 
[image: image159.wmf]x

، لذا نعتبر 
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 متحولاً جديداً و 
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 التابع المجهول، لذا نضع 
[image: image162.wmf]t

z

=

¢

، فيكون:
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وبالتالي، تأخذ المعادلة الأصلية الشكل:
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أو:
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لهذه المعادلة حلان، إما 
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وهذه معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين حلها العام:
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أي أن:
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وبالتالي:
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وبحل المعادلة الأخيرة نجد:
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أو:
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وبالعودة إلى متحولي المعادلة الأصلية نجد:
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بمكاملة طرفي العلاقة الأخيرة نجد:
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أي:
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بالمكاملة مرة ثانية نحصل على:
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4-2-3 المعادلة التي لا تحوي المتحول المستقل

(Equation without the independent variable)
الشكل العام لهذه المعادلة هو:

                                (4.26)
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يمكن تخفيض مرتبة هذه المعادلة مرتبة واحدة وذلك باعتبار 
[image: image182.wmf]y

 المتحول المستقل و 
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 هو التابع المجهول ونفرض 
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وكذلك نجد:
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وهكذا، وجدنا أن 
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 يحتوي على 
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 كأعلى مرتبة اشتقاق وبالتالي فإن 
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 كأعلى مرتبة اشتقاق وتصبح المعادلة الأصلية بالشكل:

                                (4.27)
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وهي معادلة من مرتبة أقل من مرتبة المعادلة الأصلية بمرتبة واحدة، قد تكون من المعادلات التي نعرف طريقة حلها، وإلا نقوم بتخفيض مرتبتها مرة أخرى.

مثال (4-2-5): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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الحل: إن المعادلة لا تحوي المتحول المستقل 
[image: image195.wmf]x
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[image: image196.wmf]y

 هو المتحول المستقل ونضع 
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وبذلك تأخذ المعادلة المفروضة الشكل التالي:
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أي:
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إما أن يكون:
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أو أن يكون:
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وهذه معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين، تكتب بالشكل الآتي:
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أو بالشكل:
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وحلها العام:
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وبالتالي:
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أي أن:
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بالمكاملة نجد:
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وهو الحل العام للمعادلة المفروضة.

مثال (4-2-6): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:


[image: image210.wmf]1

)

(

2

2

=

¢

-

¢

¢

y

y

y


الحل: إن المعادلة لا تحوي المتحول المستقل 
[image: image211.wmf]x

، لذا نعتبر 
[image: image212.wmf]y

 المتحول المستقل ونضع 
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، فيكون:
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وبالتعويض في المعادلة المفلروضة نجد:
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أي:
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وبمكاملة طرفي العلاقة الأخيرة نجد:


[image: image217.wmf]|

|

ln

)

1

ln(

1

2

y

c

z

=

+


أي:
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ومنه:
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وبالتالي:
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وبمكاملة طرفي العلاقة الأخيرة نحصل على الحل المطلوب:
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تمارين محلولة
1- أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بما أن المعادلة التفاضلية لا تحوي التابع 
[image: image224.wmf]y

، فلحلها نضع 
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بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل المعادلة التفاضلية التالية:
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والتي تكتب بالشكل:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى بدون طرف ثاني، بحلها نحصل على:
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ومنه:
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بمكاملة الطرفين نحصل على الحل العام للمعادلة التفاضلية الأصلية:
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2- أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نلاحظ المعادلة لا تحوي التابع 
[image: image233.wmf]y

 وبالتالي نضع أن 
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بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل المعادلة التفاضلية التالية:
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والتي تكتب بالشكل:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى بالنسبة للتابع 
[image: image238.wmf]z

 والمتحول 
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، نحلها وفق طريقة برنولي:

بفرض أن:
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بالتعويض في المعادلة الأخيرة نحصل على:
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لتعيين التابع 
[image: image243.wmf]v

 نجعل أمثال 
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 مساوية الصفر، أي:


[image: image245.wmf]0

1

=

+

¢

v

x

v


ومنه:
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وبالتالي فإن:
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بمكاملة الطرفين نجد:
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ومنه:
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نبدل 
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 بـ 
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بالمكاملة نجد:
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3- أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نلاحظ المعادلة من الشكل 
[image: image255.wmf]0
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، لحلها نضع أن 
[image: image256.wmf]t

y

=

¢

 فيكون 
[image: image257.wmf]dx

dt

y

=

¢

¢

.

بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل المعادلة التفاضلية التالية:
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التي تكتب بالشكل:
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بالمكاملة نحصل على:
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ومنه نجد:
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وبالتالي فإن:
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أي أن:
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بالمكاملة نجد:
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4- أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نلاحظ المعادلة من الشكل 
[image: image266.wmf]0
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، لحلها نضع أن 
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بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل المعادلة التفاضلية التالية:
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التي تكتب بالشكل:
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أو بالشكل:
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بأخذ مقلوب المعادلة نحصل على:
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لنعتبر أن 
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 هو التابع والمتحول المستقل هو 
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، فتصبح المعادلة من الشكل:
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وهذه معادلة برنولي، حلها العام هو:
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وبالتالي:
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وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة الثانية محلولة بالنسبة لـ
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، يعيَّن حلها العام وسيطياً. نفرض أن 
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فإن:
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بالمكاملة نجد:
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وبالتالي فإن:

                              (II)
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جملة المعادلتين (I) و (II) هي الحل الوسيطي للمعادلة التفاضلية المفروضة.

5- أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نلاحظ المعادلة من الشكل 
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، لحلها نضع:

                                                 (I)
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بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل المعادلة التفاضلية التالية:
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أي أن:

                                                 (II)
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وبالتالي فإن:
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بالمكاملة نحصل على:
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ومنه:
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بالمكاملة نجد:

                           (III)
[image: image302.wmf]2

1

sin

2

sin

4

1

2

1

c

t

c

t

t

y

+

+

-

-

=


جملة المعادلتين (II) و (III) هي الحل الوسيطي للمعادلة المفروضة.
6- أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نلاحظ المعادلة لا تحوي المتحول المستقل 
[image: image304.wmf]x

،  لحلها نضع 
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بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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التي تكتب بالشكل:
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إما 
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى، حلها العام:
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أي أن:


[image: image315.wmf]y

c

y

dx

dy

1

2

+

-

=


ومنه:
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لنفرق الكسر:
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فيكون:


[image: image318.wmf]1

1

1

,

1

c

B

c

A

=

-

=


ومنه:
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بالمكاملة نجد:
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أي أن:
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7- عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: إن المعادلة من المرتبة الثالثة وخالية من التابع 
[image: image323.wmf]y

 ومشتقه الأول، لذا نضع 
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وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة الثانية محلولة بالنسبة للتابع 
[image: image327.wmf]z

 (معادلة لاغرانج). لحلها نضع 
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باشتقاق طرفي المعادلة (II) بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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أو:

                                (III)
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ينتج الحل العام للمعادلة (II) عن المعادلة
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التي تكتب بالشكل:

                                (IV)
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى حيث ن 
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 هو التابع و
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 هو المتحول المستقل وحلها:
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بحذف الوسيط 
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 من المعادلتين (V) و (II) نحصل على الحل العام للمعادلة (II) وهو:
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أي أن:
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بالمكاملة مرتين متتاليتين بالنسبة لـ
[image: image341.wmf]x

 نحصل على الحل العام للمعادلة (I).

نلاحظ من العلاقة (III) أن 
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 يحققان المعادلة، فهما حلان شاذان للمعادلة (II) (لماذا؟). إذا عوضنا 
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 بهاتين القيمتين في المعادلة (II) نحصل على:

                                          (V1)
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تمارين غير محلولة
أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية:
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