الفصل الخامس
المعادلات التفاضلية العادية الخطية من المراتب العليا

Higher Order Ordinary Linear Differential Equations

سنقصر دراستنا في هذا الفصل على دراسة المعادلات التفاضلية الخطية من المراتب العليا فقط وذلك نظراً لكثرة تطبيقات هذه المعادلات.

5-1 مفاهيم عامة (General concepts)
تسمى المعادلة التفاضلية العادية خطية إذا كان التابع المجهول وجميع مشتقاته التي تحويها المعادلة من الدرجة الأولى. أي أن الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية الخطية من المرتبة 
[image: image1.wmf]n

 هو:

           (5.1)
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حيث أن 
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 توابع حقيقية للمتحول 
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إذا كان 
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 فإن المعادلة تصبح على الشكل:

                 (5.2)
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وتسمى معادلة تفاضلية عادية خطية متجانسة، وفيما عدا ذلك، فإنها تسمى معادلة تفاضلية عادية خطية غير متجانسة.

إذا كانت جميع المعاملات في المعادلة (5.1) أعداداً ثابتة فتصبح على الشكل:

                 (5.3)
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وتسمى معادلة تفاضلية عادية خطية غير متجانسة ذات أمثال ثابتة وفيما عدا ذلك تسمى معادلة تفاضلية عادية خطية ذات أمثال متحولة.

تعريف (5-1-1): تسمى مجموعة التوابع 
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 مستقلة خطياً في مجال ما 
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 إذا كانت المعادلة:
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محققة إذا وفقط إذا كان:
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أي إذا كانت النسبة 
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 لا تساوي عدداً ثابتاً من أجل 
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مبرهنة (5-1-1): لتكن لدينا المعادلة التفاضلية العادية الخطية التالية:
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1) إذا كان 
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 حلاً للمعادلة المتجانسة 
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 عدداً ثابتاً فإن 
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2) إذا كان 
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 حلين للمعادلة المتجانسة 
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 فإن 
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3) الحل العام للمعادلة 
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 هو:
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حيث أن 
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 حلول مستقلة خطياً لهذه المعادلة.
4) الحل العام للمعادلة التفاضلية غير المتجانسة 
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 يعطى بالعلاقة:
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حيث أن 
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 الحل العام للمعادلة المتجانسة 
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 حل خاص للمعادلة غير المتجانسة 
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يمكن التحقق من هذه المبرهنة بالاشتقاق والتعويض المباشر في المعادلات. 
5-2 المعادلات التفاضلية العادية الخطية من المراتب العليا ذات الأمثال الثابتة

(Higher order ordinary linear diff. eq. with constant coefficients)
5-2-1 المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة ذات الأمثال الثابتة

(Homogenous linear diff. eq. with constant coefficients)
لتكن لدينا المعادلة التفاضلية العادية الخطية المتجانسة ذات الأمثال الثابتة التالية:

         (5.4) 
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إن هذه المعادلة تقبل حلاً من الشكل 
[image: image32.wmf]kx
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وبما أن 
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تسمى المعادلة الجبرية:
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المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية العادية الخطية المتجانسة ذات الأمثال الثابتة 
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 وتنتج عنها باستبدال كل 
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 وكل مرتبة اشتقاق لـ
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لقد آلت مسألة تعيين قيم 
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 التي لأجلها يكون التابع 
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 حلاً للمعادلة (5.4) إلى مسألة تعيين جذور معادلتها المميزة. 

بحسب النظرية الأساسية في الجبر، لكل معادلة جبرية عدد من الجذور يساوي درجتها في الساحة العقدية على أن يعد الجذر المكرر بعدد مرات تكراره. وإذا كانت جميع أمثال المعادلة الجبرية حقيقية فإن جذورها العقدية تكون مترافقة مثنى مثنى. لذا نميز الحالات التالية لجذور المعادلة المميزة 
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 للمعادلة التفاضلية العادية الخطية المتجانسة ذات الأمثال الثابتة من المرتبة 
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1) إذا كانت جميع جذور المعادلة المميزة 
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 حقيقية ومتباينة فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية هو:
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2) إذا كانت جميع جذور المعادلة المميزة 
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 حقيقية وكان بعضها مكرراً وليكن 
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 فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية هو:
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وإذا كان 
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 فإن الحل العام للمعادلة (3.4) هو:
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وهكذا … .
3) إذا كان بين جذور المعادلة المميزة جذراً عقدياً غير مكررٍ وليكن مثلاً 
[image: image53.wmf]b

a

i

k

+

=

1

 وباقي الجذور حقيقية متباينة فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية هو:
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أما إذا كان الجذر العقدي مكرراً فنستفيد من الحالة الثانية.
4) إذا كان بين جذور المعادلة المميزة جذوراً عقدية مترافقة ولم تكن مكررة وليكن مثلاً 
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 وباقي الجذور حقيقية متباينة فإن الحل العام للمعادلة للمعادلة التفاضلية هو:
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أما إذا كانت الجذور العقدية مكررة فنستفيد من الحالة الثانية.
مثال (5-2-1): ليكن 
[image: image57.wmf]0

k

 جذراً مكرراً 
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 مرة للمعادلة المميزة 
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 للمعادلة التفاضلية العادية الخطية المتجانسة ذات الأمثال الثابتة 
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، برهن أن التوابع 
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 حلول مستقلة خطياً لهذه المعادلة وذلك من أجل 
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الحل: باشتقاق المطابقة التالية 
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 مرة بالنسبة لـ
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نحصل (بالاستفادة من علاقة ليبنتز للمشتق النوني لجداء تابعين) على:
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وبالتالي:
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وبما أن 
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 جذراً مكرراً 
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 مرة لكثيرة الحدود المميزة 
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ومنه:
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أي أن التوابع 
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 تشكل حلولاً للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة 
[image: image74.wmf]0

)

(

=

y

L

. وهي مستقلة خطياً لأن النسبة 
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مثال (5-2-2): ليكن 
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 جذران لكثيرة الحدود المميزة 
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 للمعادلة التفاضلية العادية الخطية المتجانسة ذات الأمثال الثابتة 
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، برهن أن:
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حل للمعادلة 
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 حيث أن 
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الحل: بما أن 
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 جذران متباينان للمعادلة المميزة فإن التابع 
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 حلان مختلفان للمعادلة 
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. لذا فإن التابع:
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حل ثانٍ لها أيضاً حيث أن 
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يكتب الحل الناتج بالاعتماد على علاقة أولر كما يلي:
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حيث أن 
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مثال (5-2-3): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة لهذه المعادلة هي 
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مثال (5-2-4): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة لهذه المعادلة هي 
[image: image100.wmf]0
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. وبالتالي الحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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مثال (5-2-5): عيِّن الحل العام للمعادلة التالية:
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الحل: المعادلة المميزة لهذه المعادلة هي 
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، وبالتالي الحل العام للمعادلة المعطاة هو:


[image: image107.wmf]t

c

t

c

c

s

3

sin

3

cos

3

2

1

+

+

=


مثال (5-2-6): عيِّن الحل العام للمعادلة التالية:
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الحل: المعادلة المميزة لهذه المعادلة هي 
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، لتعيين جذورها نكتبها على الشكل:
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وبالتالي الجذور الأربعة للمعادلة المميزة هي:
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والحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو:
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مثال (5-2-7): عيِّن الحل العام للمعادلة التالية:
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الحل: المعادلة المميزة لهذه المعادلة هي 
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وبما أن 
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أي أن جذور المعادلة المميزة هي:


[image: image119.wmf]2

2

2

2

,

2

2

2

2

,

0

i

i

k

-

-

+

=


وبالتالي:
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5-2-2 المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة
(Non-homogeneous linear diff. equations with constant coefficients)
لتكن لدينا المعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة التالية:

                             (5.5)
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يتألف الحل العام لهذه المعادلة التفاضلية من مجموع حلين الأول 
[image: image122.wmf]h
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 هو الحل العام لمعادلتها المتجانسة ويعين كما بينا في البند السابق، والثاني 
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توجد أكثر من طريقة لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة وأهمها طريقة المؤثر التفاضلي وطريقة الأمثال غير المعينة.
أولاً- طريقة المؤثر التفاضلي (Differential operator method)
إذا كان 
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 متحولاً مستقلاً ورمزنا لعملية الاشتقاق بالنسبة له بـ
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 يسمى مؤثراً تفاضلياً ويكون دخله تابعاً لـ
[image: image127.wmf]x

 (يكتب على يمينه) ويكون خرجه مشتق هذا التابع. أي أن:

[image: image128.wmf]n

n

n

dx

y

d

y

D

dx

y

d

y

D

dx

dy

Dy

=

=

=

,...,

,

2

2

2


إذا كان 
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 تابعين للمتحول المستقل 
[image: image130.wmf]x

 فإن المؤثر التفاضلي يحقق الخواص الأساسية التالية:
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يمكن كتابة المعادلة التفاضلية العادية الخطية غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة من المرتبة 
[image: image132.wmf]n

 بدلالة المؤثر التفاضلي كما يلي:
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بما أن 
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 عامل مشترك بين جميع حدود الطرف الأيسر لهذه المعادلة فإنها تكتب بالشكل التالي:
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أو بالشكل:
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حيث أن 
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 كثيرة حدود من الدرجة 
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 بالنسبة لـ
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، تنتج عن الطرف الأيسر للمعادلة التفاضلية بتبديل كل 
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 وكل مرتبة اشتقاق لـ
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 بقوة لـ
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. أي أنها هي كثيرة الحدود المميزة نفسها للمعادلة التفاضلية المتجانسة بدلالة 
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إذا كان 
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أي أن التابع 
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 حل خاص للمعادلة غير المتجانسة 
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 يحقق المعادلة ولا يحوي ثوابت كيفية. وبذلك تكون قد آلت مسألة تعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة إلى تعيين ناتج تأثير 
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 على الطرف الثاني للمعادلة 
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ملاحظة (5-2-1): يجب الأخذ بعين الاعتبار أن 
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 ليس تابعاً بل مؤثر يؤثر على تابع، لذا لا يجوز كتابة 
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مبرهنة (5-2-1): من أجل أي تابع 
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برهان: تنتج العلاقة الأولى من العلاقة الثانية بوضع 
[image: image160.wmf]0
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، ولنبرهن صحة العلاقة الثانية: 

بفرض أن ناتج تأثير 
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بالتأثير على الطرفين بـ
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بما أن ناتج تأثير 
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 على تابع للمتحول 
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 هو مشتق هذا التابع بالنسبة لـ
[image: image169.wmf]x

 فإن:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى حلها هو:
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وبالتالي:
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وهو المطلوب.

ملاحظة (5-2-2): لإيجاد التكامل 
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حيث أن 
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 كثيرة حدود أخرى من الدرجة 
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 نفسها) أمثالها غير معينة، تتعين باشتقاق الطرفين والمطابقة.
مثال (5-2-8): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة من هذه المعادلة هي المعادلة الجبرية 
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لتعيين حل خاص 
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 للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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والحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو:
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ملاحظة (5-2-3): قد تختلف النتيجة بتبديل مواضع مضاريب 
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فمثلاً بكتابة 
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لإنجاز التكامل 
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باشتقاق الطرفين بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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وبالتالي:
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أي أن الحل الخاص للمعادلة هو:
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لاحظ أن الفرق بين هذه النتيجة ونتيجة المثال (5-2-8) هو 
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، إلا أن هذا الفرق حل خاص للمعادلة المتجانسة.

ملاحظة (5-2-4): يمكن تفريق الكسور قبل تطبيق المبرهنة (5-2-1).

مثال (5-2-9): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وبالتالي الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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، تعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة يتم إما بتطبيق المبرهنة السابقة مرتين متتاليتين:


[image: image204.wmf]x

x

x

x

x

x

x

p

e

D

dx

e

e

D

dx

e

e

e

D

e

D

D

y

3

2

3

2

2

3

1

1

1

1

1

1

)

2

)(

1

(

1

-

=

-

=

-

=

-

-

=

ò

ò

-



[image: image205.wmf]2

3

3

x

x

x

x

e

dx

e

e

e

=

=

ò

-


أو بتفريق الكسر أولاً ثم تطبيق المبرهنة، حيث أن:
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وبالتالي:
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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بعض الحالات الخاصة

نبين فيما يلي بعض حالات تعيين حل خاص 
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 للمعادلة التفاضلية العادية الخطية 
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فإن:
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بالتأثير على الطرفين بـ
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وبالتالي:

                          (5.6)
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أما إذا كان 
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وبالتالي:
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وبما أن:
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فإن:

         (5.7)
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بشكل عام، إذا كان 
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فإن:
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وبما أن:
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فإن:

 (5.8)                
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مثال (5-2-10): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:


[image: image232.wmf]x

e

y

y

y

=

+

¢

+

¢

¢

2


الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسـة هي 
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، وجذرها المضاعف هو 
[image: image234.wmf]1

-

=

k

. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:


[image: image235.wmf]x

h

e

x

c

c

y

-

+

=

)

(

2

1


لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة نكتب المعادلة بالشكل:
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وبالتالي:
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ويكون الحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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مثال (5-2-11): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية المتجانسة هي 
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، لهذه المعادلة جذر مضاعف هو 
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، والحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة نكتب المعادلة بالشكل:
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لذلك يُعيَّن حل خاص للمعادلة كما يلي:
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وبحسب العلاقة (5.8) وبملاحظة أن 
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وبحسب العلاقة (5.6) لدينا:
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فإن الحل الخاص للمعادلة المعطاة هو:
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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مثال (5-2-12): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب هذه المعادلة بدلالة المؤثر التفاضلي كما يلي:
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أي أن:
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والمعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وبملاحظة أن 
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ويكون الحل العام للمعادلة المفروضة هو:
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الحالة الثانية: 
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وبشكل عام:
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وبما أن 
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وبالتأثير على طرفي هذه المعادلة بـ
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ومنه:
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وبالتالي:

 (5.9)     
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وإذا كان 
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ومنه:

    (5.10)
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بشكل مشابه نجد أن:
     (5.11) 
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وإذا كان 
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وكذلك إذا كان 
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 (5.14)      
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وهكذا….
مثال (5-2-13): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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التي تتألف جذورها من 
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:


[image: image289.wmf]x

x

x

h

e

c

e

c

e

c

y

2

3

2

2

3

1

+

+

=

-

-


لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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والحل العام للمعادلة المفروضة هو:
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مثال (5-2-14): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وبالتالي فإن حلولها هي:
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ومنه:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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وبالتالي:
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وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة.

مثال (5-2-15): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة نلاحظ أن الطرف الأيمن في المعادلة المفروضة عبارة عن جداء تابعين مثلثيين، لذا نستخدم الدساتير المثلثية لتحويل الجداء إلى مجموع:


[image: image303.wmf]x

x

x

x

2

sin

4

sin

3

cos

sin

2

-

=


وبالتالي:
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بما أن:
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فإن:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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الحالة الثالثة: 
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إذا قسمنا الواحد على 
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ملاحظة (5-2-5): عند إنجاز عملية التقسيم نكتب 
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ملاحظة (5-2-6): عملية تقسيم الواحد على 
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 وفق سلسلة ماكلوران.
مثال (5-2-18): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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بتقسيم الواحد على 
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والحل العام للمعادلة المفروضة يكون:
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مثال (5-2-16): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي 
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 ولذلك فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة نكتب المعادلة بالشكل:
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وبالتالي:
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بما أن:
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فإن:


[image: image344.wmf]8

1

4

16

4

1

4

1

2

2

2

2

2

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

+

x

x

D

x

D


وإن:
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أي أن:
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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مثال (5-2-17): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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، وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو:
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أو بالشكل:
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مثال (5-2-18): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة من هذه المعادلة هي 
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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الحالة الرابعة: 
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فإن:
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بوضع 
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ومنه:

 (5.16)                                
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وبتعويض 
[image: image375.wmf]v

 من (5.16) في (5.15) نحصل على:


[image: image376.wmf]g

e

g

D

F

e

D

F

x

x

a

a

a

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

)

(

1

)

(


وبالتأثير على الطرفين بـ
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وتكتب العلاقة الأخيرة بالشكل الآتي:
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مثال (5-2-19): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي 
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 ، لذا فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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مثال (5-2-20): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية 
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الحل: الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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لكن:
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بالمثل:
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وبالتالي:
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الحل العام للمعادلة هو:
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نلخص النتائج السابقة لتعيين حل خاص للمعادلة التفاضلية العادية الخطية ذات الأمثال الثابتة 
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حيث أن 
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ثانياً- طريقة الأمثال غير المعينة (Undefined coefficients method) 
وفقاً لهذه الطريقة نبحث عن حل خاص للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة 
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حيث أن 
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مثال (5-2-21): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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لتعيين حل خاص في كل حالة من حالات 
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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3) بما أن 
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 وأن العدد /-3/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:

[image: image482.wmf])

3

(

45

1

9

27

2

i

i

a

-

-

=

+

-

=


أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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4) بما أن 
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 وأن العدد /2i/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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5) بما أن 
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 وأن العدد /2-5i/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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6) بما أن 
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 وأن العدد /3/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفيين نجد أن:
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وبالتالي:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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7) بما أن 
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 وأن العدد /i/ جذر بسيط للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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بحل هذه الجملة بالنسبة لـ 
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 و 
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 نجد أن:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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مثال (5-2-22): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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حيث أن:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي 
[image: image526.wmf]0

2

3

=

-

l

l

 وجذورها هي 
[image: image527.wmf]1

,

0

3

2

1

=

=

=

l

l

l

.

وبالتالي:
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لتعيين حل خاص في كل حالة من حالات 
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 جذر للمعادلة المميزة مكرر مرتين فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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2) بما أن 
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 جذر للمعادلة المميزة مكرر مرتين فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:


[image: image539.wmf]2

3

4

2

2

)

(

cx

bx

ax

c

bx

ax

x

y

p

+

+

=

+

+

=


بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفيين نجد أن:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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3) بما أن 
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 وأن العدد /-3/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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4) بما أن 
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 وأن العدد /1/ جذر بسيط للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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وبالتالي:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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5) بما أن 
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 وأن العدد /2i/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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وبالتالي:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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6) بما أن 
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 وأن العدد /2i/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:


[image: image572.wmf]î

í

ì

=

-

=

+

5

8

4

0

4

8

b

a

b

a


وبالتالي:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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7) بما أن 
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 وأن العدد /2i/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة تقبل حلاً خاصاً من الشكل:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين الطرفين نجد أن:
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وبالتالي:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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8) بما أن 
[image: image584.wmf]x

x

x

x

f

2

cos

5

2

sin

3

)

(

+

=

 وأن العدد /2i/ ليس جذراً للمعادلة المميزة فإن المعادلة غير المتجانسة حلاً خاصاً خاص من الشكل: 


[image: image585.wmf]x

d

cx

x

b

ax

y

p

2

sin

)

(

2

cos

)

(

+

+

+

=


بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بالمطابقة بين طرفي المطابقة نجد أن:


[image: image588.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

=

-

=

+

-

+

=

-

-

+

-

0

4

8

5

8

4

3

4

12

8

4

0

8

4

4

12

c

a

c

a

d

c

b

a

d

c

b

a


وبالتالي:
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أي أن:
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حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وحلها العام هو:
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ثالثاً- طريقة تحويل الثوابت (طريقة لاغرانج)

(The method of variation of constant – Lagrange's method)
سنبين أنه يمكن إيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة (5.3) بمعرفة الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة الموافقة.


بفرض أن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:

                            (5.17)
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حيث أن 
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 هي الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة.

سنبحث عن حل خاص للمعادلة التفاضلية غير المتجانسة بحيث يكون له نفس شكل الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة الموافقة. من أجل ذلك نتبع الخطوات التالية:

أ) نعتبر الثوابت الكيفية 
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 في العلاقة (5.17) أنها توابع للمتحول المستقل 
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 قابلة للاشتقاق. أي نفرض أن:
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ب) نبحث عن حل خاص للمعادلة غير المتجانسة بالشكل:
                                  (5.18)
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حيث أن 
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 توابع مجهولة، يلزم تعيينها،
جـ) بما أنه يلزمنا لتعيين 
[image: image599.wmf]n

 مجهول (هي 
[image: image600.wmf]n

i

x

c

i

,...,

2

,

1

;

)

(

=

) 
[image: image601.wmf]n

 معادلة (أو شرط) تربط هذه المجاهيل بعضها ببعض، أحد هذه الشروط هو أن تكون المعادلة غير المتجانسة (5.3) محققة، والشروط الآخرى (التي عددها 
[image: image602.wmf]1

-

n

) كيفية؛ نوجد مشتقات التابع 
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 المعطى بالعلاقة (5.18) حتى المرتبة 
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 وفي كل مرة نضع مجموعة الحدود التي تحتوي على 
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 مساوية للصفر، فنحصل على:

                (5.19) 
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ثم نوجد المشتق من المرتبة 
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بالتعويض في المعادلة (5.3) والاستفادة من حقيقة أن التوابع 
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 هي حلول للمعادلة المتجانسة نحصل على المعادلة:
                                       (5.20)
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د) نشكل من المعادلات (5.19) والمعادلة (5.20) جملة معادلات جبرية خطية غير متجانسة بالنسبة للتوابع 
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 بالشكل:

           (5.21)
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إن محدد أمثال هذه الجملة هو المحدد التابعي للحلول الأساسية 
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 المستقلة خطياً وبالتالي فهو مغايرٌ للصفر (لماذا؟) وهذا يعني أن للجملة حل وحيد.

هـ) بحل الجملة (5.21) نحصل على قيم وحيدة لكل مجهول من المجاهيل 
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 من الشكل:

                                (5.22)
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بمكاملة العلاقات (5.22) وإهمال الثوابت الكيفية (لماذا؟) نجد:

                                (5.23)
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و) بالتعويض عن 
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 بما تساويه في الحل (5.18) نحصل على حل خاص للمعادلة غير المتجانسة هو:
                        (5.24)
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ويكون الحل العام للمعادلة غير المتجانسة مجموع الحلين (5.17) و (5.24).
مثال (5-2-23): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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التي جذورها 
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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ولإيجاد حل خاص بطريقة تحويل الثوابت نحل جملة المعادلات الجبرية التالية بالنسبة للمجاهيل 
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بحل هذه الجملة نحصل على:


[image: image627.wmf]x

x

x

c

x

x

x

c

x

e

c

x

2

cos

10

1

2

sin

2

cos

5

1

2

cos

5

1

2

sin

2

cos

10

1

2

cos

5

1

2

3

2

2

1

-

-

=

¢

-

=

¢

=

¢

-


بالمكاملة نجد:
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x

x

c

20

1

4

sin

80

1

2

sin

20

1

2

3

-

-

-

=


بالتعويض في عبارة الحل العام للمعادلة المتجانسة نحصل على حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وهو:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو:


[image: image631.wmf]x

x

c

x

x

c

e

c

y

y

y

x

p

h

2

sin

100

3

20

2

cos

25

1

10

3

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

+

=


مثال (5-2-24): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:


[image: image633.wmf]0

3

3

2

3

=

-

-

+

k

k

k


التي جذورها 
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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ولإيجاد حل خاص بطريقة تحويل الثوابت نحل جملة المعادلات الجبرية التالية بالنسبة للمجاهيل 
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بحل هذه الجملة نحصل على:
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بمكاملة العلاقات الأخيرة نجد:
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بالتعويض في علاقة الحل العام للمعادلة المتجانسة نحصل على حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وهو:
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ويكون الحل العام للمعادلة المفروضة هو:
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5-3 معادلات تفاضلية خطية عادية من المرتبة الثانية ذات أمثال متحولة

(Second order linear ordinary diff. eq. with variable coefficients)
لتعيين الحل العام لمعادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية ذات أمثال متحولة سندرس فقط الحالة التي يكون للمعادلة التفاضلية حل أول معلوم أو يعيَّن بالتجريب.
لتكن لدينا المعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة من المرتبة الثانية ذات الأمثال المتحولة:

                                (5.25) 
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فمعادلتها المتجانسة هي:

 (5.26)                              
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مبرهنة(5-3-1): إذا كان 
[image: image646.wmf])
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 حلاً للمعادلة (5.26) فإن الحل الآخر 
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[image: image648.wmf])

(

1

x

y

 يعيَّن من العلاقة التالية:

 (5.27)                          
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وحلها العام هو 
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برهان: بوضع 
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المعادلة التفاضلية الناتجة:
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هي من المرتبة الأولى ومنفصلة المتحولين:
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ولتعيين حلها العام لدينا:
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وبالتالي:
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ومنه:


[image: image657.wmf]ò

ò

=

-

dx

y

e

y

y

dx

x

p

2

1

)

(

1


هو الحل الخاص الثاني 
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 للمعادلة (5.26) وهو مستقل خطياً عن الحل الخاص الأول 
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مبرهنة (5-3-2): إذا وضعنا 
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 الذي يسمى محدد رونسكي (Wronskian) حيث أن 
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 حلان مستقلان خطياً للمعادلة (5.26) فإن الحل العام للمعادلة (5.25) هو:
 (5.28)                      
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حيث أن 
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 هو الحل العام للمعادلة (5.26) و
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 حلاً خاصاً للمعادلة (5.25) يعين من العلاقة:
             (5.29) 
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برهان: بفرض أن 
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 حلان مستقلين خطياً للمعادلة (5.26) ولنبحث عن حل خاص 
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                                       (5.30)
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حيث أن 
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بما أنه لتعيين مجهولين يلزمنا معادلتان (أو شرطان) تربطان هذين المجهولين، أحد هذين الشرطين هو أن تكون المعادلة (5.25) محققة والشرط الآخر اختياري.

وباشتقاق طرفي العلاقة (5.30) بالنسبة لـ
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 نجد أن:


[image: image674.wmf](

)

(

)

2

2

1

1

2

2

1

1

y

k

y

k

y

k

y

k

y

p

¢

+

¢

+

¢

+

¢

=

¢


بفرض أن (المعادلة الأولى):
                                (5.31)
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فإن:
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بالتعويض في المعادلة (5.25) نحصل على:
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أي أن:

                                     (5.32)
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وهي المعادلة الثانية.

بحل جملة المعادلتين (5.31) و (5.32) بالنسبة لـ
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هو محدد رونسكي وهو مختلف عن الصفر لأن التابعين 
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 مستقلان خطياً وبالتالي:

                         (5.33)
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من العلاقات (5.33) نجد أن:

                                     (5.34)
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وبالتعويض في العلاقة (5.30) نجد أن المعادلة (5.25) تقبل التابع المعطى بالعلاقة (5.29) حلاً خاصاً لها.

مثال (5-3-1): تأكد أن 
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وعيِّن حلها العام وكذلك الحل العام للمعادلة:
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الحل: بما أن 
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أي أن 
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[image: image694.wmf]x

x

y

=

)

(

1

.

لتعيين 
[image: image695.wmf])

(

2

x

y

 نكتب المعادلة المعطاة على شكل المعادلة (5.26) أي نقسم طرفيها على 
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وبما أن 
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وبالتالي الحل العام للمعادلة 
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ولتعيين الحل العام للمعادلة غير المتجانسة 
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بما أن:
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فإن 
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 يُعيَّن من العلاقة (5.29) كما يلي:
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والحل العام للمعادلة 
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مثال (5-3-2): تحقق أن 
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 حل خاص للمعادلة التفاضلية التالية:
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وعيِّن حلها العام والحل الخاص المحقق للشرطين الإضافيين 
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أي أن 
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 حل للمعادلة. لتعيين الحل العام لهذه المعادلة نعين الحل الخاص الثاني 
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وبالتالي:
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ومنه الحل العام للمعادلة هو:
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لتعيين الحل الخاص المحقق للشرطين الإضافيين لدينا:
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أي أن الحل الخاص المطلوب هو 
[image: image725.wmf]x

e

x

y

+

=

.

ملاحظة (5-3-1): المعادلة التفاضلية 
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 عددان ثابتان) تسمى معادلة أولر وترد إلى معادلة ذات أمثال ثابتة بوضع 
[image: image728.wmf]z

e

x

=

 وبالتالي:


[image: image729.wmf]dz

dy

x

dx

dz

dz

dy

dx

dy

1

=

×

=



[image: image730.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

dz

dy

dz

y

d

x

dx

dz

dz

dy

x

dz

d

dx

dz

dx

dy

dz

d

dx

dy

dx

d

dx

y

d

2

2

2

2

2

1

1


مثال (5-3-3): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:
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الحل: نضع 
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وهذه معادلة تفاضلية خطية ذات أمثال ثابتة وغير متجانسة، حلها العام (تحقق!) هو:
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بالانتقال من 
[image: image737.wmf]z

 إلى 
[image: image738.wmf]x

 نحصل على الحل العام للمعادلة المعطاة (ما هو؟).
ملاحظة (5-3-2): الشكل العام لمعادلة أولر التفاضلية من المرتبة 
[image: image739.wmf])
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وترد إلى معادلة ذات أمثال ثابتة بوضع 
[image: image741.wmf]z
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.
مثال (5-3-4): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هذه المعادلة هي معادلة أولر، لحلها نردها إلى معادلة تفاضلية ذات أمثال ثابتة وذلك بوضع 
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 فنحصل على:
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بالتعويض في المعادلة المفروضة نحصل على المعادلة:
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وهي معادلة تفاضلية خطية ذات أمثال ثابتة. 

المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة الموافقة لهذه المعادلة هي 
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 وبالتالي 
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 جذر لها مكرر ثلاث مرات، لذا فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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ومنه:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية الأصلية هو:
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بشكل عام، إذا كانت المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية أو أكثر وذات أمثال متحولة وإذا علم حل خاص لها 
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 فيمكن استخدامه في تخفيض مرتبة المعادلة وذلك بوضع 
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 حيث أن 
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 تابع مجهول وتكون المعادلة الناتجة خطية أيضاً.

5-4 تطبيقات هندسية(Engineering applications) 
1- الحركة الاهتزازية الحرة (Free vibrating motion)
بفرض أن كرة كتلتها 
[image: image756.wmf]m

 معلقة بأسفل خيط مطاطي مثبت من الأعلى بنقطة 
[image: image757.wmf]o

، فإذا لم تؤثر على هذه الكرة أي قوة سوى قوة شد الخيط 
[image: image758.wmf]®
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، وكانت كتلة الخيط ومقاومة الهواء مهملتين، فإن قوة الشد المؤثرة على الكرة هي:
                                                 (5.35)
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حيث أن 
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 هي إزاحة الكرة في اللحظة 
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 اعتباراً من وضع السكون أو التوازن و
[image: image762.wmf]k

 ثابت التناسب، أما الإشارة السالبة ناتجة عن كون القوة هي قوة شد للأعلى.
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بتطبيق القانون الأساسي في التحريك (قانون نيوتن الثاني) نجد أن:
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وبما أن كتلة الخيط ومقاومة الهواء مهملين، فإن:
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أو:

                                         (5.36)
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وهي المعادلة التفاضلية للاهتزازات الحرة عند انعدام المقاومة، لحلها نفرض أن 
[image: image766.wmf]m
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 فتصبح المعادلة بالشكل التالي:

                                      (5.37)
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وهذه معادلة تفاضلية خطية متجانسة من المرتبة الثانية ذات أمثال ثابتة، معادلتها المميزة هي:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية هو:


[image: image769.wmf]t

c

t

c

x

w

w

sin

cos

2

1

+

=


[image: image1136.emf]t
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إذا وضعنا 
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 ثابتان كيفيان فإن:
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وهي معادلة اهتزازات توافقية حيث أن 
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2

2

1

c

c

A

+

=

 تمثل السعة و
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 تمثل الطور الابتدائي و 
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 مع العلم أن الدور أو الزمن اللازم لهزة كاملة يساوي 
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 ثانية وترددها 
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 ذبذبة في الثانية.

ويمكن مناقشة مسألة الاهتزازات الحرة لنقطة مادية 
[image: image779.wmf]M

 كتلتها 
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 تتحرك في وسط مقاوم تحت تأثير قوة مركزية جاذبية 
[image: image781.wmf]F

 متناسبة مع بعد النقطة 
[image: image782.wmf]M

 عن مركز الجذب الثابت 
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. إن القوة المؤثرة على هذه النقطة هي:
                               (5.38)
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بإسقاط هذه القوة على المحور 
[image: image785.wmf]ox

 نجد أن:
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حيث أن 
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 ثابت التناسب والإشارة السالبة ناتجة عن كون القوة  جاذبة بتطبيق قانون نيوتن الثاني:
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وبإسقاط هذه العلاقة على المحور 
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أي أن:
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وبالتالي فإن المعادلة التفاضلية للاهتزازات الحرة عند انعدام المقاومة هي:
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والتي وجدنا أن حلها العام:
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مثال (5-4-1): يتدلى نابض عامل إرجاعه 
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 عمودياً بعد تثبيت نهايته العليا، علقت بطرفه الآخر كتلة قدرها 
[image: image795.wmf]kg
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 وبعد أن أصبح في حالة السكون جذبت الكتلة إلى أسفل مسافة قدرها 
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 ثم تركت. ادرس حركة الكتلة وذلك بإهمال وزن النابض ومقاومة الهواء.
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x


m


2


w


o


p


mg


t


mg


w


sin


t


w




.

x m2

o

p

mg

t mg  sin

t

الحل: نأخذ نقطة الأصل عند مركز ثقل الكتلة وهي في حالة السكون ونفرض أن 
[image: image797.wmf]x

 (الموجبة إلى الأسفل) هي الإزاحة عند الزمن 
[image: image798.wmf]t

.

عندما تكون الكتلة ساكنة فإن قوة استعادة النابض تساوي قوة الجاذبية ولكن تخالفها بالاتجاه. وتكون محصلة القوى هي قوة الاستعادة للنابض 
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 الموافقة للإزاحة 
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. وبحسب المعادلة (5.35) فإن المعادلة التفاضلية المعبرة عن هذه الحركة هي:
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التي حلها العام هو:
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لتعيين الثابتين 
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 و 
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، نفاضل طرفي العلاقة الأخيرة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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ومن شروط المسألة لدينا 
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ومنه:
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أي أن هذه الحركة هي حركة توافقية بسيطة زمن دورتها 
[image: image813.wmf]10

2

2

p

w

p

=

=

T

 وترددها 
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 ذبذبة في الثانية وسعتها 
[image: image815.wmf]05
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2- حركة مجموعة مركبة (Motion of the composite system)
إذا كانت كرة معدنية متحركة على قضيب مستقيم مهمل الكتلة، عيِّن حركة الكرة في أثناء دورانه بسرعة زاوية ثابتة قدرها 
[image: image816.wmf]w

 حول نقطة منتصفه 
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 وذلك في كل من الحالتين التاليتين:
(1)  إذا كانت الكرة في حالة سكون عند النقطة 
[image: image818.wmf]o

 عند بدء حركة القضيب،

(2)  إذا كانت الكرة عند بدء حركة القضيب عند النقطة 
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 متحركة بسرعة قدرها 
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 حيث أن 
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 تسارع الجاذبية الأرضية.
الحل: لنفرض أن الكرة واقعة على بعد 
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 من 
[image: image823.wmf]o

 في اللحظة 
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، وهذا يعني أنها واقعة تحت تأثير قوتين الأولى هي الجاذبية الأرضية والثانية هي القوة النابذة المركزية 
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 المؤثرة في اتجاه القضيب وموجهة بحيث تبتعد الكرة عن 
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وبما أن القضيب قد دار بزاوية قدرها 
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 فإن مركبة قوة الجاذبية الأرضية في اتجاه القضيب هي 
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. بذلك نجد بحسب قانون نيوتن الثاني أن:
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[image: image1139.emf]


وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة غير متجانسة، حلها العام هو:

                               (5.39)
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نفاضل العلاقة الأخيرة بالنسبة لـ
[image: image833.wmf]t

 فنحصل على:

                        (5.40)
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(1) إذا كانت الكرة في حالة سكون عند النقطة 
[image: image835.wmf]o

 عند بدء حركة القضيب، فعندما تكون 
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وبالتالي فإن:
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ويكون:
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(2) إذا كانت الكرة عند بدء حركة القضيب عند النقطة 
[image: image843.wmf]o

 متحركة بسرعة قدرها 
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أي أن 
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مثال (5-4-2): تتدلى سلسلة من جهتي بكرة ملساء بطول 
[image: image852.wmf]8

 أمتار من جهة و 
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 متر من الجهة الأخرى. كم هو الزمن اللازم لانزلاق السلسلة من فوق البكرة في الحالتين:

أ) إذا أهمل الاحتكاك،

ب) إذا كان الاحتكاك مساوياً إلى وزن جزء من السلسلة طوله متر واحد.
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الحل: أ) لنفرض أن 
[image: image854.wmf]m

 كتلة السلسلة كاملة وأن 
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 طول الجزء من السلسلة الذي اجتاز البكرة خلال زمن قدره 
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 متر من السلسلة في طرف و
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 متر في الطرف الثاني من البكرة. وبالتالي فإن الزيادة 
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 في أحد الطرفين عن الطرف الآخر تنتج قوة قدرها 
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 نيوتن. وبذلك يكون بحسب قانون نيوتن الثاني:
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أي أن:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية غير متجانسة من المرتبة الثانية، حلها العام:
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باشتقاق طرفي العلاقة الأخيرة بالنسبة للزمن 
[image: image864.wmf]t

 نحصل على:
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وبما أنه عندما يكون 
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أي أن:
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وعندما يكون 
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ب) إذا كان الاحتكاك مساوياً إلى وزن جزء من السلسلة طوله متر واحد فإن المعادلة التفاضلية الموافقة هي:
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أي أن:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية غير متجانسة من المرتبة الثانية، حلها العام:


[image: image876.wmf]2

3

10

2

10

1

-

+

=

-

t

g

e

c

e

c

x

t

g


وباشتقاق طرفي العلاقة الأخيرة بالنسبة للزمن 
[image: image877.wmf]t

 نحصل على:
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وبما أنه عندما يكون 
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أي أن:
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وعندما يكون 
[image: image885.wmf]8
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3- حركة النواس البسيط (Simple pendulum)
يتحرك نواس بسيط (كتلة 
[image: image887.wmf]m

 معلقة بخيط مهمل الكتلة طوله 
[image: image888.wmf]l

 ومثبت من الأعلى في النقطة 
[image: image889.wmf]p

) في المستوي. بفرض أن الزاوية التي يصنها خيط النواس مع الشاقول 
[image: image890.wmf]0
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 في اللحظة 
[image: image891.wmf]t

 تساوي 
[image: image892.wmf]q

، وبفرض أن الاتجاه الموجب عكس دوران عقارب الساعة، فإن 
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 تكون موجبة إذا كان مركز ثقل النواس على يسار 
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 وسالبة إذا كان على يساره. وبالتالي فإن حركة مركز ثقل النواس ستكون على محيط دائرة مركزها 
[image: image895.wmf]p

 ونصف قطرها 
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. إن القوة المؤثرة الوحيد هي قوة الجاذبية 
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 وإن مركبة هذه القوة في اتجاه مماس الدائرة هي 
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 فإن 
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 ويكون التسارع في اتجاه هذا القوس هو:
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[image: image902.wmf]2

2

2

2

dt

d

l

dt

s

d

q

=


وبإسقاط قانون نيوتن الثاني على مماس المسار الدائري 
[image: image903.wmf]T

 نجد أن:
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وهي المعادلة التفاضلية للحركة حيث أن 
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 هي قوة إرجاع ثقل النواس إلى وضع التوازن. 

ومنه فإن:
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وهذه معادلة تفاضلية غير خطية من المرتبة الثانية، يمكن حلها من أجل التذبذبات الصغيرة. فإذا كانت الزاوية 
[image: image907.wmf]q

 صغيرة فإنه يمكن الأخذ بالتقريب المعرف 
[image: image908.wmf]q

q

»

sin

 وبالتالي تصبح معادلة الحركة كما يلي:
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وهي المعادلة التفاضلية للحركة النوسية البسيطة وحلها العام هو:
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حيث أن 
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وبالاعتماد على أن 
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تكون السرعة الزاوية 
[image: image917.wmf]w

 موجبة إذا كان مركز ثقل النواس متحركاً بعكس دوران عقاب الساعة وسالبة إذا كان متحركاً باتجاه عقارب الساعة.
وإذا أزيح النواس البسيط بمقدار 
[image: image918.wmf]0
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 بالراديان عن وضع التوازن 
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 والمقدرة بـ 
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احسب الطور الابتدائي 
[image: image926.wmf]j

 والدور 
[image: image927.wmf]T

 للنواس البسيط.
4- الاهتزازات الحرة المتخامدة (Free damped motion)
سندرس في هذه الفقرة الحركات الاهتزازية الحرة مع وجود مقاومة متناسبة مع السرعة.
إن مقاومة الوسط تؤثر على الذبذبات الحرة بقوة 
[image: image928.wmf]R

 متناسبة مع السرعة 
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 معامل مقاومة الوسط وإشارة السالب دلالة على أن جهة القوة 
[image: image932.wmf]R

 متجهة بعكس اتجاه السرعة 
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.
بفرض أنه تؤثر على نقطة مادية 
[image: image934.wmf]M

 كتلتها 
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 تتحرك في وسط مقاوم تحت تأثير قوة مركزية جاذبة 
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 (متناسبة مع بعد النقطة 
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 عن مركز الجذب الثابت 
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) وقوة مقاومة الوسط 
[image: image939.wmf]R

، عندئذٍ وبتطبيق قانون نيوتن الثاني (وبإسقاطه على المحور 
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وإذا وضعنا 
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 نحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية تصف الذبذبات الحرة مع وجود مقاومة وسط متناسبة مع السرعة، وهي معادلة تفاضلية خطية متجانسة من المرتبة الثانية، معادلتها المميزة هي:
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وجذراها هما:


[image: image947.wmf]2

2

2

,

1

b

a

a

l

-

±

-

=


سندرس الحالة التي تكون فيها 
[image: image948.wmf]b
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، أي عندما تكون المقاومة صغيرة مقارنة مع القوة المرجعة. فإذا رمزنا بـ 
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أي أن للمعادلة جذرين عقديين والحل العام للمعادلة التفاضلية هو:
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وبوضع 
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 و 
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 ثابتان كيفيان، فإن الحل السابق يكتب بالشكل:
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المعادلة الأخيرة تعتبر عن قانون الحركة للذبذبات المتخامدة.
بما أن معامل الخمود 
[image: image957.wmf]t
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 يتناقص مع زيادة الزمن 
[image: image958.wmf]t

 فإن سعة كل ذبذبة تكون أصغر من سعة سابقتها ويكون التردد هو 
[image: image959.wmf]p
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 ذبذبة في الثانية.
مثال (5-4-3): يتدلى نابض عامل إرجاعه 
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 عمودياً بعد أن ثبتت نهايته العليا. علقت كتلة قدرها 
[image: image961.wmf]kg
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 في طرفه الحر، وبعد أن أصبح في حالة السكون، جذبت الكتلة إلى الأسفل مسافة قدرها 
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 ثم تركت. ادرس حركة الكتلة وذلك في وسط مقاومته تساوي (مقدرة بالنيوتن):
أ) 
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 مقدرة بالمتر في الثانية.

الحل: أ) من قانون نيوتن الثاني لدينا:
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أي أن:
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المعادلة المميزة لهذه المعادلة التفاضلية هي:
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وجذراها هما:
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ومنه فإن الحل العام هو:
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نفاضل بالنسبة للزمن 
[image: image972.wmf]t

 فنحصل على:
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عندما يكون 
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وبالتالي:
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ويكون:
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هذه المعادلة تمثل حركة متخامدة ترددها 
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 ذبذبة في الثانية وسعتها:


[image: image981.wmf]2

2

0179

.

0

2

2

2

1

0179

.

0

)

000895

.

0

(

)

05

.

0

(

+

=

+

=

-

-

t

t

e

c

c

e

A


نلاحظ أن سعة الاهتزاز تتناقص في كل مرة عن سابقتها وذلك نتيجة لمعامل التخامد 
[image: image982.wmf]t
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 يكون هذا المعامل مساوياً للواحد ويصبح 
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 ثانية ويصبح 
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 ثانية.

ب) بالتعويض في قانون نيوتن الثاني من أجل 
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 نحصل على المعادلة التفاضلية التالي:
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أي أن:
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بحل هذه المعادلة التفاضلية نحصل على:
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نفاضل العلاقة الأخيرة بالنسبة لـ
[image: image992.wmf]t

 فنحصل على:
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عندما 
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بحل جملة المعادلتين الأخيرتين نحصل على 
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وهذه الحركة غير اهتزازية فالكتلة تتحرك بعد إزاحتها الابتدائية ببطء مع الزمن حتى تعود إلى وضع التوازن.

تمارين محلولة
1) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وجذورها هي 
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. وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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ومنه:
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2) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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e

y

y

y

y

3

6

5

2

=

+

¢

-

¢

¢

-

¢

¢

¢


الحل: الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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وبما أن العدد 
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 جذر للمعادلة المميزة فلتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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ومنه:
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3) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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ومنه:
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4) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وبالتالي فإن حلولها هي:
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ومنه:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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وبالتالي:
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وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة.

5) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هي:
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وحلاها هما:
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ومنه:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا:
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وبالتالي:
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وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة.

6) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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 هو حل خاص لها:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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وبالتالي للمعادلة حل خاص ثانٍ هو:
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والحل العام للمعادلة هو:
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7) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
[image: image1039.wmf]2
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فيكون الحل الخاص الثاني للمعادلة المتجانسة هو:
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والحل العام للمعادلة المتجانسة هو:
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة نحسب محدد رونسكي:
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وبالتالي:
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والحل العام للمعادلة التفاضلية الأصلية هو:
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8) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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 هو حل خاص لها:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
[image: image1048.wmf]2
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وبالتالي للمعادلة حل خاص ثانٍ هو:
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والحل العام للمعادلة هو:
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9) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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 هو حل خاص لها:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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وبالتالي للمعادلة حل خاص ثانٍ هو:
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والحل العام للمعادلة هو:
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10) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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y

ln

1

=

 هو حل خاص لها:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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وبالتالي للمعادلة حل خاص ثانٍ هو:
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[image: image1063.wmf](
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والحل العام للمعادلة هو:
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11) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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 هو حل خاص لها:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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وبالتالي للمعادلة حل خاص ثانٍ هو:
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[image: image1070.wmf])
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والحل العام للمعادلة هو:
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12) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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 هو حل خاص لها:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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وبالتالي للمعادلة حل خاص ثانٍ هو:
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حيث:
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وبالتالي:
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ومنه:
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والحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو:
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13) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هذه المعادلة التفاضلية هي معادلة كوشي – أولر، لردها إلى معادلة تفاضلية بأمثال ثابتة نضع 
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا: 
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وبالتالي العام بالنسبة للمتحول 
[image: image1087.wmf]t

 هو:
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بالانتقال إلى المتحول 
[image: image1089.wmf]x

 نجد أن:
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14) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هذه المعادلة التفاضلية هي معادلة كوشي – أولر، لردها إلى معادلة تفاضلية بأمثال ثابتة نضع 
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، وبالتالي:
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا: 
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وبالتالي العام بالنسبة للمتحول 
[image: image1098.wmf]t

 هو:
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بالانتقال إلى المتحول 
[image: image1100.wmf]x

 نجد أن:
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15) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هذه المعادلة التفاضلية هي معادلة كوشي – أولر، لردها إلى معادلة تفاضلية بأمثال ثابتة نضع 
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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لتعيين حل خاص للمعادلة غير المتجانسة لدينا: 
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وبالتالي العام بالنسبة للمتحول 
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 هو:
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بالانتقال إلى المتحول 
[image: image1110.wmf]x

 نجد أن:
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تمارين غير محلولة
عيِّن الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية التالية:
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 علماً أن 
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