الفصل الثاني
المعادلات التفاضلية العادية من المرتبة الأولى 
المحلولة بالنسبة للمشتق
First Order Ordinary Differential Equations
Solvable to the Derivative

سندرس في هذا الفصل بعض المعادلات التفاضلية العادية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى المحلولة بالنسبة للمشتق.
الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى هو:
 (2.1)                                     
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حيث أن 
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. فإذا كانت هذه المعادلة محلوله بالنسبة لـ
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 فإنها تكتب على الشكل:

(2.2)                                        
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وتدعى معادلة تفاضلية عادية محلولة بالنسبة للمشتق ويكون حلها العام تابعاً صريحاً من الشكل 
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 أو تابعاً صريحاً من الشكل 
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 أو تابعاً ضمنياً من الشكل 
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2-1 المعادلة المنفصلة المتحولين (Equation with separable variables)
لتكن لدينا المعادلة المحلولة للمشتق (2.2)، تكتب هذه المعادلة بالشكل التفاضلي:
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أو بالشكل:

(2.3)                                        
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بضرب طرفي المعادلة (2.3) بتابع مناسب 
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 تصبح:
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إذا وضعنا 
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 نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:

(2.4)                           
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فإذا كان 
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 تابعاً لـ
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 فقط وكان 
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 تابعاً لـ
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 فقط فإن المعادلة (2.4) تصبح من الشكل:

(2.5)                             
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وتسمى معادلة منفصلة المتحولين، نحصل على حلها العام بالمكاملة المباشرة:
(2.6)                             
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حيث أن 
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 ثابت كيفي.

وإذا كان كلاً من التابعين 
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 مؤلفاً من جداء مضروبين أحدهما تابع لـ
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 فقط والآخر تابع لـ
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 فقط تصبح المعادلة (2.4) من الشكل:
(2.7)                     
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فإذا كان 
[image: image26.wmf]0

)

(

)

(

1

2

¹

y

g

x

f

 نقسم طرفي المعادلة (2.7) على 
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 فنحصل على المعادلة المنفصلة المتحولين التالية:
(2.8)                           
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وحلها العام هو:
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حيث أن 
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 ثابت كيفي.

ملاحظة (2-1-1): عند تقسيم طرفي المعادلة (2.7) على 
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 للحصول على المعادلة (2.8) قد يتم فقدان حلول للمعادلة التفاضلية هي حلول المعادلتين 
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 والتي تسمى الحلول الضائعة للمعادلة التفاضلية.

مثال (2-1-1): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية:
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الحل: تكتب المعادلة على الشكل:
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وهذا يعني أنها منفصلة المتحولين (لماذا ؟). إذا كان 
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 نقسيم طرفي المعادلة على 
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 فنحصل على:
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بمكاملة الطرفين والترتيب نحصل على الحل العام للمعادلة وهو:
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حيث أن 
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 ثابت كيفي.
وإذا كان 
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 بصفر في المعادلة نجد أنها تتحقق، أي أن 
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 حل للمعادلة، وهو حل شاذ لأنه لا ينتج عن الحل العام بإعطاء الثابت الكيفي 
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 قيمة عددية محددة.
2-1-2 بعض المعادلات التي ترد إلى منفصلة المتحولين

(Reducible to equation with separable variables)
توجد بعض المعادلات التفاضلية العادية التي تُرَد إلى منفصلة المتحولين وذلك بإدخال متغيِّر جديد. لتوضيح ذلك نعالج الحالات التالية:

1) أي معادلة من الشكل:

                                       (2.9)
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تُرد إلى معادلة منفصلة المتحولين إذا غيرنا التابع وحافظنا على المتحول وذلك بوضع:
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فيكون:


[image: image47.wmf]y

b

a

z

¢

+

=

¢


ومنه:


[image: image48.wmf]b

a

z

y

-

¢

=

¢


بالتعويض في المعادلة (2.9) نحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين.
مثال (2-1-2): حل المعادلة التفاضلية التالية بردها إلى منفصلة المتحولين:
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الحل: تكتب المعادلة المعطاة على الشكل:
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أي لها نفس شكل المعادلة:
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ولذلك نضع:
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فيكون:
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وبالتالي:
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وبالتالي:
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2) أي معادلة تفاضلية عادية من الشكل:

                       (2.10)
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تُرَد إلى منفصلة المتحولين بوضع 
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بالتعويض في المعادلة (2.10) والإصلاح نحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين.
مثال (2-1-3): حل المعادلة التفاضلية:
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الحل: تكتب هذه المعادلة على الشكل:
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وهذا يعني أنها تُرَد إلى معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين بوضع:
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وبالتالي:
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أي أن:
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والمعادلة تصبح:
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وهذه تكتب على الشكل:
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أو الشكل:
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وإذا وضعنا 
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أي أن:
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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وبالتالي:


[image: image75.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

cx

x

x

x

z

y

cx

z

ln

2

3

tan

1

2

3

2

1

ln

2

3

tan

2

3

2

1


2-2 المعادلة التفاضلية المتجانسة (Homogeneous differential equation)
تعريف (2-2-1): نقول عن التابع 
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[image: image80.wmf]x

 بـ
[image: image81.wmf]x

l

 وكل 
[image: image82.wmf]y

 بـ
[image: image83.wmf]y

l

 تحققت المطابقة:
                                   (2.11)
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حيث أن 
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 ثابت اختياري.

مثال (2-2-1): التابع 
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 متجانس من الدرجة 
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 (لماذا؟) والتابع 
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 متجانس من الدرجة 
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 (لماذا؟)، والتابع 
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 متجانس من الدرجة 
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مبرهنة (2-2-1): إذا كان التابع 
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 متجانساً من الدرجة 
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 فإنه يمكن أن يكتب بالشكل:

                                   (2.12)
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برهان: بما أن التابع 
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 متجانس من الدرجة 
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 فإنه يحقق المطابقة (2.11)، بوضع 
[image: image97.wmf]x

1

=

l

 نجد أن المطابقة (2.11) تأخذ الشكل:
                             (2.13)
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أو:
                             (2.14)
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وبوضع 
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 يتحقق المطلوب.

تعريف (2-2-2): نقول عن المعادلة التفاضلية العادية 
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 أنها متجانسة إذا أمكن كتابتها على الشكل:
                                    (2.15)
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ملاحظة (2-2-1): إذا كانت المعادلة التفاضلية معطاة بالشكل 
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 وكان كل من 
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 متجانساً من الدرجة 
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 فمن العلاقة (2.14) نجد:
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أي أن المعادلة التفاضلية 
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 تكون متجانسة إذا وفقط إذا كان كل من 
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 متجانساً ومن نفس الدرجة.
ملاحظة (2-2-2): إذا كان كل حد من حدود التابع 
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 عبارة عن قوى صحيحة لـ
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 مضروباً بقوى صحيحة لـ
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 فإن المعادلة التفاضلية 
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 تكون متجانسة إذا كان مجموع القوى في كل حد هو نفسه. فمثلاً المعادلة التفاضلية التالية متجانسة:
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لحل المعادلة التفاضلية المتجانسة (2.15) نضع:
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وبالتالي:
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بالتعويض في المعادلة (2.15).نحصل على:
                                    (2.16)
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بفصل المتحولين نحصل على المعادلة:
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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بتعويض 
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                                      (2.17)
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وهي صيغة الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة (2.15).

أما الحلول الخاصة والحلول الشاذة (الضائعة) للمعادلة فهي موجودة في جذور المعادلة 
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. وذلك لأنه بفصل المتحولات في المعادلة (2.16) يمكن أن نخسر حلولاً من الشكل 
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 وهذا يعني أن حلول المعادلة المتجانسة (2.15):
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هي أنصاف مستقيمات مارة من مبدأ الإحداثيات. قد تكون هذه الحلول محتواة في الحل العام وبذلك تكون حلولاً خاصة وإلا فهي حلول شاذة للمعادلة المتجانسة (2.15). كما يمكن أن يكون نصفا محور التراتيب 
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 حلين شاذين، ولا توجد حلول شاذة أخرى.
مثال (2-2-2): تأكد أن المعادلة التالية متجانسة وعيِّن حلها العام بردها إلى منفصلة المتحولين:
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الحل: إن:
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أي أن المعادلة من الشكل 
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 وهذا يعني أنها معادلة تفاضلية عادية متجانسة، لحلها نضع:
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بالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على:
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وبالتالي:
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2-2-1 المعادلات التفاضلية التي ترد إلى متجانسة
(Reducible to homogenous differential equations)
أي معادلة تفاضلية لها الشكل:
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تُرَد إلى معادلة متجانسة ومن ثم إلى منفصلة المتحولين، لتعيين حلها نميز الحالتين التاليتين:

أ) المستقيمان 
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فنحصل على معادلة لها الشكل:
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لتعيين حلها العام نضع 
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 وهذا يعني أن المعادلة تكتب على الشكل:
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لحل هذه المعادلة نضع 
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مثال (2-2-3): حل المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المستقيم 
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 متقاطعان في النقطة 
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فيكون:
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وبالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على المعادلة الجديدة التالية:
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بتقسيم البسط والمقام على 
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 نحصل على:
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لحل هذه المعادلة المتجانسة نضع 
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بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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وبالتالي:
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مثال (2-2-4): حل المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المستقيم 
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 متوازيان لأن 
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وبالتالي:

[image: image177.wmf]dx

dz

z

dx

dz

z

z

z

z

z

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

+

+

+

+

=

-

¢

)

7

3

(

3

5

3

2

7

3

3

2

3

2

4

1



[image: image178.wmf]c
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ومنه:
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مثال (2-2-5): برهن أن جميع المنحنيات التكاملية للمعادلة التفاضلية التالية:
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تتقاطع مع المستقيم 
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إذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة فإن ظل زاوية تقاطع المنحنيات التكاملية لهذه المعادلة مع المستقيم 
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 نقطة تقاطع أحد المنحنيات للمعادلة 
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 وليكن قياس الزاوية التي يصنعها مماس المنحني التكاملي في النقطة 
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 مع محور الفواصل (القياس يبدأ من القسم الموجب للمحور وبعكس دوران عقارب الساعة) يساوي 
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 وقياس الزاوية التي يصنعها المستقيم 
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 مع محور الفواصل يساوي 
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، الشكل (2-1)
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وبالتالي:
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بما أن النقطة 
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ومنه:
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لنكتب المعادلة المعطاة بالشكل:
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فيكون:
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أي أن:
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يحسب ظل زاوية تقاطع المنحنيات التكاملية للمعادلة المعطاة مع المستقيم 
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وهذا يعني أن 
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 وهو المطلوب.

2-2-2 المعادلات التفاضلية ذات التجانس العام
(General homogeneous differential equations)
تعريف (2-2-3): نقول عن المعادلة التفاضلية:

                         (2.18)
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أنها ذات تجانس عام من الدرجة 
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 إذا استبدلنا كل 
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 ينتج:

    (2.19) 
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بما أن الطرف الأيمن من المطابقة (2.19) معدوم (لماذا؟) فإن هذه المطابقة تكتب بالشكل:

                  (2.20) 
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بوضع 
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 في المعادلة (2.20) تصبح بعد الإصلاح بالشكل:

              (2.21)
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وهذه تكتب بالشكل:

                                            (2.22)
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واضح أنه من أجل 
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 فإن المعادلة التفاضلية (2.22) ذات التجانس العام تكون متجانسة.

بفرض أن 
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، لرد المعادلة التفاضلية (2.22) ذات التجانس العام إلى معادلة منفصلة المتحولين، نضع:
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باشتقاق الطرفين بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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بالتعويض في المعادلة (2.22) نحصل على:
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أو:
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وهو نفس شكل المعادلة (2.16).

مثال (2-2-6): حل المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: باستبدال كل 
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 في المعادلة نحصل على:
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كي يتحقق التجانس العام ينبغي أن يكون:
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وهذا يتحقق إذا كان:
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وكلا المعادلتين تتحققان من أجل 
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بمفاضلة الطرفين نجد:
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بالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد:
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أو:
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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ومنه:
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ويكون الحل العام للمعادلة الأصلية هو:
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وليس للمعادلة حلول شاذة (لماذا؟).

2-3 المعادلة التفاضلية التامة (Exact differential equation)
إذا كان 
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 تابعاً مستمراً فإننا نسمي المقدار:


[image: image241.wmf]dy

y

g

dx

x

g

dg

¶

¶

+

¶

¶

=


تفاضلاً تاماً أو كلياً للتابع 
[image: image242.wmf])

,

(

y

x

g

.

معلوم (مبرهنات التحليل الرياضي في المشتقات الجزئية) أنه إذا كانت المشتقات الجزئية حتى المرتبة الثانية توابع مستمرة فإن:
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تعريف (2-3-1): تسمى المعادلة التفاضلية المحلولة بالنسبة للمشتق:
(2.23)                     
[image: image244.wmf]0
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معادلة تفاضلية تامة إذا كان طرفها الأيسر 
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 تفاضلاً تاماً لتابع ما 
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إذا كانت المعادلة (2.23) تامة، لحلها نبحث عن تابع 
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 بحيث يكون تفاضله التام مطابقاً للطرف الأيسر للمعادلة. أي أن يكون:

(2.24)                     
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة (2.23) يعطى بالعلاقة:
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حيث أن 
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 ثابت اختياري.

لمعرفة فيما إذا كانت المعادلة (2.23) تامة أم لا نستفيد من المبرهنة التالية:

مبرهنة (2-3-1): الشرط اللازم والكافي كي تكون المعادلة:
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تامة هو أن تتحقق المطابقة:
(2.25)                         
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لزوم الشرط:
الفرض: المعادلة التفاضلية (2.23) تامة

الطلب: المطابقة (2.25) محققة

البرهان: بما أن المعادلة (2.23) تامة فإنه يوجد تابع 
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 يحقق المطابقة:
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من المطابقة الأخيرة ينتج أن:
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باشتقاق طرفي المعادلة الأولى بالنسبة لـ
[image: image256.wmf]y

 وطرفي النسبة الثانية بالنسبة لـ
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 نجد:
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وهو المطلوب.

كفاية الشرط:
الفرض: المعادلة التفاضلية (2.23) تحقق المطابقة (2.25)
الطلب: المعادلة (2.23) تامة

البرهان: لبرهان أن المعادلة (2.23) تامة يجب أن نبرهن على وجود تابع 
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(2.26)                
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يمكن إيجاد تابع 
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 يحقق أحد الشرطين بسهولة، لكن الصعوبة تكمن في إيجاد تابع يحقق كلا الشرطي. نبدأ بإيجاد تابع يحقق أحد الشرطين. ليكن 
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نكامل هذه العلاقة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:

(2.27)                
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حيث أن 
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 تابع لـ
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فقط (لماذا؟) يجب تعيينه. إذا كان 
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 هو التابع المطلوب فيجب أن يحقق الشرط الثاني من العلاقة (2.26)، أي:

(2.28)                               
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باشتقاق العلاقة (2.27) بالنسبة لـ
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 ومقارنتها مع العلاقة (2.28) نجد أن:

(2.29)              
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لكن:
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بالتعويض في المعادلة (2.29) والإصلاح نجد أن:

(2.30)               
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وبما أن 
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 فقط فإن 
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 فقط وبالتالي فإن مشتقه بالنسبة لـ
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 معدوم. باشتقاق طرفي العلاقة (2.30) بالنسبة لـ
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 نجد:

[image: image280.wmf][

]

ò

¶

¶

¶

-

¶

¶

º

dx

y

x

M

y

x

x

y

x

N

)

,

(

)

,

(

0

2


أو:
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لكن ما بين القوسين الكبيرين يعني تكامل جزئي بالنسبة لـ
[image: image282.wmf]x

 على اعتبار أن 
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 ثابت ثم اشتقاق جزئي بالنسبة لـ
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 على اعتبار أن 
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 ثابت أيضاً. إذن يمكن كتابة العلاقة الأخيرة بالشكل:
(2.31)                    
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وبما أنه بالفرض:
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فإن المطابقة (2.31) محققة. إذن يوجد تابع 
[image: image288.wmf])
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 تفاضله التام هو الطرف الأيسر للمعادلة (2.23) وهو المطلوب. 
خوارزمية حل المعادلة التفاضلية التامة

إذا كانت المعادلة 
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)

,

,

(

=

¢

y

y

x

H

 تامة فإن حلها العام 
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(2.32)                    
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حيث أن 
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 فقط (لماذا؟) مجهول يجب تعيينه.
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ومنه:

(2.33)                   
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جـ) بما أن الطرف الأيمن في العلاقة (2.33) معلوم يمكن تعيين 
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مثال (2-3-1): تأكد أن المعادلة التفاضلية التالية تامة وعيِّن حلها العام وكذلك عيِّن الحل الخاص المحقق للشرط 
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الحل: تكتب المعادلة على الشكل:
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وبالمقارنة مع المعادلة (2.23) نجد أن:
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وبما أن هذين التابعين مستمرين في المستوي
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توابع مستمرة في المستوي
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نشتق الطرفين بالنسبة لـ 
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 ونطابق الناتج مع 
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ومنه 
[image: image316.wmf]y

y

x

y

x

g

sin

)

,

(

2

+

=

 أي أن الحل العام هو:

[image: image317.wmf]c

y

y

x

=

+

sin

2


حيث أن 
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 ثابت كيفي.

الحل الخاص المحقق للشرط 
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ملاحظة (2-3-1): يمكن تعيين التابع 
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 فيكون ثابت التكامل 
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 الذي يعيَّن باشتقاق الطرفين بالنسبة لـ
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 والمطابقة مع 
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ملاحظة (2-3-2): يمكن تعيين التابع 
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 على اعتبار 
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 ثابت وبدون ثابت تكامل والثاني هو تكامل حدود 
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مثال (2-3-2): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نلاحظ أن:
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أي أن المعادلة التفاضلية تامة، حلها العام هو:
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2-3-1 المعادلات التي ترد إلى تامة – عوامل التكميل

(Reducible to exact differential equations – integrating factors)
إذا لم تكن المعادلة التفاضلية 
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 تامة، أي إذا كان 
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 فقد ترد إلى معادلة تامة بضرب طرفيها بتابع مناسب، يسمى عامل تكميل المعادلة التفاضلية ويرمز له بـ 
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مثال (2-3-3): تأكد أن 
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 عامل تكميل آخر للمعادلة التفاضلية 
[image: image343.wmf]0

=

-

dy

x

dx

y

 وعيِّن الحل العام للمعادلة في كلا الحالتين وتحقق أن الحل يحقق المعادلة. 

الحل: لدينا 
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بضرب طرفي المعادلة بـ
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ومنه:
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أي أن 
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 وهذا يعني أن المعادلة الناتجة تامة.

لتعيين حلها العام لدينا:
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نشتق الطرفين بالنسبة لـ
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 ونطابق الناتج مع 
[image: image356.wmf])

,

(

1

y

x

N

 فنحصل على:


[image: image357.wmf]x

y

h

x

1

)

(

1

=

¢

+


أي أن 
[image: image358.wmf]0

)

(

=

¢

y

h

 وبالتالي فإن 
[image: image359.wmf]1

)

(

c

y

h

=

 حيث أن 
[image: image360.wmf]1

c

 ثابت كيفي. 

وبالتالي فإن الحل العام لهذه المعادلة هو:
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حيث أن 
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 ثابت كيفي.
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وهذا يعني أن المعادلة الناتجة تامة لأن 
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لتعيين حلها العام لدينا:


[image: image369.wmf]x

y

y

dy

x

dx

y

x

g

ln

)

,

(

=

+

-

=

ò

ò


وبالتالي فإن الحل العام لهذه المعادلة هو:
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أي أن الحل العام هو:
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وهو نفس الحل الذي حصلنا عليه سابقاً.

للتحقق من أن الحل الذي حصلنا عليه يحقق المعادلة الأصلية نعيِّن التفاضل التام لطرفي الحل فنحصل على:
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أي أن هذا الحل يحقق المعادلة ويحوي ثابت كيفي واحد وبالتالي هو حلها العام.

لتعيين عامل تكميل
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وبالتالي:

(2.34)                                  
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إذا كان للمعادلة عامل تكميل من الشكل 
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بالتعويض في المعادلة (2.34) نحصل على:
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أي أن:

                              (2.35)
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بما أن 
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بعض الحالات الخاصة
1) إذا كان عامل التكميل تابعاً لـ
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. بالتعويض في المعادلة (2.35) نحصل على:
                              (2.36)
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بما أن الطرف الأيسر تابعاً لـ
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 فقط، يجب أن يكون الطرف الأيمن تابعاً لـ
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 فقط أيضاً. أي أن الشرط اللازم والكافي كي يكون للمعادلة عامل تكميل تابع لـ
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تابعاً لـ
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 فقط، ويكون عامل التكميل هو:
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مثال (2-3-4): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل : تكتب المعادلة المعطاة على الشكل التالي:
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وهذا يعني أن 
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 فإن المعادلة غير تامة، لكنها منفصلة المتحولين (لماذا؟). نعيِّن حلها العام بعد تعيين عامل تكميل لها.
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والمعادلة التامة هي:
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وهذه تكتب على الشكل:
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بمكاملة الطرفين نجد أن:
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وبالتالي الحل العام لهذه المعادلة هو:
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2) إذا كان عامل التكميل تابعاً لـ
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. بالتعويض في المعادلة (2.35) نحصل على:
                              (2.37)
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بما أن الطرف الأيسر تابعاً لـ
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 فقط، يجب أن يكون الطرف الأيمن تابعاً لـ
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 فقط أيضاً. أي أن الشرط اللازم والكافي كي يكون للمعادلة عامل تكميل تابع لـ
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 هو أن يكون:
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تابعاً لـ
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 فقط. ويكون عامل التكميل هو:
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مثال (2-3-5): حل المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب المعادلة التفاضلية على الشكل:
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أي أن المعادلة غير تامة. نعيِّن حلها العام بعد تعيين عامل تكميل لها:

بما أن:
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فإن للمعادلة عامل تكميل تابع لـ
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والمعادلة التفاضلية التامة هي:
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لتعيين حلها العام لدينا:
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نشتق الطرفين بالنسبة لـ
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أي أن 
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة هو:
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3) إذا كان للمعادلة عامل تكميل تابعاً لـ
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. بالتعويض في المعادلة (2.35) نجد:
                        (2.38)
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بما أن الطرف الأيسر تابعاً لـ
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 أيضاً. أي أن الشرط اللازم والكافي كي يكون للمعادلة عامل تكميل تابع لـ
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 هو أن يكون:
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تابعاً لـ
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 فقط. ويكون عامل التكميل هو:
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4) يكون للمعادلة عامل تكميل تابعاً لـ
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تابعاً لـ
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 فقط ويكون عامل التكميل هو:
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مثال (2-3-6): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: لدينا:
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وبما أن 
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 فإن المعادلة غير تامة.
إن:
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وبالتالي:
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أي أن للمعادلة عامل تكميل هو:
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والمعادلة التفاضلية التامة هي:
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وحلها العام هو:
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مثال (2-3-7): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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علماً أنها تقبل عامل تكميل تابع لـ
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الحل: نتحقق أولاً من أن المعادلة غير تامة وأنها تقبل عامل تكميل تابع لـ
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أي أن المعادلة ليست تامة. وبما أن 
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وبالتالي:
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ومنه:
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أي أن المعادلة تقبل عامل تكميل تابع لـ
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بضرب طرفي المعادلة بـ 
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[image: image474.wmf]0

1

2

2

2

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

+

dy

y

x

x

dx

y

x

y


وحلها العام هو 
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مبرهنة (2-3-2): إذا كان 
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 عامل تكميل للمعادلة (2.23) و
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حيث أن 
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 تابع كيفي قابل للاشتقاق.

نتيجة: اعتماداً على المبرهنة السابقة قد يتسنى لنا تعيين عامل تكميل كما يلي:
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ب) نعيِّن (إن أمكن) عامل تكميل 
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ونوجد حلها العام 
[image: image484.wmf]1

1

)

,

(

c

y

x

g

=

 ونعيِّن عامل تكميل 
[image: image485.wmf])

,

(

2

y

x

I

 للمعادلة 
[image: image486.wmf]0

)

,

(

)

,

(

2

2

=

+

dy

y

x

N

dx

y

x

M

 ونوجد حلها العام 
[image: image487.wmf]2

2

)

,

(

c

y

x

g

=

. عندئذٍ ستكون عوامل تكميل المعادلة الأولى معطاة بالعلاقة:
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وعوامل تكميل المعادلة الثانية معطاة بالعلاقة:
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حيث أن 
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فإن عامل تكميل المعادلة (2.23) يعطى بالعلاقة:
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مثال (2-3-8): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نكتب المعادلة بالشكل:
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بما أن المعادلة:
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تكتب بالشكل:
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فإنها تكافئ (بتقسيم طرفيها على 
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أي أنها تقبل عامل تكميل 
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حيث أن 
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المعادلة 
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 عامل تكميل والمعادلة التفاضلية التامة الموافقة هي 
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 وبالتالي جميع عوامل تكميل هذه المعادلة تعطى بالعلاقة:
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حيث أن 
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هذا يتحقق إذا كان 
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أي أن المعادلة الأصلية تقبل التابع:
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بضرب طرفي المعادلة بعامل تكميلها نحصل على المعادلة التفاضلية التامة التالية:
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التي حلها العام 
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ملاحظة (2-3-2): إذا أمكن كتابة المعادلة التفاضلية غير التامة على الشكل:
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حيث 
[image: image519.wmf]D

C

B

A

,

,

,

 ثوابت عددية فإنه يمكن إيجاد عامل تكميل للمعادلة من الشكل 
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 عددان حقيقيان يعينان من شرط كون المعادلة الناتجة بعد ضرب المعادلة المعطاة بـ 
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 تامة.
مثال (2-3-9): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة المعطاة تكتب على الشكل:
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لذا يمكن إيجاد عامل تكميل لها من الشكل 
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وهذا يعني أن:
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نستنتج من هذه المطابقة أن:
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ومنه:
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أي أن عامل التكميل هو 
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إن:
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وبالتالي الحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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2-4 المعادلة التفاضلية الخطية وبعض تطبيقاتها الفيزيائية

(Linear differential. equation and some physical applications)
تسمى المعادلة التفاضلية 
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 خطية إذا أمكن كتابتها على الشكل:

                                (2.39)
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يسمى التابع 
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 توابع من الدرجة الأولى في المعادلة التفاضلية الخطية ولا تحوي جداءهما 
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إن المعادلة (2.40) منفصلة المتحولين لأنها تكتب بالشكل:
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وحلها العام:

                                    (2.41)
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سنعرض ثلاث طرائق لحل المعادلة التفاضلية الخطية مع طرف ثاني.

أولاً- طريقة أولر (طريقة عامل التكميل)
(Euler's method – integrating factor method)
إن المعادلة (2.39) غير تامة (لماذا؟). لإيجاد حلها العام نعيِّن عامل تكميل لها. من أجل ذلك نكتبها على الشكل 
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وبما أن:
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فإن:

                                         (2.42)
[image: image550.wmf]ò

=

dx

x

p

e

I

)

(


عامل تكميل لها والمعادلة التامة هي:
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وهذه تكتب على الشكل التالي:
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وبالتالي عبارة الحل العام لهذه المعادلة هي:

 (2.43)            
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مثال (2-4-1): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية 
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الحل: تكتب هذه المعادلة على الشكل:
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يعيَّن حلها العام بالاعتماد على العلاقة (2.42) كما يلي:
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ثانياً- طريقة برنولي (Bernouli's method)
نفرض أن الحل العام للمعادلة (2.39) من الشكل:

                                (2.44)
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حيث أن 
[image: image558.wmf])

(

x

u

 و 
[image: image559.wmf])

(

x

v

 تابعان للمتحول 
[image: image560.wmf]x

 مجهولان ويلزم تعيينهما.

باشتقاق طرفي المعادلة (2.44) بالنسبة لـ
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بالتعويض في المعادلة (2.39) عن 
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التي تكتب بالشكل:

                     (2.46)
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نوجد قيمة وحيدة للتابع 
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 وذلك بوضع أمثال 
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 تساوي الصفر، أي:

                                (2.47)
[image: image569.wmf]0

)

(

=

×

+

¢

v

x

P

v


المعادلة (2.47) تفاضلية خطية بدون طرف ثان، حلها العام 
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[image: image571.wmf]v

، نختار 
[image: image572.wmf]1

=

c

 فنحصل على قيمة للتابع 
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 تعطى بالعلاقة:

                                  (2.48)
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بتعويض (2.47) و (2.48) في (2.46) نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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التي تكتب بالشكل:
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بالمكاملة نجد:

                       (2.49)
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حيث أن 
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 ثابت التكامل.

بتعويض (2.48) و (2.49) في (2.44) نحصل على:

          (2.50)
[image: image579.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

ò

ò

=

×

=

ò

-

c

dx

e

x

R

e

v

u

y

dx

x

P

dx

x

P

)

(

)

(

)

(


وهو الحل العام للمعادلة (2.39).

مثال (2-4-2): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نفرض أن 
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، بالاشتقاق والتعويض في المعادلة نجد:
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أو:

[image: image585.wmf]x

xe

u

v

x

v

v

u

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

¢

+

×

¢

1


نعيِّن 
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 بحيث يكون أمثال 
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 تساوي الصفر، أي:
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بمكاملة هذه المعادلة وأخذ ثابت التكامل يساوي الواحد، نجد:
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بالتعويض نحصل على المعادلة التفاضلية:
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بالمكاملة نحصل على:
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وبالتالي يكون الحل العام:
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ثالثاً- طريقة لاغرانج (طريقة تحويل الثابت)

(The method of variation of constant – Lagrange's method)
لحل المعادلة التفاضلية الخطية:

                                (2.51)
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أ) نوجد الحل العام للمعادلة الخطية بدون طرف ثان، أي نوجد الحل العام للمعادلة:

                                    (2.52)
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الذي يعطى بالعلاقة:

                                        (2.53)
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حيث 
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 ثابت التكامل.

ب) نعتبر الثابت 
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 تابعاً للمتحول 
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 ، أي:

                                  (2.54)
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بحيث يكون التابع المعيَّن بالعلاقة (2.54) حلاً للمعادلة (2.51)، أي يحققها. بتعويض العلاقة (2.54) في المعادلة (2.51) نجد أن:
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أي أن:
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بمكاملة طرفي العلاقة الأخيرة نحصل على:

                         (2.55)
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حيث أن 
[image: image605.wmf]1
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 ثابت التكامل.

بالتعويض في المعادلة (2.54) نحصل على الحل العام للمعادلة (2.51):

                         (2.56)
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ملاحظة (2-4-1): نستنتج من الطرائق الثلاث أن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الأولى (2.43) يتألف من موجموع حدين، الحد الأول حل خاص للمعادلة الخطية مع طرف ثاني والثاني الحل العام للمعادلة الخطية بدون طرف ثان.

مثال (2-4-3): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نحل المعادلة بدون طرف ثان:
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أي:
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بمكاملة الطرفين نجد:
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أو:
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نعتبر 
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 تابعاً لـ
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نشتق ونعوض في المعادلة التفاضلية المعطاة فنجد:
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أو:
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وهذه معادلة منفصلة المتحولين، تكتب بالشكل:
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بمكاملة الطرفين نحصل على العلاقة:
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حيث أن 
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 ثابت التكامل. بالتعويض نحصل على الحل العام للمعادلة الخطية المعطاة.

2-5 بعض المعادلات التفاضلية التي ترد إلى خطية

(Reducible to linear differential equation)
2-5-1 معادلة برنولي (Bernoulli equation)
أي معادلة تفاضلية لاخطية لها الشكل:

                               (2.56)
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تسمى معادلة برنولي حيث أن 
[image: image621.wmf]n

 عدد حقيقي ثابت لا يساوي الواحد (لماذا؟).
تحل معادلة برنولي بردها إلى معادلة تفاضلية خطية كما يلي:

أ) نضرب طرفي المعادلة المعطاة بـ 
[image: image622.wmf]n

y

-

 فنحصل على:
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ب) نضع 
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جـ) نعوض قيمة 
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 و 
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 في المعادلة المعطاة فحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية بحلها نحصل على 
[image: image629.wmf]z

 وبعده نعيِّن 
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.

مثال (2-5-1): حل المعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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المعادلة الناتجة هي معادلة برنولي فيها 
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، لحلها نضرب طرفيها بـ
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نضع 
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 فنحصل على:
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نعوض في معادلة برنولي فنحصل على:
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هذه المعادلة خطية حلها يعطي 
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 ومن ثم نعيِّن 
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وبالتالي:
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مثال (2-5-2): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هذه المعادلة ليست خطية وليست معادلة برنولي إذا اعتبرنا 
[image: image646.wmf]x

 متحول مستقل و
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 تابعاً له. ولكن إذا اعتبرنا 
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 تابعاً يصبح للمعادلة الشكل:
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وهذه معادلة برنولي فيها 
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. بضرب طرفي المعادلة الناتجة بـ
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نضع 
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. بالتعويض في المعادلة نحصل على:


[image: image656.wmf]2

10

2

y

z

y

dy

dz

-

=

-


وهذه معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو:
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وبما أن 
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 فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو:


[image: image659.wmf]3

2

10

1

y

cy

x

-

=


2-5-2 معادلة ريكاتي (Riccati's equation)
أي معادلة لاخطية لها الشكل:
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تسمى معادلة ريكاتي. إذا علم أو أمكن تعيين حل خاص لها وليكن 
[image: image661.wmf])
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 فترد إلى معادلة خطية بوضع 
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 متغير جديد.

مثال (2-5-3): تحقق أن 
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 حل للمعادلة التفاضلية التالية وعيِّن حلها العام:
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الحل: بما أن 
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المعادلة المعطاة هي معادلة ريكاتي وبما أن 
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 حلاً خاصاً لها،  فلتعيين حلها العام نضع 
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 وبالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على معادلة جديدة بالنسبة للمتغير 
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 وبعده نعيِّن 
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المعادلة التفاضلية الناتجة خطية حلها العام هو:
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وبالتالي:
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2-6 بعض التطبيقات الهندسية(Some engineering applications) 
مثال (2-6-1): يسقط جسم بقوة 
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. عيِّن معادلة السرعة في اللحظة 
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 ومعادلة موضع الجسم في اللحظة 
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الحل: إذا اعتبرنا أن الاتجاه الموجب للمحور-
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 نحو الأسفل (شكل 2-2) فيكون حسب القانون الثاني لنيوتن 
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 سرعة الجسم في اللحظة 
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 و
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 مجموع القوى المؤثرة على الجسم والتي هي قوة الجاذبية الأرضية (بالاتجاه الموجب) 
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 ثابت موجب يحسب من علاقة السرعة الحدية:
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أما الكتلة تساوي 
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وهذه معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو:
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بما أن 
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مثال (2-6-2): عيِّن معادلة المنحني 
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الحل: مساحة شبه المنحرف 
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فإننا نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
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بتقسيم طرفي هذه المعادلة على 
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وهذه معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو:
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مثال (2-6-3): مولد قوته المحركة الكهربائية 
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مثال (2-6-4): دارة كهربائية تحوي على التسلسل مولد قوته 
[image: image755.wmf]E
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الحل: بما أن هبوط الجهد عبر مكثفة سعتها 
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الحل العام لهذه المعادلة هو:
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تمارين محلولة
1) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بتقسيم طرفي المعادلة على 
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وهذه معادلة تفاضلية متجانسة، لتعيين حلها العام نضع 
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2) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بتقسيم بسط ومقام الطرف الأيمن للمعادلة على 
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وهذه معادلة تفاضلية متجانسة، لتعيين حلها العام نضع 
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ومنه:
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3) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بتقسيم طرفي المعادلة على 
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وهذه معادلة تفاضلية متجانسة، لتعيين حلها العام نضع 
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ومنه:
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4) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب هذه المعادلة بالشكل:
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بما أن المستقيمان 
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بتقسيم بسط ومقام الطرف الأيمن للمعادلة على 
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 نحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية متجانسة لتعيين حلها العام نضع 
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ومنه:
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5) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بما أن المستقيمان 
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 متوازيان فإن هذه المعادلة تحل بوضع 
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المعادلة الناتجة منفصلة المتحولين، وبالتالي فإن:
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أي أن:
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6) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نقسم طرفي المعادلة على 
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 فنحصل على المعادلة التفاضلية المكافئة التالية:
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وهذه المعادلة التفاضلية خطية، وبالتالي:
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7) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة خطية وبالتالي:
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8) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هذه معادلة برنولي. نضرب طرفي المعادلة بـ
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نضع 
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المعادلة التفاضلية الأخيرة خطية بالنسبة للتابع 
[image: image835.wmf]z

 وبالتالي:
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وبالتالي:
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(

1

x

c

e

y

x

-

=


9) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب المعادلة بالشكل المكافئ التالي:
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وبالتالي نبحث عن عامل تكميل لها من الشكل 
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وبالتالي:


[image: image842.wmf])

)(

4

(

)

)(

1

(

)

)(

1

(

3

)

)(

2

(

3

1

3

1

b

a

b

a

b

a

b

a

a

a

b

b

y

x

y

x

y

x

y

x

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+


بالمطابقة نجد أن:
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أي أن عامل التكميل هو 
[image: image844.wmf]y
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وحلها العام هو 
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10) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بالنظر إلى 
[image: image849.wmf]x

 على أنه تابع لـ
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 فإن المعادلة تكتب على الشكل التالي:
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وهذه معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو:
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11) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب بالشكل التالي:
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أي أن المعادلة منفصلة المتحولين، لتعيين حلها العام لدينا:


[image: image855.wmf]2
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12) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب المعادلة بالشكل:
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وهي ليست تامة لأن:
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لكنها تقبل عامل تكميل تابع لـ
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 وذلك لأن:
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وعامل التكميل هو:
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والمعادلة التامة هي:
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وحلها العام هو 
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13) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:

[image: image865.wmf]x
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الحل: المعادلة التفاضلية خطية، وبالتالي:
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14) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية علماً أن 
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الحل: تكتب المعادلة كما يلي:
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أي أنها معادلة ريكاتي. نضع 
[image: image870.wmf]z
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. بالتعويض في المعادلة نحصل على:

[image: image872.wmf]3

1

1

2

1

2

1

2

2

2

2

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

-

=

¢

-

x

z

x

x

x

z

z

x

x

z

z
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المعادلة الأخيرة خطية وبالتالي:
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وبالتالي:
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15) عيِّن قيمة الثابت 
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 كي يكون 
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 حلاً للمـعادلة التـفاضلية التالية:
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ثم أوجد الحل العام لهذه المعادلة.
الحل: إذا كان 
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أي أن قيمة 
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 التي تجعل 
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 حلاً للمعادلة هي 
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بتقسيم طرفي المعادلة على 
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 نحصل على المعادلة المكافئة التالية:
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هذه المعادلة التفاضلية معادلة ريكاتي لحلها نضع 
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. بالتعويض في المعادلة نحصل على:
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المعادلة التفاضلية الأخيرة خطية وبالتالي:
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ومنه:
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16) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بما أن:
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فإن المعادلة غير تامة لكنها تقبل عامل تكميل تابع لـ
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 وذلك لأن:
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وعامل التكميل هو:
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المعادلة التفاضلية التالية تامة:
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وبالتالي:


[image: image898.wmf]y

y

x

dy

dx

y

x

y

x

g

+

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ò

ò

2

2

)

,

(


والحل العام للمعادلة هو:
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17) إذا كانت درجة حرارة الوسط تساوي 
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 وإذا بُرد جسم لدرجة حرارة أدنى من 
[image: image901.wmf]0

T

 أو سُخن لدرجة حرارة أعلى من 
[image: image902.wmf]0

T

 فإنه تحت شروط فيزيائية محددة تكون درجة الحرارة 
[image: image903.wmf]T

 للجسم في أي لحظة 
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 تحقق المعادلة التفاضلية 
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 ثابت موجب. عيِّن الحل العام لهذه المعادلة.

تطبيق عددي: إذا كانت درجة حرارة الجسم 
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 ودرجة حرارة الوسط 
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 وبعد ثلاث دقائق أصبحت درجة حرارة الجسم 
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 عيِّن قيمة الثابت 
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 وعيِّن متى تصل حرارة الجسم إلى 
[image: image911.wmf]o

c

60

.
الحل: المعادلة التفاضلية المعطاة خطية لأنها تكتب بالشكل:
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وبالتالي:
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التطبيق العددي: بما أن 
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وبما أنه بعد مضي ثلاث دقائق أصبحت درجة حرارة الجسم 
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لحساب زمن التبريد إلى الدرجة 
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18) عيِّن معادلة المنحني 
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 مع محور الفاصل هي 
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 فإن إحداثييها يحققان معادلة القطع المكافئ:
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المعادلة الناتجة معادلة برنولي، لتعيين حلها العام نضرب طرفيها بـ
[image: image932.wmf]y

 فنحصل على:


[image: image933.wmf]x

y

a

dx

dy

y

2

2

1

2

-

=

-


بوضع 
[image: image934.wmf]z

y

=

2

 نجد أن:


[image: image935.wmf]x

z

a

z

2

2

1

2

-

=

-

¢


أي أن:


[image: image936.wmf]x

z

a

z

4

1

-

=

-

¢


هذه معادلة خطية، حلها العام:
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وبالتالي:
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وبالتالي معادلة المنحني المطلوبة هي:
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19) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب بالشكل المكافئ التالي:
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بما أن:
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فإن:
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وبالتالي للمعادلة عامل تكميل تابع لـ
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 فقط هو:
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بضرب طرفي المعادلة بـ
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حلها العام هو 
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20) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب بالشكل المكافئ التالي:
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أي أن هذه معادلة برنولي، حيث أن 
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. نرد المعادلة إلى معادلة تفاضلية خطية:

نقسم طرفي المعادلة على 
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نفرض أن 
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هذه المعادلة التفاضلية خطية، لتعيين حلها العام لدينا:
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وبالتالي:
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21) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب بالشكل المكافئ التالي:
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أي أن هذه معادلة برنولي، حيث أن 
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. نرد المعادلة إلى معادلة تفاضلية خطية:

نقسم طرفي المعادلة على 
[image: image966.wmf]2

y

 فنحصل على:
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نفرض أن 
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هذه المعادلة التفاضلية خطية، لتعيين حلها العام لدينا:
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وبالتالي:
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22) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بما أن:
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فإن:
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وبالتالي للمعادلة عامل تكميل تابع لـ
[image: image976.wmf]x

 فقط هو:
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بضرب طرفي المعادلة بـ
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 نحصل على المعادلة التفاضلية التامة:
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حلها العام هو 
[image: image980.wmf]c

y

x

g

=

)

,

(

 حيث أن:


[image: image981.wmf]x

y

x

dx

x

y

y

x

g

2

2

2

sin

sin

1

)

,

(

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ò


23) عيِّن مجموعة المنحنيات التي تتقاطع مع القطع الناقص 
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الحل: الزاوية التي يتقاطع بها منحنيان هي الزاوية بين مماسي هذين المنحنيين في نقطة التقاطع. لتكن 
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 تساوي 
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وبالتالي:
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أي أنه، إذا كان المنحنيان متقاطعان بزاوية قدرها 
[image: image1000.wmf]4
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 وكان ميل مماس أحد المنحنيين في نقطة التقاطع يساوي 
[image: image1001.wmf]m

 فإن ميل مماس المنحني الآخر يساوي 
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باشتقاق طرفي معادلة القطع الناقص بالنسبة لـ
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 نحصل على المعادلة التفاضلية التالي:
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هاتين المعادلتين تكتبان كما يلي:
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لحل المعادلة التفاضلية الأولى نكتبها بالشكل:
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نضع:
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وبالتالي:


[image: image1011.wmf]dz

dz

x

z

dx

dy

+

=


بالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على:
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وبالتالي:
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وبما أن المعادلة الثانية تتطابق مع الأولى إذا بدلنا كل 
[image: image1015.wmf]y

 بـ 
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 فإن حلها العام هو:
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24) عيِّن معادلة المنحني المعامد لمجموعة القطوع الزائدة 
[image: image1018.wmf]a
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الحل: باشتقاق طرفي معادلة القطع الزائد نحصل على المعادلة:
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بتبديل كل 
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 نحصل عل المعادلة:
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والتي حلها العام هو:
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هي المعادلة التي تحقق المطلوب.

25) عيِّن معادلة المنحني المعامد لمجموعة الدوائر 
[image: image1024.wmf]ax
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الحل: باشتقاق طرفي معادلة القطع الزائد نحصل على المعادلة:
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بضرب طرفي المعادلة بـ
[image: image1026.wmf]x

 نحصل على:
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بتبديل كل 
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 نحصل على المعادلة:
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بتقسيم بسط ومقام الطرف الأيمن للمعادلة على 
[image: image1031.wmf]2
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 نحصل على:
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وهذه معادلة تفاضلية متجانسة لتعيين حلها العام نضع 
[image: image1033.wmf]z
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 وبالتالي:
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[image: image1037.wmf])
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وهي المعادلة التي تحقق المطلوب.

تمارين غير محلولة
أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية:
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37) وضع جسم درجة حرارته 
[image: image1074.wmf]T

 غير معلومة في غرفة درجة حرارتها ثابتة وتساوي 
[image: image1075.wmf]F
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 ولكن بعد عشر دقائق أصبحت 
[image: image1076.wmf]F
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 وبعد عشرين دقيقة أصبحت 
[image: image1077.wmf]F

15

. عيِّن درجة حرارة الجسم قبل وضعه في الغرفة. 

38) عيِّن المنحني الذي لأجله يكون طول جزء المماس الواقع بين نقطة التماس ومحور الفواصل يساوي فاصلة نقطة التماس.

39) عيِّن معادلة المنحني الذي لأجله يكون طول الجزء الواقع بين محوري الإحداثيات من أي ناظم يساوي 
[image: image1078.wmf]a

.
40) عيِّن معادلة المنحني الذي لأجله يكون طول الجزء الواقع بين محوري الإحداثيات من أي مماس يساوي 
[image: image1079.wmf]a
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