الفصل الثاني

التوابع الشعاعية
Vector functions
نظراً للصلة الوثيقة بين التوابع السلمية والتوابع الشعاعية، نذكر ببعض المفاهيم الأساسية للتوابع السلمية لعدة متحولات. 
2-1 مفهوم التابع لعدة متحولات 
(Concept of function of several variables)
لتكن 
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 مجموعة الأعداد الحقيقية و 
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فإن كل ثنائية
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إذا كانت 
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 منطقة من المستوي-
[image: image9.wmf]xy

 وكان
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ملاحظة (2-1-1):أحياناً يستخدم الرمز 
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 للدلالة على أن 
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 تابع للمتحولين 
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ملاحظة (2-1-2): إذا عُلمت قاعدة التابع دون تحديد مجموعة تعريفه أو منطلقه فتكون مجموعة تعريفه أكبر منطقة من 
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 ويمكن إيجاد صورة كل ثنائية منها وفقاً لعلاقة التابع.

مثال (2-1-1): إذا كان 
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 فإن هذا التابع معرف من أجل جميع نقاط المستوي-
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مثال (2-1-2): التابع 
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 معرف على جميع نقاط المستوي-
[image: image30.wmf]xy

 ما عدا نقاط المستقيم 
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مثال (2-1-3) : التابع 
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 معرَّف من أجل جميع نقاط المستوي-
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 التي تحقق المتباينة:
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تعمم فكرة تعريف التابع لمتحولين لتشمل التوابع لأكثر من متحولين فيكون مثلاً 
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 تابعاً لثلاث متحولات هي 
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 نقطة من الفضاء الثلاثي الأبعاد).
2-2 التمثيل البياني لتابع لمتحولين 
(Geometric interpretation of two variables function)
تمثَّل التوابع لمتحول حقيقي واحد هندسياً بمنحنيات في المستوي-
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 تسمى الخطوط أو المنحنيات البيانية لهذه التوابع. لتمثيل التابع 
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 نأخذ جملة محاور إحداثية متعامدة 
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 في الفراغ ونقيم عموداً من كل نقطة 
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 والمحل الهندسي لجميع النقاط الناتجة تمثل الرسم الفراغي للتابع 
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مثال (2-2-1): التابع 
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 يمثَّل بيانياً بالسطح الدوراني الناتج عن دوران القطع المكافئ 
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ملاحظة (2-2-1): يمكن تصوّر شكل السطح الممثِّل للتابع 
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 بمعرفة مقاطع هذا السطح مع مستويات موازية للمستويات الإحداثية. فمثلاً من أجل كل قيمة موجبة 
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 للمتحول 
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 تأخذ معادلة السطح الذي معادلته 
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 وبالتالي تكون المقاطع الأفقية لهذا السطح دوائر مراكزها على المحور 
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 ويزداد نصف القطر لكل دائرة كلما ابتعدنا عن المستوي-
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. ومقاطع السطح بمستويات توازي المستوي-
[image: image59.emf]xz




xz

 هي قطوع مكافئة واقعة في المستوي-
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 وكذلك مقاطع السطح بمستويات توازي المستوي-
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 هي أيضاً قطوع مكافئة واقعة في المستوي-
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 وبالتالي السطح البياني الذي معادلته 
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 كما هو مبين في الشكل (2-1).
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2-3 نهايات التوابع لمتحولين واستمرارها  (Limits and continuity)
تعريف (2-3-1): تدعى مجموعة نقاط المستوي-
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 التي تحقق الشرط:
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جواراً للنقطة 
[image: image66.wmf])

,

(

0

0

y

x

 حيث أن 
[image: image67.wmf]d

 مقدار حقيقي موجب يسمى نصف قطر الجوار.
إن جوار نقطة من المستوي هي مجموعة نقاط المستوي التي تقع داخل القرص الدائري الذي مركزه هذه النقطة ونصف قطره يساوي نصف قطر الجوار (قارن مع جوار نقطة من المحور الحقيقي ماذا تلاحظ؟).

2-3-1 النهايات (Limits)
ليكن 
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مثال (2-3-1): ليكن لدينا التابع:
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فإذا انتهى 
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أي أن:
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أي أن 
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2-3-2 النهايات التكرارية (Iterated limits)
ليس بالضرورة أن تكون النهايتان التكراريتان 
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 متساويتين، ويجب أن تكونا متساويتين في حال وجود النهاية 
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مثال (2-3-2): ليس للتابع 
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وبالتالي فإن النهاية 
[image: image122.wmf]y
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2-3-3 الاستمرار (Continuity)
تعريف (2-3-2): إذا كان 
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 تابعاً معرفاً في جوار النقطة 
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لاحظ أن تعريف الاستمرار يكافئ الشروط الثلاث التالية:
1- التابع 
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 معرف عند النقطة 
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مثال (2-3-3): بيِّن أن التابع 
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مثال (2-3-3): بيِّن فيما إذا كان التابع:
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مستمراً في النقطة 
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الحل: بما أن:
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فإن نهاية التابع 
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تعريف (2-3-3): يقال إن التابع 
[image: image146.wmf])
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، يقال إن التابع 
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2-4 المشتقات الجزئية (Partial derivatives)
إن اشتقاق تابع لعدة متحولات، بالنسبة لأحد متحولاته المستقلة على اعتبار باقي المتحولات ثوابت يدعى المشتق الجزئي لهذا التابع بالنسبة لهذا المتحول.
يرمز للمشتق الجزئي للتابع 
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عندما تكون هذه النهاية موجودة.

بالمثل، يرمز للمشتق الجزئي للتابع 
[image: image164.wmf])
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عندما تكون هذه النهاية موجودة.

مثال (2-4-1): ليكن 
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ملاحظة (2-4-1): إذا كان التابع 
[image: image171.wmf])
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 قابلاً للاشتقاق في النقطة 
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 فإنه يكون مستمراً في هذه النقطة والعكس غير صحيح دوماً.

تعرف المشتقات الجزئية من المراتب العليا بشكلٍ مشابه:
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ملاحظة (2-4-2): إذا كان التابع 
[image: image174.wmf])
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 قابلاً للاشتقاق جزئياً حتى المرتبة الثانية وكانت مشتقاته الجزئية من المرتبة الثانية توابع مستمرة  فإن 
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مثال (2-4-2): ليكن لدينا 
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مثال (2-4-2): إذا كان 
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الحل:
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[image: image185.wmf]2
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لاحظ أن 
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 توابع مستمرة في جميع نقاط المستوي-
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مثال (2-4-5): إذا كان:
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عيِّن مشتقات التابع 
[image: image191.wmf]f

 الجزئية حتى المرتبة الثانية في النقطة 
[image: image192.wmf])
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الحل: إن:
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وإذا كان 
[image: image195.wmf])
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نجد بشكلٍ مماثل أن 
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لاحظ أن 
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 وذلك لأن 
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 تابعان غير مستمرين في النقطة 
[image: image203.wmf])
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 (تحقق من ذلك).

يمكن الحصول على المشتقات من المراتب الأعلى بطريقة مشابهة.

2-5 التفاضل التام (Exact differential) 

يعطى التفاضل التام للتابع 
[image: image204.wmf])
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وإذا كان 
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لأن:


[image: image208.wmf]v

y

y

f

v

x

x

f

v

f

u

y

y

f

u

x

x

f

u

f

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶


وبالتالي:
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مثال (2-5-1): أوجد التفاضل التام للتابع 
[image: image210.wmf]y
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الحل:إن:
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وبالتالي:
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مثال (2-5-2): أوجد التفاضل التام للتابع 
[image: image213.wmf]y
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الحل:
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2-5-1 التفاضل التام من المراتب العليا(Higher exact differential)  
إذا كان 
[image: image215.wmf])

,

(

y

x

f

 تابعاً قابلاً للاشتقاق مرتين متتاليتين وكان 
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 فإن التفاضل التام للتابع 
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[image: image221.wmf]2
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تعمم هذه النتيجة على التفاضلات من مراتب أعلى من الثانية ببساطة.

مثال (2-5-3): أوجد التفاضل الكلي من المرتبة الثانية للتابع 
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الحل: إن:
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وبالتالي:
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2-6 الجاكوبي (Jacobian)
إذا كان 
[image: image225.wmf])
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مثال (2-6-1): بفرض أن 
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ملاحظة (2-6 -1) إذا كان 
[image: image235.wmf]x

 و 
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 تابعين للمتحولين 
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2-7 التوابع الشعاعية (Vector functions)
إذا كان 
[image: image244.wmf]I

 مجالاً من المحور الحقيقي-
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 وإذا قابل كل نقطة (كل قيمة عددية) 
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[image: image250.wmf]t
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ملاحظة (2-7-1): يكتب التابع الشعاعي 
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حيث 
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تعريف (2-7-1): يسمى الشعاع 
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تعريف (2-7-2): يقال أن التابع الشعاعي 
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تعريف (2-7-3): يقال أن التابع الشعاعي 
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تعريف (2-7-4): يقال إن التابع الشعاعي 
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وفي حال وجودها نرمز لها بالرمز 
[image: image276.wmf])

(

t

w

dt

d

®

 أو بالرمز 
[image: image277.wmf])

(

t

w

®

¢

 وتكون مركبات الشعاع 
[image: image278.wmf])

(

t

w

®

¢

 هي مشتقات مركبات الشعاع 
[image: image279.wmf])

(

t

w

®

 على الترتيب، أي أن:

[image: image280.wmf]®

®

®

®

®

®

¢

+

¢

+

¢

=

¢

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

k

t

h

j

t

g

i

t

f

k

t

h

j

t

g

i

t

f

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(


ملاحظة (2-7-2): جميع قواعد الاشتقاق الصحيحة بالنسبة لتابع سلمي بمتحول حقيقي واحد صحيحة بالنسبة للتوابع الشعاعية بمتحول حقيقي واحد. أي أن:
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تعرف المشتقات الجزئية للتابع الشعاعي لعدة متحولات بطريقة تعريف المشتقات الجزئية نفسها للتابع السلمي لعدة متحولات.
2-8 المنجنيات الفراغية (Space curves)
إذا كان 
[image: image284.wmf]C

 منحنياً في المستوي-
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 فيمكن إيجاد علاقة رياضية تربط بين نقاط 
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 سطحاً من الدرجة الثانية فيمكن إيجاد علاقة رياضة تربط بين نقاط 
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. لكن إذا كان 
[image: image291.wmf]C

 منحنياً فراغياً فهل توجد علاقة واحدة تربط بين نقاط هذا المنحني؟. 

إذا كان:
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شعاع الموضع للنقطة 
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 في الجملة المتعامدة المباشرة 
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 فإن النقطة 
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 تتحرك راسمة منحنياً فراغياً، الشكل (2-1)، معادلاته الوسيطية هي:
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إن:
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شعاع له اتجاه 
[image: image299.wmf]®
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 موجودة فإنها ستكون شعاعاً له اتجاه المماس للمنحني 
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 عند النقطة 
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ملاحظة (2-8-1): إذا كان 
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 قابلاً للاشتقاق ونهايته ترسم المنحني الصقيل 
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 وكان 
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 متحولاً يمثل طول قوس المنحني 
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 المقاس ابتداءً من أي نقطة ثابتة فإن:
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وبما أن:
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فإن:
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وكذلك:

[image: image312.wmf]|

)

(

|

)

(

|

|

t

r

t

r

dt

r

d

dt

r

d

dt

ds

dt

r

d

ds

dt

dt

r

d

ds

r

d

®

®

®

®

®

®

®

¢

¢

=

=

=

×

=


وبالتالي يمثل 
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 شعاع واحدة المماس للمنحني 
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 المستقيم المماس للمنحني 
[image: image317.wmf]C

. 

ملاحظة (2-8-2): إذا كانت 
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 تقابل النقطة التي يبدأ قياس طول قوس 
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 منها فإنها تقابل 
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تعريف (2-8-1): إذا كانت:
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المعادلات الوسيطية للمنحني الفراغي 
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، فإن المنحني 
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 يسمى منحنياً صقيلاً أو أملس إذا كانت التوابع السلمية  
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 مستمرة و كان 
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تعريف (2-8-2): إذا كان 
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 منحنياً فراغياً صقيلاً وكانت 
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 نقطة من 
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 والعمودي على المستقيم المماس للمنحني 
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 المستوي الناظم. وإذا كانت 
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 نقطة من هذا المستوي و 
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 شعاع واحدة المماس للمنحني 
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 فإن معادلة المستوي هي 
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مثال (2-8-1): عيِّن معادلة المستقيم المماس والمستوي الناظم على المنحني الفراغي 
[image: image341.wmf]C

 الذي تتحرك على طوله نقطة شعاع الموضع:
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والمار من النقطة المقابلة لـ 
[image: image343.wmf]0

=

t

.
الحل: إن 
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 وبالتالي شعاع توجيه المماس للمنحني 
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فإذا كانت 
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ومعادلة المستوي الناظم على 
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 في النقطة 
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مبرهنة (2-8-1): إذا كان 
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برهان: بما أن:
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وبالتالي:
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ومنه 
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مثال (2-8-2): إذا كان:

[image: image365.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

j

t

i

t

t

r

2

sin

2

cos

2

)

(


فإن 
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تعريف (2-8-3): يسمى 
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 شعاع التقوس أو الانحناء للمنحني 
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 عند النقطة 
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 التي يكون فيها 
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 مماساً.

إن الشعاع 
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2

ds

r

d

ds

T

d

®

®

=

 عمودي على 
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 وجهته من 
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 إلى مركز الانحناء، أي يوازي المستوي الناظم على 
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 عند 
[image: image377.wmf]M

.
تعريف (2-8-4): يسمى 
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 تقوس المنحني 
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 عند 
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 ويرمز له بالرمز 
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 ويسمى مقلوب التقوس 
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 نصف قطر التقوس ويرمز له بالرمز 
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تعريف (2-8-5): يسمى 
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 شعاع واحدة الناظم للمنحني 
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 ويرمز له بالرمز 
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. أي أن:
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إن جهة 
[image: image389.wmf]®
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 هي جهة تقعر المنحني 
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، ويسمى حامل الشعاع 
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 المستقيم الناظم.
ملاحظة (2-8-3): إذا رمزنا لمركز التقوس بالرمز 
[image: image392.wmf]Q

 فإن:
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وبالتالي يمكن تعيين إحداثيات مركز التقوس 
[image: image394.wmf]Q

 من هذه العلاقة.

تعريف (2-8-6): يسمى المستوي الذي يحوي المستقيم المماس والمستقيم الناظم للمنحني 
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 في النقطة 
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 المستوي الملاصق ومعادلته هي:
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حيث 
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 أي نقطة من هذا المستوي.

تعريف (2-8-7): يسمى الشعاع 
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 شعاع الواحدة الثنائي التعامد للمنحني 
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 في النقطة 
[image: image401.wmf]0

M

، ويسمى حامل الشعاع 
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 المستقيم ثنائي التعامد للمنحني 
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 في النقطة 
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تعريف (2-8-8): تسمى الثلاثية المباشرة 
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 ثلاثية فرينيه.

تعريف (2-8-9): يسمى المستوي المار من النقطة 
[image: image406.wmf]0
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 والموازي للشعاعين 
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 المستوي المقوم ومعادلته هي:
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حيث 
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 أي نقطة من هذا المستوي.

مبرهنة (2-8-2): إذا كان 
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 شعاع موضع المنحني 
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 فإن:
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مبرهنة (2-8-3): إذا كان 
[image: image415.wmf])
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 شعاع موضع المنحني 
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 فإن:
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حيث أن المقدار السلمي 
[image: image420.wmf]t

 يسمى التفاف المنحني 
[image: image421.wmf]C

 ويسمى 
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 نصف قطر الالتفاف للمنحني 
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 في النقطة 
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 منه.
مثال (2-8-3): إذا كانت المعادلات الوسيطية للمنحني 
[image: image425.wmf]C

 هي:
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1) احسب أشعة الواحدة 
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 لثلاثية فرينيه،
2) احسب تقوس المنحني 
[image: image428.wmf]C

 في أي نقطة منه ،

3) عيِّن إحداثيات مركز تقوس المنحني 
[image: image429.wmf]C

 في النقطة الموافقة للقيمة 
[image: image430.wmf]0
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4) احسب نصف قطر الالتفاف في أي نقطة من المنحني 
[image: image431.wmf]C

،

5) عيِّن معادلتي المستوي الملاصق والمستوي المقوم للمنحني 
[image: image432.wmf]C

 عند أي نقطة منه.
الحل: 1) إن:
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وبالتالي:
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شعاع التقوس هو:
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ومنه نستنتج أن نصف قطر التقوس يساوي:
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وشعاع الناظم هو:


[image: image437.wmf]®

®

®

®

-

-

=

=

j

t

i

t

ds

T

d

N

sin

cos

r


و شعاع الواحدة الثنائي التعامد:
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2) التقوس في أي نقطة منه هو نفسه شعاع التقوس، أي أن:
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3) إن:
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وبالتالي:
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وبما أن 
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أو بطريقة أخرى: من أجل 
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ومنه:
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4) إن:
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وبما أن 
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5) معادلة المستوي الملاصق هي:
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معادلة المستوي المقوم هي:
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2-9 السطوح (Surfaces)
إن السطح 
[image: image455.wmf]S

 هو المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفضاء الثلاثي الأبعاد التي لها صفة مميزة مشتركة. فإذا أمكن التعبير عن الصفة المميزة لنقاط السطح 
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 بعلاقة رياضية تربط بين إحداثيات أي نقطة 
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 من السطح، فإن هذه العلاقة تسمى المعادلة الديكارتية للسطح 
[image: image458.wmf]S

 ويعبر عنها بالمعادلة 
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في بعض الأحيان، يمكن التعبير عن الصفة المميزة لنقط السطح 
[image: image460.wmf]S

 بمعادلات وسيطية من الشكل التالي:
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حيث أن 
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 وسيطان حقيقيان. وبما أن الفضاء الثلاثي الأبعاد ينسب، عادة، إلى جملة محاور متعامدة، فإن التابع الشعاعي:
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يمثل سطحاً 
[image: image464.wmf]S

، وذلك لأنه من أجل أي قيمة ثابتة للوسيط 
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 ولتكن 
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 فإن التابع الشعاعي:
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يمثل منحنياً فراغياً ومن أجل قيمة ثابتة أخرى للوسيط 
[image: image468.wmf]u

 ولتكن 
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 فإن التابع الشعاعي:
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يمثل منحنياً فراغياً آخر، وهكذا إذا تحول الوسيط 
[image: image471.wmf]u

 فإن التابع الشعاعي 
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 يمثل منحنياً يتحرك في الفضاء الثلاثي الأبعاد مولداً سطحاً 
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يسمى 
[image: image474.wmf])

,

(

v

u

r

®

 شعاع الموضع لأي نقطة من نقاط 
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 ويسمى 
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 وسيطي السطح 
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تعريف (2-9-1): يسمى السطح 
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 الذي معادلته 
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 سطحاً صقيلاً أو أملساً إذا كان التابع 
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 مستمراً وكذلك إذا كان المشتقان الجزئيان 
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 تابعين مستمرين في كل نقطة من نقاط السطح.

مبرهنة (2-9-1): إذا كان 
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 يكون عمودياً عليه.
برهان: لتكن 
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 نقطة من السطح 
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 إحداثياتها 
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 بالنسبة للوسيط 
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 يكون مماساً للمنحني 
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 في النقطة 
[image: image496.wmf]0

M

 وبالتالي يكون الشعاعان 
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 مماسين للسطح 
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 في النقطة 
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 ويكون جداؤهما الشعاعي 
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 شعاعاً عمودياً على السطح 
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ملاحظة (2-9-1): إذا كان السطح مغلقاً، يُعتبر الشعاع 
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 المتجه إلى خارج السطح شعاع الناظم له، وإذا كان السطح مفتوحاً يكون له حافة ولتكن ممثلة بالمنحني 
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 فإن ناظم هذا السطح يكون في جهة تقدم (تحرك) بزال يدور وفقاً لطريقة توجيه المنحني 
[image: image506.wmf]C

. أو وفقاً لقاعدة اليد اليمنى:

إذا وجه إبهام اليد اليمنى باتجاه ناظم السطح 
[image: image507.wmf]S

 فإن باقي الأصابع تكون ملتفة باتجاه توجيه حافة السطح 
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 الممثلة بالمنحني 
[image: image509.wmf]C

. نوضح ذلك بالشكل (2-2).
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مثال (2-3-1): عيِّن شعاع واحدة الناظم على السطح الممثل بالتابع الشعاعي:
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الحل: إن:
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ومنه:
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وهذا يعني أن للسطح 
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 شعاعي واحدة عموديان على 
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بحذف الوسيطين 
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u

,

 من المعادلات الوسيطية للسطح 
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 (ما هي هذه المعادلات؟) نحصل على المعادلة الديكارتية للسطح 
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وهذه معادلة سطح كرة مركزها 
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مثال (2-3-2): عيِّن معادلة المستوي المماس للسطح 
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الحل: إذا وضعنا 
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المستوي المماس للسطح عند أي نقطة منه يحوي الشعاعين 
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بوضع 
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وبالتالي فإن الشعاع الناظم على المستوي المماس للسطح عند النقطة 
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وإذا كانت 
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2-10 المؤثر التفاضلي الموجه (Differential vector operator)
المؤثر التفاضلي الموجه الذي يرمز له بالرمز 
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 ويقرأ (nabla) يعرف بالمساواة التالية:
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للمؤثر التفاضلي خواص مشابهة لخواص التابع الشعاعي، إضافة إلى أنه يستخدم في تعيين بعض المقادير الفيزيائية التي تلعب دوراً هاماً في الدراسات التطبيقية منها تدرج التابع السلمي وتباعد التابع الشعاعي ودورنه.
2-11 تدرج التابع السلمي (Gradient of scalar function)
إذا كان 
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 تابعاً معرفاً وقابلاً للاشتقاق عند كل نقط من نقاط المنطقة الفراغية 
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إن التابع 
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مبرهنة (2-11-1): شعاع تدرج التابع 
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برهان: إذا كانت 
[image: image573.wmf])

,

,

(

z

y

x

P

 نقطة من سطح السوية 
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وبالتالي شعاع المماس لسطح السوية عند 
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وهذا يعني أن شعاع التدرج 
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2-11-1 خواص شعاع التدرج (Properties of the gradient)
لشعاع التدرج مجموعة من الخواص أهمها:
1) بما أن 
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3) إذا كان 
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مثال (2-11-1): عيِّن شعاع الواحدة العمودي على السطح 
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ومنه:
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مثال (2-11-2): إذا كانت 
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مثال (2-11-3): برهن أن 
[image: image606.wmf]u

u

f

u

f

®

®

Ñ

¢

=

Ñ

)

(

)

(

 حيث 
[image: image607.wmf](

)

z

y

x

u

u

,

,

=

 .

الحل:

[image: image608.wmf]®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

¶

¶

¢

+

¶

¶

¢

+

¶

¶

¢

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ

k

z

u

u

f

j

y

u

u

f

i

x

u

u

f

k

z

u

du

df

j

y

u

du

df

i

x

u

du

df

k

z

f

j

y

f

i

x

f

u

f

)

(

)

(

)

(

)

(



[image: image609.wmf]u

u

f

k

z

u

j

y

u

i

x

u

u

f

k

z

u

u

f

j

y

u

u

f

i

x

u

u

f

®

®

®

®

®

®

®

Ñ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

¢

=

¶

¶

¢

+

¶

¶

¢

+

¶

¶

¢

=

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(


مثال (2-11-4): ليكن لدينا التابع السلمي 
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ب) عيِّن الحالة التي يكون فيها المشتق الوارد في البند (أ) مساوياً لطويلة تدرج التابع 
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الحل: أ) إن شعاع الموضع لأي نقطة 
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ب) كي يكون هذا المشتق يساوي طويلة تدرج التابع 
[image: image620.wmf])
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طريقة ثانية:
من الشرط 
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 وهذا يعني أن 
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 الذي بدوره يتحقق إذا وفقط إذا كان 
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مثال (2-11-5): عيِّن مجموعة نقاط الفضاء 
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 التي يكون فيها شعاع تدرج التابع 
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أ) عمودياً على المحور 
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ب) موازياً للمحور 
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.
الحل: إن 
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أ) يكون التدرج عمودياً على محور الرواقم إذا كان الجداء السلمي للتدرج والشعاع 
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 معدوماً أي إذا كان 
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ب) ويكون التدرج موازياً لمحور الرواقم إذا كان التدرج عمودياً على كلٍ من 
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. أي إذا كان:
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لكن 
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2-12 تباعد الحقل الشعاعي(Divergence of vector field) 
ليكن 
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 حقلاً شعاعياً للموضع في المنطقة 
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 من الفراغ (قياسه واتجاهه محدد في كل نقطة من 
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). يسمى الجداء السلمي للمؤثر التفاضلي 
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 بالتابع الشعاعي 
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 تفرق أو تباعد التابع 
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 في المنطقة 
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 ويرمز له بالرمز 
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. فإذا كان الفضاء الثلاثي الأبعاد منسوباً إلى الجملة الديكارتية المتعامدة وكان:
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فإن:
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المعنى الفيزيائي للتباعد

إن تباعد حقل شعاعي يحدد سرعة تغير كل مركبة من مركباته في اتجاه ذلك الحقل، فإذا كان الحقل الشعاعي 
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 يعبر عن تدفق سائل ما وكان 
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 موجباً  فهذا يعني أن السائل يتدفق من النقطة المعتبرة أكثر من أن يتدفق إليها وتسمى هذه النقطة في هذه الحالة نبعاً. أم إذا كان 
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 سالباً فالعملية معاكسة والسائل يتدفق إلى النقطة أكثر من تدفقه منها، وإذا كان 
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 معدوماً فإن كميتي السائل المتدفقتين من النقطة وإليها متساويتان.
من أهم خواص تباعد حقل شعاعي الخواص التالية:
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حيث أن 
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 حقلان شعاعيان وأن 
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 تابع سلمي.
مثال (2-12-1): برهن أن 
[image: image661.wmf]0

3

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

Ñ

®

®

r

r

 حيث 
[image: image662.wmf]®

®

®

®

+

+

=

j

z

j

y

i

x

r

 و 
[image: image663.wmf]|

|

®

=

r

r

.

الحل: 
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لكن:
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ومنه:
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مثال (2-12-2): إذا كان 
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 تابعاً سلمياً، احسب تباعد تدرج هذا التابع.

الحل: إن تدرج التابع 
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وبالتالي فإن تدرج التباعد يساوي:
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2-13 دوران الحقل الشعاعي (Curl of vector field)
ليكن 
[image: image672.wmf]®
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 حقلاً شعاعياً للموضع في المنطقة 
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 من الفراغ (قياسه واتجاهه محدد في كل نقطة من 
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). يسمى الجداء الشعاعي للمؤثر التفاضلي 
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 بالتابع الشعاعي 
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 دوران التابع 
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 في المنطقة 
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 ويرمز له بالرمز 
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. فإذا كان الفضاء الثلاثي الأبعاد منسوباً إلى الجملة الديكارتية المتعامدة وكان:
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فإن:
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ويكتب إحداثياً بالشكل:
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وفي المستوي 
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 يكون:
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مثال (2-13-1): إذا كان 
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 عند النقطة 
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الحل: 
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وبالتالي فإن 
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المعنى الهندسي للدوران

إن دوران الحقل الشعاعي يصف العلاقة بين السرعة الزاوية والسرعة الخطية لجسم يدور، حيث أنه إذا كان لدينا جسماً يدور بالسرعة الزاوية 
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 حول المحور الموجه باتجاه الشعاع 
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 فإن السرعة الخطية 
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 لهذا الجسم تعطى بالعلاقة 
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 أي أن السرعة الخطية لجسم يدور بسرعة زاوية منتظمة يساوي دوران شعاع السرعة الزاوية. 
من أهم خواص دوران حقل شعاعي الخواص التالية:
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أي أن دوران شعاع التدرج يساوي الشعاع الصفري.


[image: image698.wmf]0

rot

div

)

4

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

´

Ñ

×

Ñ

=

®

®

®

®

®

w

w


أي أن تباعد دوران الحقل الشعاعي 
[image: image699.wmf]®
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 يساوي الصفر.
تمارين محلولة 
1- أوجد شعاع الواحدة المحمول على شعاع المماس في أية نقطة من المنحني المعطى وسيطياً بالمعادلات:
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ثم أوجد شعاع الواحدة في النقطة 
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وبالتالي فإن شعاع الواحدة على المماس في أية نقطة من المنحني يعطى كما يلي:


[image: image704.wmf]2

2

2

)

6

4

(

)

4

(

)

2

(

)

6

4

(

4

2

-

+

+

-

+

+

=

®

®

®

®

t

t

k

t

j

i

t

T


وفي النقطة 
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[image: image706.wmf]®

®

®

®

®

®

®

+

+

=

+

+

+

+

=

k

j

i

k

j

i

T

3

1

3

2

3

2

)

2

(

)

4

(

)

4

(

2

4

4

2

2

2


2- أثبت أن:
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الحل:
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3- أثبت أن:
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4- أثبت أن:
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ومنه:
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5- أوجد المشتق الموجه للتابع 
[image: image717.wmf]2

2

4

xz

yz

x

+

=

F

 وفق الاتجاه 
[image: image718.wmf]®

®

®

-

-

k

j

i

2

2

 في النقطة 
[image: image719.wmf])

1

,

2

,

1

(

-

-

.

الحل:

[image: image720.wmf]®

®

®

®

®

+

+

+

+

=

+

Ñ

=

F

Ñ

k

xz

y

x

j

z

x

i

z

xyz

xz

yz

x

)

8

(

)

4

2

(

)

4

(

2

2

2

2

2


وفي النقطة 
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والمشتق الموجه المطلوب في النقطة 
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6- في أي اتجاه من النقطة 
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وبالتالي:
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وتكون قيمة المشتق أكبر ما يمكن وفق الاتجاه: 
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وهذه القيمة هي:
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7- إذا كان 
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8- أوجد شعاع الواحدة العمودي على السطح 
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وفي النقطة 
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وشعاع الواحدة العمودي على السطح في تلك النقطة عندئذٍ هو الشعاع:
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9- إذا كان 
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الحل: بفرض أن:
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فيكون:

[image: image746.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)

(

)

(

)

(

)

(

n

n

n

n

n

z

y

x

z

k

z

y

x

y

j

z

y

x

x

i

z

y

x

z

y

x

r

+

+

¶

¶

+

+

+

¶

¶

+

+

+

¶

¶

=

+

+

Ñ

=

+

+

Ñ

=

Ñ

®

®

®

®

®

®



[image: image747.wmf]®

-

®

-

®

®

®

-

-

®

-

®

-

®

=

=

+

+

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

×

+

+

+

ú

û

ù

ê

ë

é

×

+

+

+

ú

û

ù

ê

ë

é

×

+

+

=

r

nr

r

r

n

k

z

j

y

i

x

z

y

x

n

z

z

y

x

n

k

y

z

y

x

n

j

x

z

y

x

n

i

n

n

n

n

n

n

2

1

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

2

)

(

)

(

)

(

2

)

(

2

2

)

(

2

2

)

(

2


10- إذا كان 
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11- إذا كان 
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12- إذا كان 
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حيث أن 
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تمارين غير محلولة
1- إذا كانت المعادلات الوسيطية للمنحني الفراغي 
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2- عيِّن معادلة المستوي المماس للسطح 
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3- عيِّن معادلة المستوي المماس للسطح 
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حقلاً شعاعياً محافظاً ثم عيِّن كمونه السلمي.
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