مكاملة التوابع الشعاعية
Integration of vector valued functions
سندرس في هذا الفصل تكاملات التوابع الشعاعية وبعض تطبيقاتها 
1- التكامل المحدد للتابع الشعاعي (Definite integral of vector function)
إذا كان 
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 تابعاً شعاعياً ، وكانت التوابع السلمية 
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 معرفة ومستمرة في المجال 
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يسمى التكامل المحدد للتابع الشعاعي 
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 في المجال 
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يتعين الشعاع (.1) بتعيين ثلاثة تكاملات محددة لثلاثة توابع سلمية هي مساقط الشعاع 
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 التي تشكل مركبات هذا الشعاع. لذا فإن جميع خواص تكاملات التوابع السلمية تبقى هنا صحيحة أيضاً.
مثال (1): إذا رمزنا لتسارع جسيم في أي لحظة 
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 المعرف كما يلي:
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عيِّن شعاع السرعة 
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 وشعاع الموضع 
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 علماً أن الجسيم بدأ حركته في اللحظة 
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 من السكون ومن مبدأ الإحداثيات.

الحل: إن شعاع التسارع هو مشتق شعاع السرعة وشعاع السرعة هو مشتق شعاع الموضع، وبالتالي:
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2 -التكامل المنحني للتابع الشعاعي (Line integral of vector function)
إذا كان 
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 منحنياً فراغياً بدايته النقطة 
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 ونهايته النقطة 
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 يرسمه رأس شعاع الموضع 
[image: image21.wmf])

(

t

r

®

، أي أن 
[image: image22.emf]C




C

 منحنياً موجهاً من 
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 وإذا كان:
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حقلاً شعاعياً معرفاً ومستمراً على طول المنحني الموجه 
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 فإن:
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وهذا التكامل المنحني لتابع سلمي نعلم كيف تحسب قيمته.

إذا أعطي المنحني 
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 وسيطياً بالمعادلات:
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حيث أن 
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 يوافقان النقطتين 
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 بداية المنحني 
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 ونهايته على الترتيب) فإن التكامل المنحني يرد إلى تكامل محدد كما يلي:
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2-1 بعض خواص التكاملات المنحنية
(Some properties of line integrals)

[image: image37.wmf]ò

ò

ò

Ç

Ç

Ç

®

®

®

®

®

®

×

+

×

=

×

BC

AB

ABC

dr

w

dr

w

dr

w



[image: image38.wmf]ò

ò

Ç

Ç

®

®

®

®

×

-

=

×

BA

AB

dr

w

dr

w



[image: image39.wmf]ò

ò

ò

®

®

®

®

®

®

®

×

+

×

=

×

+

C

C

C

dr

w

dr

w

dr

w

w

2

1

2

1

)

(



[image: image40.wmf])

const.

(

;

=

×

=

×

ò

ò

®

®

®

®

k

dr

w

k

dr

w

k

C

C


يرمز للتكامل المنحني المغلق بالرمز 
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مثال (2): احسب قيمة التكامل المنحني 
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 الشعاع الذي ترسم نهايته القطعة المستقيمة 
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 الواصلة بين النقطة 
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الحل: المعادلة الديكارتية للمستقيم المار بالنقطة 
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 وسيط فإن المعادلات الوسيطية للمستقيم هي:
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والمعادلة الشعاعية لهذا المستقيم هي:
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وبما أن 
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3-المعنى الميكانيكي للتكامل المنحي 
(Mechanical meaning of line integral)
بما أن 
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 وبالتالي يمثل التكامل 
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 تكامل المركبة المماسية للحقل الشعاعي 
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 على طول المنحني 
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 من بدايته حتى نهايته. فإذا كان 
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 يمثل قوة مؤثرة على جسيم يتحرك على طول المنحني 
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 فإن التكامل المنحني 
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 يمثل عمل القوة الناتجة عن انتقال الجسيم على طول المنحني 
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 من بدايته حتى نهايته. 
مثال (3): ليكن 
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 المبذول لنقل نقطة مادية على المنحني:
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من النقطة الموافقة لقيمة الوسيط 
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الحل: إن:
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4- جولان حقل شعاعي(curl of vector field) 

إن الدور الأكثر أهمية للتكامل المنحني في بعض الحقول هو عندما يؤخذ على منحني مغلق، حيث أنه يسمى التكامل في هذه الحالة جولان الحقل الشعاعي على المنحني المغلق. أي إذا كان 
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 يمثل حقل السرع لنقاط سائل وكان 
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 منحنياً بسيطاً مغلقاً وله الاتجاه الموجب فإن التكامل المنحني 
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 يمثل دوران السائل حول المنحني 
[image: image77.wmf]C

 ويسمى جولان 
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 ونرمز له بالرمز:
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مثال (3): ليكن 
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حيث أن 
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 هو نصف القطر الشعاعي لجزيئة ما واقعة في النقطة 
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 على الدائرة التي نصف قطرها 
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وبالتالي فإن الجولان يساوي:


[image: image91.wmf]S

R

R

d

R

R

dx

ydx

xdy

dr

a

a

G

AB

w

pw

j

w

j

j

j

w

w

p

p

2

2

)

sin

cos

(

)

(

)

(

2

2

0

2

2

0

2

2

2

2

=

=

=

+

=

-

=

×

=

ò

ò

ò

®

®

®


حيث أن 
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 مساحة الدائرة المعطاة.
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ملاحظة (1): إذا كان لدينا منحنيين 
[image: image93.wmf]1

C

 و 
[image: image94.wmf]2

C

 يوصلان النقطة 
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 بالنقطة 
[image: image96.wmf]B

 كما في الشكل (2)، فإن التكاملين المنحنيين يأخذان في الحالة العامة قيمتين مختلفتين.

مثال (2): احسب قيمة التكامل:
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في كل من الحالتين:
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 هو القطعة المستقيمة من المستقيم 
[image: image104.wmf]x

y

z

=

=

,

2

  بدايته النقطة 
[image: image105.wmf]A
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 المعينتان في الطلب الأول.

الحل: 1) إن شعاع الموضع لنقطة 
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2) شعاع الموضع في هذه الحالة هو 
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نلاحظ الاختلاف بين النتيجتين السابقتين وهذا يدل على أن قيمة التكامل المنحني تتعلق بمنحني المكاملة بشكل عام.
5- الحقل الشعاعي المحافظ – تابع الكمون
(Conservative field – potential function)
تعريف (1): يسمى الحقل الشعاعي 
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 حقلاً محافظاً أو حقلاً لا دورانياً في المنطقة 
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 تدرجاً لحقل سلمي في المنطقة 
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 تابع الكمون السلمي للحقل الشعاعي 
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مبرهنة (1): يكون الحقل الشعاعي 
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 محافظاً إذا وفقط إذا كان 
[image: image126.wmf]®

®

=

0

rot

w

.

برهان: إذا كان 
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وبالعكس إذا كان 
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وبالتالي:
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كي يكون 
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[image: image140.wmf]y

 لنفس التابع، أي:


[image: image141.wmf]2

1

,

w

y

u

w

x

u

=

¶

¶

=

¶

¶


يجب أن يكون:
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أي أن يكون:
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وهذا محقق. بنفس الطريقة نجد أن 
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 يصلح أن يكون المشتق الجزئي للتابع 
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وهذا يكافئ أن 
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 حقل شعاعي محافظ.
مثال (5): عيِّن الثوابت 
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 كي يكون التابع الشعاعي: 
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حقلاً شعاعياً محافظاً وعيِّن تابع الكمون السلمي للتابع الشعاعي 
[image: image153.wmf]®
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الحل: بما أن 
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 حقل شعاعي محافظ فإن:
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ومنه:
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أي أن:
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وبما أن 
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 الكمون السلمي للحقل المحافظ 
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حيث 
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 توابع كيفية ناتجة عن التكاملات. بما أن التكاملات الثلاث السابقة تمثل علاقة واحدة فقط فبالمقارنة بين حدود العلاقات 
[image: image163.wmf])
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 نعيِّن هذه التوابع. فمثلاً 
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 هو مجموع جميع حدود العلاقتين الثانية والثالثة التي تحوي 
[image: image167.wmf]y

 أو 
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 أو الاثنين معاً وغير الموجودة في العلاقة الأولى، وهذا يعني:
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ومنه يكون:
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مبرهنة (2): يكون 
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 حقلاً شعاعياً محافظاً في المنطقة 
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 من الفضاء الثلاثي الأبعاد إذا وفقط إذا كان التكامل المنحني 
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 مستقلاً عن شكل المنحني الذي يقع في 
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 ويصل بين النقطتين 
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نتيجة (1): يكون 
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 حقلاً شعاعياً محافظاً في المنطقة 
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 أي منحني بسيط مغلق من في 
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مثال (6): ليكن لدينا الحقل الشعاعي التالي:
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أ) برهن أن 
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 حقل شعاعي محافظ وعيِّن كمونه السلمي 
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 يمثل قوة مؤثرة على جسيم في هذا الحقل، احسب عمل هذه القوة لدى انتقال الجسيم من النقطة 
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 إلى النقطة 
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جـ) احسب قيمة التكامل 
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 المستطيل الذي رؤوسه 
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الحل: أ) بما أن:
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فإن الحقل الشعاعي 
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 محافظاً وبالتالي فإن 
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 تابع الكمون السلمي لـ
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حيث 
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 توابع كيفية ناتجة عن التكاملات. بما أن التكاملات الثلاث السابقة تمثل علاقة واحدة فقط فبالمقارنة بين حدود العلاقات 
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 و 
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 تعيَّن هذه التوابع. فمثلاً 
[image: image203.wmf])
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 هو مجموع جميع حدود العلاقتين الثانية والثالثة التي تحوي 
[image: image204.wmf]y

 أو 
[image: image205.wmf]z

 أو الاثنين معاً والغير موجودة في العلاقة الأولى، وهذا يعني:
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ومنه:
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ب) إذا رمزنا لعمل القوة بـ 
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جـ) إن 
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 لأن 
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 حقلاً محافظاً والمنحني 
[image: image213.emf]C
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 بسيط ومغلق.
مثال (6): ليكن لدينا الحقل الشعاعي التالي:
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والمطلوب البرهان على أن 
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 هو حقل محافظ وإيجاد كمونه.

الحل: إن:
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وبالتالي فإن 
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 هو حقل محافظ ولنوجد كمونه 
[image: image218.wmf]U
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طريقة أولى:
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أي أن:
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طريقة ثانية:
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أي أن:
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وبالتالي:
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لنأخذ المساواة:
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بمكاملة الطرفين بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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وبمفاضلة طرفي العلاقة الأخيرة بالنسبة لـ
[image: image227.wmf]y

 نحصل على:
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وبالتالي فإن:
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ومنه نجد أن 
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بالتعويض في عبارة 
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بمفاضلة الطرفين بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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وبالتالي فإن:
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6- الحقل الشعاعي الأنبوبي – تابع الكمون الشعاعي


ليكن 
[image: image237.wmf])
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 حقلاً شعاعياً معطى في النطاق الفراغي 
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، نسمي 
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 حقلاً أنبوبياً إذا تحققت العلاقة التالية في جميع نقاطه:

                                                 (3.2)
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تفسير ذلك في ديناميك السوائل هو أن الحقل لا يملك ينابيعاً، وفي الكهرباء الساكنة يفسر ذلك بأن الحقل بدون شحنات.


إن الشرط اللازم والكافي حتى يكون الحقل الشعاعي 
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 بحيث أنه من أجل جميع النقاط 
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أو بالشكل التحليلي:

       (3.4) 
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يسمى الشعاع 
[image: image247.wmf])
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 شعاع الكمون للحقل الشعاعي 
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إن الكمون الشعاعي 
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 ليس وحيداً إذ أن العلاقات (3.2) و (3.3) و(3.4) يحققها الشعاع:
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حيث أن 
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 تابع سلمي قابل للاشتقاق. يمكن الحصول على النتيجة السابقة من العلاقة:
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وبذلك فإن الكمونات الشعاعية لحقل شعاعي تختلف عن بعضها بفارق تدرج تابع سلمي ما.


يمكن الحصول على على الكمون الشعاعي في الحالة العامة بأن نبحث عن حل خاص لجملة المعادلات التفاضلية الجزئية (3.4) بالنسبة لمجاهيل التوابع:
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مثال (3-2-7): برهن أن الحقل الشعاعي:
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هو حقل أنبوبي في أي نطاق فضائي لا يحوي مبدأ الإحداثيات.

الحل: لنوجد تباعد الحقل الشعاعي:
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بشكل مماثل نجد أن:
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ومنه:
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وهذا يعني أن الحقل 
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 هو حقل أنبوبي في أي نطاق فضائي لا يحوي مبدأ الإحداثيات، إذ أن 
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مثال (3-2-8): أوجد الكمون الشعاعي 
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 للحقل الشعاعي الأنبوبي:
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الحل: بما أن الكمون الشعاعي غير وحيد، نختاره بحيث يكون 
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، أي أننا سنبحث عن الكمون الشعاعي من الشكل:
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وبالتالي علينا أن نحل جملة المعادلات:
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من المعادلة الثالثة نجد:
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وحيث أن:
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فإننا نجد من المعادلتين الأولى والثانية أن:
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وبالتالي فإن للكمون الشعاعي الذي نبحث عنه الشكل:
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ويمكننا أن نتحقق من ذلك كما يلي:
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7-الحقل الشعاعي التوافقي (Harmonic vector field)
ليكن 
[image: image274.wmf])
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 حقلاً شعاعياً معطى في النطاق الفراغي 
[image: image275.wmf]G

، نسمي 
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 حقلاً توافقياً إذا كان كمونياً وأنبوبياً في نفس الوقت. أي إذا تحقق في كل نقطة من نقاطه الشرطان التاليان:
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نجد من الشرط الأول أن:
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ومن الشرط الثاني:
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حيث أن 
[image: image281.wmf]D

 هو مؤثر لابلاس. وبالتالي ففي الحقل التوافقي يتحقق:
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تسمى هذه المعادلة معادلة لابلاس كما تسمى حلولها توابع توافقية ومنها التوابع التالية:
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8-التكامل السطحي لتابع شعاعي
(Surface integral of vector valued function)
[image: image897.emf]G
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إذا كان 
[image: image286.wmf]G

 سطحاً مستوياً من الفضاء الديكارتي 
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 محدداً بالمنحني البسيط المغلق 
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 وليكن 
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 شعاع الواحدة المحمول على ناظم السطح 
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 بحيث أن توجيه المنحني 
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 يتم بعكس دوران عقارب الساعة بالنسبة لناظر يقف في نهاية الشعاع 
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، كما في الشكل (3-3).

سنعتبر أن الجهة الموافقة للشعاع 
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 هي الجهة الموجبة للسطح 
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 بشعاع 
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 طوله 
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 يساوي مساحة ذلك السطح واتجاهه من اتجاه 
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. لنختار جملة إحداثيات ديكارتية ولنرمز بـ 
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إذا لم يكن السطح مستوياً فيمكن اعتبار أحد الاتجاهين هو الاتجاه الموجب. إن شعاع الناظم في نقطة من السطح يكون عمودياً وواقعاً في الجهة الموجبة منه، ويمكن توجيه حدود السطح بنفس الطريقة السابقة، أي بحيث يكون الاتجاه الموجب بعكس دوران عقارب الساعة بالنسبة لناظر من اتجاه شعاع الناظم.
إيجاد عنصر المساحة التفاضلي لسطح
1) إذا كان السطح معطى بالمعادلات الوسيطية (الحالة العامة):
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والتي يمكن التعبير عنها بالمعادلة الشعاعية:
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أو:
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ولتكن التوابع 
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 مستمرة في المنطقة 
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 التي تتحول فيها 
[image: image308.wmf]u

 و 
[image: image309.wmf]v

.


إذا ثبتنا 
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 في النقطة 
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 فإننا نحصل على منحني فراغي معادلاته الوسيطية هي:
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أو بشكل مختصر:
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وكذلك إذا ثبتنا 
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 في النقطة 
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 نحصل على منحني فراغي آخر هو:

[image: image316.wmf])

,

(

0

v

u

r

r

®

®

=


[image: image898.emf]z


y


x


u


0


=


const


.


v


0


=


const


.


du


r


u


®


¢


dv


r


v


®


¢




z

y

x

u

0

=const.

v

0

=const.

du r

u





dv r

v






بما أن مساحة متوازي الأضلاع المنشأ على شعاعين 
[image: image317.wmf]®
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 تعطى بالعلاقة:
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فإذا كان لدينا الشعاعان 
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ومنه:

                                           (3.5)
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2) إذا كان السطح معطى بالمعادلة الديكارتية 
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ومنه:
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وبحسب العلاقة (3.5) يكون:
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وعنصر المساحة (طول الشعاع السابق) يعطى بالعلاقة:
                                           (3.6)
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من جهة ثانية فإن الناظم 
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 على السطح 
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 في النقطة 
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وإذا كانت 
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بالتعويض في (3.6) نجد:
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حيث أن 
[image: image339.wmf]®

n

 شعاع الواحدة على الناظم 
[image: image340.wmf]®

N

 وللشعاع 
[image: image341.wmf]®

S

 اتجاه الشعاع 
[image: image342.wmf]®

N

 نفسه.

يمكن حساب المساحة 
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ومنه:

                                           (3.7)
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وبالتالي فإن مساحة السطح تعطى بالتكامل:
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بشكلٍ مشابه لما ورد أعلاه نجد أن:
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                                           (3.8)
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3) إذا كان السطح معطى بالمعادلة الضمنية 
[image: image355.wmf])

,

,

(

z

y

x

F

 فإن المشكلة في إيجاد شعاع الواحدة على الناظم. وهذا يتم كما يلي:
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وبعد ذلك يمكن تطبيق العلاقات التي حصلنا عليها سابقاً.

ملاحظة (1): عند حساب مساحة السطح 
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 وجدنا أن المساحة عبارة عن تكامل ثنائي مأخوذ على المنطقة التي تمثل مسقط السطح 
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ننتقل الآن إلى التعرف على التكاملات السطحية في التحليل الشعاعي. لنجزء السطح 
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 سطحاً جزئياً بحيث تكون مساحة السطح الجزئي 
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لنرمز لهذا التجزيء بالرمز 
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1) ليكن 
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 تابعاً سلمياً ولنشكل المجموع التكاملي:

                                           (3.10)
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إن التكامل السطحي (نهاية المجموع التكاملي (3.10)) يدعى تدفق الحقل السلمي 
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 ونكتب:
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2) ليكن 
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 حقلاً شعاعياً، ولنشكل المجموع التكاملي:

                                           (3.11)
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إن التكامل السطحي (نهاية المجموع التكاملي (3.11)) يدعى التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
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3) نسمي المجموع التكاملي:
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التدفق الشعاعي للحقل الشعاعي 
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إذا كان السطح 
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 مغلقاً فإننا نرمز للتكاملات على ذلك السطح بالرموز 
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 ويكون شعاع الناظم باتجاه خارج السطح.

حساب التكاملات السطحية
1) وجدنا أنه إذا أعطي السطح 
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 وسيطياً بالمعادلات:
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حيث أن:
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ويكون:


[image: image391.wmf]dudv

v

r

u

r

U

ds

U

xy

G

G

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

¶

¶

´

¶

¶

=

®

®

®

òò

òò

)

1



[image: image392.wmf]dudv

k

u

y

v

x

v

z

u

x

j

u

x

v

z

v

x

u

z

i

u

z

v

y

v

z

u

y

U

xy

G

ú

û

ù

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

+

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

=

®

®

®

òò


هنا يجب أن نعوض:
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في الحالتين 
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2) وجدنا كذلك أنه إذا أعطي السطح بالمعادلة اليكارتية:
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ومنه يكون:
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في كل مرة يحسب التكامل الثنائي على المسقط 
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 على المستوي 
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 ويتم تعويض المتحول 
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3) إذا كان السطح 
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 معطى ضمنياً بالمعادلة:
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فيمكن حساب التكاملات السطحية بالاعتماد على العلاقات (3.7) ، (3.8) ، (3.9) ولا ننسى أن 
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 هو شعاع الواحدة على ناظم السطح المعطى، وبالتالي يصبح لدينا:
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عند اختيار العلاقة المناسبة نأخذ بعين الاعتبار الملاحظة (3-3-1).

مثال (1): أوجد تدفق الحقل السلمي 
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 الموجود في الثمن الأول بين القيمتين 
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الحل: التمثيل البياني لسطح الاسطوانة مبين في الشكل (6).
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يمكن إسقاط السطح 
[image: image421.wmf]G

 على المستوي 
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 وذلك لأن أي مستقيم عمودي على المساوي 
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 سيقطع السطح 
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 في نقطة واحدة فقط. ولذلك:
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وبالتالي فإن تدفق الحقل السلمي 
[image: image429.wmf]U

 يعطى كما يلي:

[image: image430.wmf]®

®

=

®

®

=

=

®

®

=

®

®

=

®

®

®

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

×

×

=

ò

ò

ò

ò

ò

òò

òò

j

i

dz

j

z

i

z

dxdz

j

x

xz

i

z

x

dxdz

j

y

i

x

xz

j

y

i

x

y

dxdz

xyz

ds

U

z

z

x

z

x

G

G

xz

100

100

3

64

3

64

8

3

16

8

3

8

3

4

4

/

8

3

5

0

5

0

4

0

2

2

5

0

4

0


مثال (2): أوجد التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
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 من خلال السطح 
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 المعطى في المثال (1).

الحل: وجدنا في المثال (3-3-1) أن:
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ومنه فإن التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
[image: image434.wmf]®

V

 من خلال السطح 
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 يعطى كما يلي:
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مثال (3): أوجد التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
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 الواقع في الثمن الأول.
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الحل: التمثيل البياني للمنطقة 
[image: image441.wmf]G

 مبين في الشكل (7).

يمكننا الإسقاط على المستوي 
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 (لماذا؟)، وتعطى معادلة السطح هنا بالعلاقة:
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وبالتالي فإن 
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ومنه:


[image: image446.wmf]dxdy

k

j

i

ds

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

+

=

®

®

®

®

2

3


والتدفق السلمي للحقل الشعاعي يعطى كما يلي:
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9- التكاملات الحجمية للتوابع الشعاعية 

(Triple integrals of vector valued functions)


وجدنا في التكاملات المنحنية بأن التكامل المنحني يؤخذ على منحني يكون العنصر التفاضلي الموجه للطول عليه هو 
[image: image448.wmf]®
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 وهو شعاع له اتجاه المماس للمنحني. كما وجدنا في التكاملات السطحية أن التكامل السطحي يؤخذ على سطح يكون العنصر التفاضلي الموجه للمساحة عليه هو 
[image: image449.wmf]®
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 ولهذا الشعاع اتجاه الناظم على السطح. أما في التكاملات الحجمية فلا يوجد عنصر تفاضلي موجه للحجم، والسبب في ذلك هو أن الحجم يحصره سطح أملس (سطح لا يحوي رؤوس مدببة) ولا يمكن تعيين شعاع وحيد بحيث نستطيع إيجاد عنصر الحجم عليه. لذلك فإن العنصر التفاضلي للحجم عنا غير موجه وسنرمز له بالرمز 
[image: image450.wmf]dv

.


يعرف التكامل الحجمي للتوابع الشعاعية كنهاية لمجموع تكاملي كما هو الحال بالنسبة للتكاملات المنحنية والسطحية.


فإذا كان 
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 حقلاً شعاعياً فإن التكامل الحجمي له على حجم 
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 يعطى بالعلاقة كما يلي:
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مثال (3-4-1): احسب التكامل الحجمي 
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وأن 
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 هو الحجم المحدد بالسطوح:
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الحل: المنطقة الحجمية 
[image: image458.wmf]V

 مبينة في الشكل (3-8).
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مثال (3-4-2): احسب التكامل الحجمي 
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وأن 
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 هو الحجم المحدد بالمستويات:
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الحل: المنطقة 
[image: image464.wmf]V

 مبينة في الشكل (9). 

لنحسب 
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10-بعض المبرهنات الأساسية في التكاملات الشعاعية

(Some important theorems)
إن البحث في سلوك الحقول يرتبط بتطبيق التكاملات على المنحنيات والسطوح.
توجد في الدراسة النظرية والتطبيقية لهذه التكاملات مبرهنات أساسية تلعب دوراً هاماً في تبسيط حساب التكاملات. نذكر من هذه المبرهنات مبرهنة ستوكس ومبرهنة غرين – استروغرادسكي ومبرهنة غوص – استروغرادسكي، حيث أن هذه المبرهنات تساهم في تبسيط الحسابات وتعطي تصوراً أوضح للمفاهيم الأساسية وسلوك الحقول.

1- مبرهنة ستوكس: يمكن بالاعتماد على هذه المبرهنة رد التكامل المنحني على منحني بسيط مغلق 
[image: image469.wmf]C

 في الفراغ إلى تكامل على سطح منحني مفتوح 
[image: image470.wmf]S

 محدود بذلك المنحني. إذا كانت التوابع 
[image: image471.wmf])
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 مستمرة وكذلك مشتقاتها الجزئية من المرتبة الأولى في كل نقطة من 
[image: image474.wmf]S

 عندئذٍ تتحقق العلاقة:
(3.12)
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وتدعى صيغة ستوكس، حيث أن 
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 جيوب تمام توجيه شعاع الواحدة [image: image477.wmf]®
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 على ناظم السطح 
[image: image478.wmf]S

.
إن اختيار الشعاع 
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 يتم وفق اتجاه التكامل على المنحني 
[image: image480.wmf]C

 باستخدام قاعدة اليد اليمنى (اتجاه الدوران على المنحني 
[image: image481.wmf]C

 يتم بعكس اتجاه عقارب الساعة بالنسبة لناظر من نهاية الشعاع 
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) ويجب أن يبق السطح 
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 على يسار متحرك يسير على المنحني 
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 ورأسه باتجاه 
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 أثناء عملية المكاملة.

بفرض أن 
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 فإن العلاقة (3.12) تكتب بالشكل:

                                      (3.13)
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وتعني أن التكامل السطحي للمركبة الناظمية لجولان التابع الشعاعي 
[image: image488.wmf]®
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 على السطح المفتوح 
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 الذي حافته المنحني 
[image: image490.wmf]C

 يساوي التكامل المنحني للمركبة المماسية للتابع الشعاعي 
[image: image491.wmf]®
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 على طول المنحني البسيط المغلق 
[image: image492.wmf]C

 والموجه بحيث يكون الناظم على السطح 
[image: image493.wmf]S

 متجهاً نحو الخارج.
مثال (1): حقق مبرهنة ستوكس حيث 
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 هو جزء سطح مجسم القطع المكافئ [image: image496.wmf]2
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 المحدد بالمستوي 
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 هو حافة السطح [image: image499.wmf]S
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الحل: الشكل البياني للسطح [image: image500.wmf]S

 والمنحني [image: image501.wmf]C

 مبين في الشكل (3-10).
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بما أن المنحني 
[image: image502.wmf]C

 هو الدائرة  وله الاتجاه السالب (كي يكون ناظم السطح 
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 متجهاً باتجاه الخارج) فإن معادلاته الوسيطية هي 
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 تتحول من 
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 إلى صفر. وبالتالي:
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من جهة أخرى لدينا:
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وبالتالي:
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وبالانتقال للإحداثيات القطبية نحصل على:
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مثال (2): حقق مبرهنة ستوكس حيث 
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 جزء من السطح الذي معادلته 
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الحل: إن 
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 هو نصف الكرة التي مركزها 
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ونصف قطرها يساوي 
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 والمنحني 
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 هو محيط الدائرة 
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 كما في الشكل (3-11).
لنحسب التكامل 
[image: image522.wmf]òò

®

®

®

×

´

Ñ

S

ds

n

F

)

(

 أولاً. إن:


[image: image523.wmf]®

®

®

®

®

®

®

®

®

=

+

+

+

-

=

-

-

-

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

´

Ñ

k

k

j

i

yz

yz

z

y

yz

y

x

z

y

x

k

j

i

F

)

0

(

)

2

2

(

2

2

2



[image: image524.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4

4

4

2

2

2

|

)

4

(

|

)

4

(

z

y

x

k

z

j

y

i

x

z

y

x

k

z

j

y

i

x

z

y

x

z

y

x

n

+

+

+

+

=

+

+

+

+

=

-

+

+

Ñ

-

+

+

Ñ

=

®

®

®

®

®

®

®

®

®


[image: image905.emf]y


x


z


S


C


:  


x


2


+y


2


=4


®


N




y

x

z

S

C:  x

2

+y

2

=4



N


لتعيين 
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 نكتب معادلة السطح 
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 بالشكل 
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وبالتالي:
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بالانتقال إلى الإحداثيات القطبية نجد أن:
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لنحسب التكامل 
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أي أن التكاملين متساويان وبالتالي فإن المبرهنة محققة.
ملاحظة (1): إذا تحقق في المنطقة الفراغية 
[image: image534.wmf]G

 ما يلي:

                            (3.14)
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فإن التكامل المنحني الموجود في الطرف الأيسر من صيغة ستوكس ينعدم، أي أن:
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وهذا يعني أن هذا هذا الحقل لا يتعلق بالمنحني 
[image: image537.wmf]C

 الذي نكامل عليه، وبالتالي فإن ما تحت إشارة التكامل هو تفاضل تام لتابع سلمي ما 
[image: image538.wmf])
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. وإذا تذكرنا تعريف الحقل الشعاعي الكموني فإن مبرهنة ستوكس توصلنا إلى النتيجة التالية:

الشرط اللازم والكافي كي يكون الحقل الشعاعي:
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حقلاً كمونياً هو أن يتحقق الشرط (3.14).
2- مبرهنة غرين – أوستروغرادسكي: تعتبر هذه المبرهنة حالة خاصة من مبرهنة ستوكس، فإذا كان السطح 
[image: image540.wmf]S

 هو عبارة عن منطقة 
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 من المستوي 
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 (أو الذي يوازيه) فإن:
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عندئذٍ تصبح العلاقة (3.12) بالشكل:

                      (3.15)
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وهي العلاقة المعرفة بصيغة غرين – أوستروغرادسكي في المستوي.


تكتب العلاقة (3.15) شعاعياً كما يلي:

                                (3.16)
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حيث أن:
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وتبقى الملاحظة (3-5-1) صحيحة هنا أيضاً في الحالة الخاصة، فيكون الشرط اللازم والكافي حتى يكون الحقل الشعاعي 
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 كمونياً هو أن يكون:
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مثال (3): حقق مبرهنة غرين – أوستروغرادسكي في المستوي حيث أن:
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و 
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 هو المنحني المغلق المحدد بالمنطقة المحددة بالمنحنيين 
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الحل: المنطقة 
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 مبينة بالشكل (3-12)
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إن تحقيق المبرهنة يعني حساب كل طرف والمطابقة:
لنحسب الطرف الأيسر:

إن:


[image: image554.wmf]ò

ò

ò

=

=

+

=

+

x

y

x

y

C

Ydy

Xdx

2


حيث أن:
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ومنه:
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لنحسب الطرف الأيمن:
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مثال (4): احسب باستخدام مبرهنة غرين استروغرادسكي التكامل التالي:
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حيث أن 
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 هو المثلث الموضح بالشكل (3-13).
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الحل: من صيغة غرين – استروغرادسكي لدينا:
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]

4

2

2

sin

2

1

sin

2

/

0

2

/

0

/

2

0

p

p

p

p

p

p

p

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

-

=

ò

ò

ò

=

=

=

x

x

x

y

dx

x

x

x

dydx

x


3- مبرهنة غوص – استروغرادسكي (مبرهنة التباعد): باستخدام هذه المبرهنة يمكن رد التكامل السطحي إلى تكامل حجمي. فإذا كانت 
[image: image564.wmf]G

 منطقة من الفضاء الديكارتي-
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 واقعة داخل السطح المغلق 
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 وكانت التوابع 
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 معرفة داخل 
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 وعلى السطح 
[image: image571.wmf]S

 وكانت هذه التوابع ومشتقاتها الجزئية من المرتبة الأولى مستمرة، عندئذٍ تتحقق العلاقة:

      (3.17)
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حيث أن 
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 على ناظم السطح الخارجي لـ 
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 في نقطة ما منه 
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تكتب الصيغة (3.17) شعاعياً كما يلي:

                                        (3.18) 
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وتسمى صيغة التباعد لغوص – استروغرادسكي وتعني أن التكامل السطحي للتابع 
[image: image578.wmf]®

w

 على السطح 
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 يساوي التكامل الحجمي (الثلاثي) لتفرق التابع الشعاعي [image: image580.wmf]®
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 على المنطقة 
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 المحددة بهذا السطح. 

مثال (3-5-5): إذا كانت 
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 منطقة مغلقة من الفضاء-
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 يحددها سطح الاسطوانة التي معادلتها 
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 سطح 
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. فإذا كان 
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 من خلال السطح 
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الحل: الشكل البياني للسطح 
[image: image592.wmf]S

 مبين في الشكل (3-14) 

بما أن:
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فإن:
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وبالانتقال إلى الإحداثيات الاسطوانية 
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مثال (3-5-6): إذا كانت [image: image597.wmf]G

 منطقة مغلقة من الفضاء-
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 يعينها المكعب المحدد بالمستويات 
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. فإذا كان 
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الحل: الشكل البياني للسطح [image: image605.wmf]S

 مبين في الشكل (3-15). 
لحساب التدفق بشكل مباشر من العلاقة 
[image: image606.wmf]òò

®

®

×

S

dA

N

w

 يجب تجزئة التكامل إلى مجموع ستة تكاملات، كل تكامل منها على وجه من وجوه المربع ويتم تعيين معادلة هذا الوجه وشعاع واحدة الناظم 
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وهكذا بالنسبة لباقي الأوجه الخمسة (احسب التكاملات الخمسة المتبقية).

بتطبيق مبرهنة غوص – استوغرادسكي نجد أن:
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مثال (3-5-7): حقق مبرهنة غوص – استوغرادسكي حيث أن 
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الحل: إن:
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وبالتالي:
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حيث 
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 جزء الكرة الواقع في الثمن الأول. ولحساب هذا التكامل ننتقل إلى الإحداثيات الكروية:
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وبالتالي:
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إن 
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ومنه:
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حيث 
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وبالتالي:


[image: image639.wmf]òòò

òò

òò

®

®

®

®

®

®

×

Ñ

=

=

×

=

×

G

S

S

dv

w

a

ds

w

ds

w

2

4

2

1

p


وهو المطلوب.

تمارين محلولة
1- إذا كان 
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ب) على المنحني 
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2- ليكن 
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 حقل قوة كموني يحقق 
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حيث أن 
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 طولا شعاعي السرعة في النقطتين 
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الحل: إن:
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لكن 
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ومنه نجد أن:
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يعبر 
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3- أوجد كمون الحقل الشعاعي:
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الحل: لنتأكد أولاً من الحقل الشعاعي المعطى هو حقل كموني (محافظ). من أجل ذلك نوجد دورانه:
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أي أن الحقل 
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 هو حقل كموني.

لنكتب التفاضل التام لتابع الكمون:
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ومنه:
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وبالتالي فإن:
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4- أوجد التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
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 المعطى بالمعادلات الوسيطية:
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الحل: إن شعاع الموضع هو التالي:
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ومنه:


[image: image694.wmf]®

®

®

®

+

+

=

¢

k

j

v

i

u

r

u

2



[image: image695.wmf]®

®

®

+

=

¢

j

u

i

v

r

v

2


وبالتالي:
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والتدفق السلمي هو التكامل السطحي التالي:
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5- أوجد التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
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 من خلال سطح نصف الكرة 
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الحل: معادلة السطح هي:
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ومنه:
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والتدفق السلمي للحقل الشعاعي هو:
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حيث أن 
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 هو مسقط السطح 
[image: image705.wmf]S

 (نصف الكرة) على المستوي 
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بالانتقال إلى الإحداثيات القطبية نجد:
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والتكامل السلبق يصبح بالشكل:
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6- أوجد التكامل الحجمي 
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 المنطقة الفراغية المحددة بالسطوح:


[image: image713.wmf]0

0

5

9

2

=

=

=

=

=

x

y

y

x

z

z


الحل: المنطقة 
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 مبينة في الشكل (3-16).
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7- حقق مبرهنة ستوكس حيث 
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 هو سطح مجسم القطع المكافئ 
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الحل: المنطقة المحددة بالسطح 
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 مبينة في الشكل (3-17).
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نكتب صيغة ستوكس بالشكل:
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تكتب معادلة السطح بالشكل:
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ومنه:
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بالانتقال إلى الإحداثيات القطبية نجد أن:
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الطرف الأيسر:
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حيث أن 
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 هو المنحني 
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نلاحظ أن نتيجة الطرف الأيمن متطابقة مع نتيجة الطرف الأيسر وبالتالي فإن المبرهنة محققة.

8- احسب التكامل السطحي باستخدام مبرهنة غوص - اسروغرادسكي:
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حيث أن 
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 هي سطح المنطقة المحددة بالمستويات:
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الحل: السطح 
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 مبين في الشكل (3-18).
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إن:
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وبحسب مبرهنة غوص - استروغرادسكي فإن:
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ومنه:
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وبالتالي:
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9- احسب التدفق السلمي للحقل الشعاعي التابع 
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الحل: الشكل البياني للسطح 
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 مبين في الشكل (3-19).
وبالتالي يمكن الإسقاط على المستوي-
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وبالتالي:
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لحساب 
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 نكتب معادلة السطح 
[image: image754.wmf]S

 بالشكل 
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ويكون التدفق يساوي:
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10- احسب التدفق السلمي للحقل الشعاعي 
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الحل: الشكل البياني  للسطح 
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لتعيين الشعاع 
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وبالتالي:
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ولحساب 
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 نكتب معادلة السطح 
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 بالشكل 
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وتكون قيمة التكامل تساوي:
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تمارين غير محلولة
1- احسب قيمة التكامل المنحني [image: image771.wmf]ò
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3- احسب قيمة التكامل المنحني 
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6- احسب مقدار العمل الناتج عن نقل جسيم في حقل القوى المعرف بالعلاقة 
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وأن 
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9- احسب قيمة التكامل 
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10- احسب قيمة التكامل 
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12- حقق مبرهنة غوص - استروغرادسكي حيث أن 
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13- استخدم مبرهنة غوص - استروغرادسكي في حساب قيمة التكامل:
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14- استخدم مبرهنة غوص - استروغرادسكي في حساب قيمة التكامل 
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15- استخدم مبرهنة غوص - استروغرادسكي في حساب قيمة التكامل قيمة التكامل 
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17- استخدم مبرهنة غرين في إثبات أن قيمة التكامل المنحني:
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تساوي الصفر من أجل أي منحني بسيط مغلق 
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18- احسب قيمة التكامل المنحني:
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21- احسب قيمة التكامل 
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