الفصل الثالث
المعادلات التفاضلية العادية من المرتبة الأولى 
والدرجة العالية
First order and higher degree ordinary

differential equations

إذا كانت المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة 
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 حيث أن 
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 فإن شكلها العام هو 
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 وحلها العام يحوي ثابتاً اختيارياً وحيداً وليكن 
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. وبما أن المعادلات من المرتبة الأولى والدرجة الثانية أو أكثر معادلات لا خطية وحلها -في أكثر الأحيان– ليس سهلاً، لذا سندرس الحالات الخاصة التالية:
3-1 المعادلة المحلوله بالنسبة للمشتق (Solvable for derivative equation)
الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية من المرتبة الأولى والدرجة 
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 والمحلولة بالنسبة لـ
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ينتج عن هذه المعادلة المعادلات التفاضلية التالية:
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بما أن الحل العام لأي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة الأولى يحوي ثابتاً اختيارياً واحداً وليكن 
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، فإذا رمزنا لحل المعادلة الأولى بـ 
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 ورمزنا لحل المعادلة الثانية بـ 
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 وهكذا إذا رمزنا لحل الأخيرة (رقم 
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 فإن الحل العام للمعادلة الأصلية هو:
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مثال (3-1-1): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة غير محلولة بالنسبة للمشتق ولذلك نحللها إلى جداء مضاريب بحيث يكون كل مضروب محلولاً بالنسبة 
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. ويمكن النظر إلى هذه المعادلة على أنها معادلة جبرية من الدرجة الثانية بالنسبة للمتحول 
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وبالتالي:
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أي أن جذري هذه المعادلة هما:
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وبالتالي تكتب المعادلة بالشكل:
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أي أننا حصلنا على معادلتين تفاضليتين محلولتين بالنسبة لـ
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، المعادلة الأولى هي:
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هذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى منفصلة المتحولين وحلها العام هو:
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المعادلة الثانية هي:
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وهذه أيضاً معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين حلها العام هو:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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مثال (3-1-2): أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تحلل هذه المعادلة على الشكل التالي:
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أي أن المعادلة المعطاة تكافئ معادلتين تفاضليتين محلولتين بالنسبة لـ
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المعادلة التفاضلية الأولى هي 
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، والمعادلة التفاضلية الثانية هي 
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 وحلها العام هو 
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. وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة الأصلية هو:
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مثال (3-1-3): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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بعد التأكد أنها تكتب على الشكل:
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الحل: 
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أي أن المعادلة تحلل بالشكل المذكور وبالتالي:
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حيث أن:
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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3-2 المعادلة المحلولة بالنسبة للتابع 
[image: image51.wmf]y

  equation)
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(Solvable for 
الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية من المرتبة الأولى والدرجة 
[image: image53.wmf]n

 والمحلولة بالنسبة لـ
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 هو:


[image: image55.wmf])

,

(

y

x

f

y

¢

=


لإيجاد الحل العام لمثل هذه المعادلة التفاضلية نضع 
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 وسيط، ثم نعوض في المعادلة فنحصل على:
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باشتقاق طرفي هذه المعادلة بالنسبة لـ
[image: image59.wmf]x

 نحصل على:
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بتحليل هذه المعادلة إلى جداء مضروبين أو أكثر فإن المضروب الذي يحوي 
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 يعطي الحل العام للمعادلة المعطاة بالشكل الوسيطي:
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وإذا أمكن حذف الوسيط 
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 نحصل على الحل العام بالشكل الديكارتي. أما المضاريب الأخرى (إن وجدت) فينتج عنها حلولاً شاذة للمعادلة الأصلية.

من المعادلات الشهيرة والمحلولة بالنسبة لـ
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 معادلة لاغرانج 
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. وفي حالة أخص، إذا لم تكن المعادلة التفاضلية حاوية المتحول المستقل 
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، فإن الحل يكون أسهل. فالمعادلة تكون من الشكل الآتي:
                                           (3.1)
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وبفرض أن 
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 وسيط، بالتتعويض في المعادلة (3.1) نحصل على:

                                           (3.2)
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باشتقاق طرفي المعادلة (3.2) بالنسبة لـ
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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ويعطى الحل العام للمعادلة المعطاة وسيطياً:
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مثال (3-2-1): عيِّن الحل العام وحلاً شاذاً للمعادلة التالية:
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الحل: المعادلة محلوله بالنسبة لـ
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 (لماذا ؟) ولتعيين حلها العام نفرض أن 
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نشتق طرفي هذه المعادلة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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وبالتالي:
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ويتعين الحل العام للمعادلة المعطاة من حل المعادلة:
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وهذه معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين (لماذا؟) وحلها:
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وبالتالي يكون الحل الوسيطي للمعادلة هو:


[image: image86.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

c

x

p

p

x

xp

y

2

4

2

2


يمكن حذف الوسيط بين المعادلتين فنحصل على الحل العام بالشكل الديكارتي:
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يعيَّن حل شاذ للمعادلة من حل المعادلة:
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وهذا يعني أن 
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حيث أننا نختار ثابت التكامل مساوياً للصفر (لماذا ؟) ألأن أي حل غير الحل العام لا يحوي ثابت اختياري أم لسبب آخر؟.

مثال (3-2-2): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بوضع 
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نشتق طرفي هذه المعادلة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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هذه المعادلة تكتب على الشكل:
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الحل العام للمعادلة الأصلية ينتج عن حل المعادلة:


[image: image97.wmf]0

1

cos

=

-

dx

dp

p


التي حلها العام هو:
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وبالتالي الحل العام للمعادلة الأصلية هو:
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للمعادلة حلاً شاذاً أيضاً ينتج عن حل المعادلة 
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مثال (3-2-3): عيِّن معادلة المنحني 
[image: image102.wmf]c

 من المستوي
[image: image103.wmf]-

xy

 بفرض أن المماس له عند أي نقطة 
[image: image104.wmf])

,

(

y

x

M

 منه ينصف الزاوية 
[image: image105.wmf]Ù

OMD

 حيث أن 
[image: image106.wmf]D

 مسقط 
[image: image107.wmf]M

 على المحور
[image: image108.wmf]-

x

 (شكل 3-1).
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الحل : واضح من المثلث 
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 أن:
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وأن 
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وبالتالي:
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المعادلة الناتجة محلوله بالنسبة لـ
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الحل العام للمعادلة التفاضلية التي تصف المسألة الرياضية هو الحل العام للمعادلة 
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بالتعويض في 
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 نحصل على الحل العام:
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3-3 المعادلة المحلوله بالنسبة للمتحول 
[image: image124.wmf]x

  equation)
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(Solvable for 
الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية من المرتبة الأولى والدرجة 
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 المحلولة بالنسبة لـ
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 هو:
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لتعيين حلها العام نضع 
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 ثم نشتق بالنسبة لـ
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 (لماذا؟):
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وبما أن:
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فإن:
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بتحليل هذه المعادلة إلى جداء مضروبين أو أكثر فإن المضروب الذي يحوي 
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 يعطي حلاً من الشكل 
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، وبالتالي للحل العام للمعادلة المعطاة الشكل:
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أما المضروب أو المضاريب الأخرى فينتج عن حلها حلاً شاذاً أو أكثر.

مثال (3-3-1): عيِّن الحل العام وحل شاذ للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: هل هذه المعادلة محلوله بالنسبة لـ
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لذلك نضع 
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نشتق الطرفين بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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وبإصلاح هذه المعادلة وتحليلها نحصل على:
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الحل العام للمعادلة المعطاة ينتج عن الحل العام للمعادلة:
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وهذه معادلة تفاضلية منفصلة المتحولين، تكتب على الشكل:
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بمكاملة الطرفين نحصل على:
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وهذا يعني أن الحل العام (الوسيطي) للمعادلة هو:
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يمكن حذف الوسيط للحصول على الحل العام بالشكل الديكارتي. من المعادلة الثانية لدينا 
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 وبالتعويض في المعادلة الأولى نحصل على الحل العام بالشكل:
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لتعيين حل شاذ للمعادلة المعطاة نحل المعادلة:
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وحل هذه المعادلة يعين كما يلي: 

بما أن 
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نختار ثابت التكامل صفراً (لماذا؟) وبالتالي يكون الحل الشاذ هو 
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مثال (3-3-2): عيِّن شكل الجسم العاكس بحيث أن الشعاع الضوئي الذي يسقط عليه من منبع ثابت (مبدأ الإحداثيات) ينعكس موازياً المحور-
[image: image158.wmf]x

 كما في الشكل (3-2)
الحل : الجسم العاكس هو السطح الدوراني الناتج عن دوران المنحني الذي معادلته 
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واضح من المثلث 
[image: image177.wmf]M

M

O

¢

 أن 
[image: image178.wmf]x

y

=

f

2

tan

 وهذا يعني أن:


[image: image179.wmf]x

y

=

-

f

f

2

tan

1

tan

2


وبما أن 
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ومنه:
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لحل هذه المعادلة نضع 
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الحل العام للمعادلة التفاضلية التي تصف المسألة الفيزيائية ينتج عن حل المعادلة التفاضلية:
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تكتب هذه المعادلة على الشكل:
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وحلها العام هو:
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بالتعويض بـ
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 نحصل على معادلة مقطع الجسم بالشكل الديكارتي:
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أي أن مقطع الجسم العاكس عبارة عن قطع مكافئ والجسم العاكس هو مجسم قطع مكافئ.
3-4 المعادلة التي لا تحوي المتحول المستقل

(Equations without independent variable)

إذا كانت المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة 
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 وكان لها الشكل 
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 وكانت محلولة بالنسبة لـ
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 فتكون منفصلة المتحولين وإذا كانت محلولة بالنسبة لـ
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 فإن حلها العام يعيَّن كما ورد سابقاً. فيما عدا ذلك يعيَّن الحل العام بوضع:
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حيث أن التابعين 
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 و 
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 يختاران بحيث تتحقق المعادلة التفاضلية.

بما أن 
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وبالتالي:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية 
[image: image206.wmf]0
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 يعطى وسيطياً بالمعادلتين:
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مثال (3-4-1): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: بوضع 
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[image: image210.wmf]dx

p

dy

sin

=


وبمفاضلة طرفي العلاقة الثانية نجد:
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أي أن الحل العام (الوسيطي) للمعادلة التفاضلية الأصلية هو:
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مثال (3-4-2): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة محلولة بالنسبة لـ
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وبمفاضلة العلاقة الثانية نجد:
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وبالتالي:


[image: image220.wmf]dp

e

p

p

pdx

p

)

2

(

2

+

=


وبالتالي:
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ومنه:


[image: image222.wmf]c

P

e

c

p

e

e

x

dp

e

p

dx

p

p

p

p

+

+

=

+

-

+

=

+

=

)

1

(

)

1

(

2

)

2

(


أي أن الحل العام (الوسيطي) للمعادلة التفاضلية الأصلية هو:
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3-5 المعادلة التي لا تحوي التابع (Equations without the function) 
إذا كانت المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة 
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 وكان لها الشكل 
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 وكانت محلولة بالنسبة لـ
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 فتكون منفصلة المتحولين وإذا كانت محلولة بالنسبة لـ
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 فإن حلها العام يعيَّن كما ورد سابقاً. فيما عدا ذلك يعيَّن الحل العام بوضع:
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حيث أن التابعين 
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 و 
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 يختاران بحيث تتحقق المعادلة التفاضلية.

بما أن 
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وبالتالي:
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وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية 
[image: image234.wmf]0
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 يعطى وسيطياً بالمعادلتين:
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مثال (3-5-1): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة محلولة بالنسبة لـ
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. بوضع 
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من العلاقة الأولى نجد:
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وبمفاضلة طرفي العلاقة الثانية نجد:
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وبالتالي:
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أي أن الحل العام (الوسيطي) للمعادلة التفاضلية الأصلية هو:


[image: image243.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

+

=

=

c

p

p

p

y

p

p

x

4

ln

2

ln

2

2


مثال (3-5-2): عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:

[image: image244.wmf]2

2

3

x

y

x

=

¢

+


الحل: المعادلة لا تحوي 
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 ومحلولة بالنسبة لـ 
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والحل العام للمعادلة المعطاة هو:
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تمارين محلولة
1) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة محلولة بالنسبة لـ
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 وتصبح:
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نضع 
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 فنحصل على:
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نشتق طرفي المعادلة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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بالإصلاح نجد أن:
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ينتج الحل العام للمعادلة الأصلية عن المعادلة:
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التي تكتب بالشكل:
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والتي حلها العام:
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وبالتالي يكون الحل العام (الوسيطي للمعادلة الأصلية) هو:
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وبحذف الوسيط نحصل على الصيغة الديكارتية التالية للحل العام:
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للمعادلة حلان شاذان هما 
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 ينتجان عن المعادلة 
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2) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة محلولة بالنسبة لـ
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 ولذلك نضع 
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نشتق المعادلة الناتجة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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الحل العام للمعادلة الأصلية ينتج عن المعادلة 
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 التي حلها العام 
[image: image277.wmf]c

p

=

. أي أن الحل العام للمعادلة الأصلية هو:
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3) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: يمكن النظر إلى هذه المعادلة على أنها جبرية من الدرجة الثانية بالنسبة لـ
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أي أن المعادلة تحلل كما يلي:
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ينتج من المعادلة 
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وينتج من المعادلة 
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وبالتالي الحل العام للمعادلة الأصلية هو:
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4) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:


[image: image291.wmf]2

2

2

x

y

x

y

y

+

¢

-

¢

=


الحل: المعادلة محلولة بالنسبة لـ
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 ، لذا نضع 
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 فنحصل على:
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نشتق الطرفين بالنسبة لـ
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 فنحصل على:


[image: image296.wmf]0

1

1

2

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

-

=

dx

dp

x

dx

dp

p

x

dx

dp

x

p

dx

dp

p

p



[image: image297.wmf]0
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ينتج الحل العام للمعادلة الأصلية عن المعادلة:
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التي حلها العام:
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وبالتالي يكون الحل العام (الوسيطي) للمعادلة الأصلية هو:
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بحذف الوسيط نحصل على الحل العام بصيغته الديكارتية:
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للمعادلة حل شاذ ينتج عن المعادلة 
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[image: image303.wmf]2

x

y

=

¢

 وحلها 
[image: image304.wmf]4

2

x

y

=

.
5) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: المعادلة محلولة بالنسبة لـ
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نشتق الطرفين بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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نكتب المعادلة الأخيرة بالشكل التالي:
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أي أن المعادلة تفاضلية خطية بالنسبة للمتحول المستقل 
[image: image312.wmf]p

 والتابع 
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. وبالتالي:
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الحل العام الوسيطي للمعادلة الأصلية هو:
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6) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: تكتب المعادلة بالشكل:
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نضع 
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نشتق طرفي المعادلة بالنسبة لـ
[image: image320.wmf]x
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نكتب المعادلة الأخيرة بالشكل:
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أي أنها معادلة تفاضلية خطية، وبالتالي:
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أي أن الحل العام (الوسيطي) للمعادلة الأصلية هو:
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7) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نضع 
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نشتق طرفي المعادلة الناتجة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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إما 
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وهو حل شاذ للمعادلة الأصلية.

8) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نضع 
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نشتق طرفي المعادلة بالنسبة لـ
[image: image339.wmf]x

 فنحصل على:
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إما 
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 والحل العام للمعادلة التفاضلية الأصلية هو 
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وهو حل شاذ للمعادة التفاضلية الأصلية.

9) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نضع 
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نشتق طرفي المعادلة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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وبالتالي الحل العام (الوسيطي) للمعادلة الأصلية هو:
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10) عيِّن الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية:
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الحل: نضع 
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 نشتق طرفي المعادلة بالنسبة لـ
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 فنحصل على:
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المعادلة التفاضلية الناتجة خطية، وبالتالي:
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بما أن:
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فإن:
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وبالتالي يكون الحل العام (الوسيطي) للمعادلة التفاضلية الأصلية هو:
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11) عيِّن المنحني الذي يكون لأجله طول جزء المماس الواقع بين نقطة التماس ومحور الفواصل يساوي فاصلة نقطة التماس.

الحل: ليكن 
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فإن:
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وبالتالي، المعادلة التفاضلية التي ينتج عن حلها المنحني المطلوب هي:
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لتعيين الحل العام لهذه المعادلة، نكتبها بالشكل:


[image: image372.wmf]2

1

y

y

x

y

¢

+

¢

=


بفرض أن 
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باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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وبالتالي:
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أي أن معادلة المنحني المطلوب تعطى وسيطياً بالمعادلتين التاليتين:
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12) عيِّن معادلة المنحني الذي يكون لأجله طول الجزء الواقع بين محوري الإحداثيات من أي ناظم يساوي عدداً ثابتاً 
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الحل: ليكن 
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حيث أن 
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نقطتي تقاطع الناظم مع محور الفواصل ومحور التراتيب هما 
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المعادلة الناتجة صعبة الحل بالنسبة لـ
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 أو بالنسبة لـ
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، لذا نحلها بإدخال وسيط.
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بتبديل 
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 في المعادلة الأخيرة بـ 
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معادلة تفاضلية خطية، لتعيين حلها العام لدينا:
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أي أن معادلة المنحني المطلوب تعطى وسيطياً بالمعادلتين التاليتين:
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13) عيِّن معادلة المنحني الذي لأجله يكون طول الجزء الواقع بين محوري الإحداثيات من أي مماس له يساوي عدداً ثابتاً 
[image: image400.wmf]a

.
الحل: لتكن 
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 نقطة من المنحني الذي نبحث عنه، معادلة مماس هذا المنحني في هذه النقطة هي:
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حيث أن 
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أي أن:
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بفرض أن 
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باشتقاق طرفي المعادلة الناتجة بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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إما 
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 فيكون للمعادلة الحل الشاذ التالي:
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تمارين غير محلولة
عيِّن الحل العام لكل معادلة من المعادلات التفاضلية التالية:
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