الفصل الأول
مفاهيم عامة في المعادلات التفاضلية العادية
General concepts in differential equations
عند حل المسائل الرياضية والفيزيائية والميكانيكية والكيميائية والبيولوجية وغيرها من العلوم التي تدرس ظواهر الطبيعة، ليس بالضرورة أن نستطيع إيجاد علاقة مباشرة بين المتغيرات التي تصف المسألة. 
يتسنى لنا في أغلب الأحيان إيجاد علاقة بين بعض المتغيرات (التوابع) وسرعات تغيُّراتها بالنسبة للمتغيرات الأخرى (المتحولات المستقلة). ونستطيع بكلام آخر تشكيل معادلة يدخل فيها التابع المجهول وبعض مشتقاته.
1-1 تعريف المعادلة التفاضلية (Definition of the differential equation) 
المعادلة التفاضلية معادلة تحتوي على مشتق أو تفاضل تابع مجهول بالنسبة لمتحول مستقل واحد أو أكثر.

تصنف المعادلة التفاضلية وفقاً لثلاثة معايير هي النوع والمرتبة والدرجة.

1-1-1 المعادلة التفاضلية العادية (Ordinary differential equation)
إذا احتوت المعادلة التفاضلية على بعض مشتقات أو تفاضلات تابع مجهول وحيد لمتحول مستقل واحد فإنها تسمى معادلة تفاضلية عادية. فإذا كان التابع المجهول هو 
[image: image1.wmf]y

 والمتحول المستقل هو 
[image: image2.wmf]x

، فإن الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية يعطى بالعلاقة:

                                        (1.1)
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المعادلات التالية جميعها تفاضلية عادية:
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1-1-2 المعادلة التفاضلية الجزئية (Partial differential equation)
إذا كان تابع المعادلة التفاضلية المجهول تابعاً لمتحولين مستقلين أو أكثر، فإن المعادلة تسمى معادلة تفاضلية جزئية.
المعادلات التالية جميعها تفاضلية جزئية:
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1-2 مرتبة المعادلة التفاضلية (Order of the differential equation)
مرتبة المعادلة التفاضلية هي أعلى مرتبة اشتقاق محتواة في المعادلة. فمثلاً 
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 هي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة التاسعة، أما 
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 فهي معادلة تفاضلية جزئية من المرتبة الثانية.
1-3 درجة المعادلة التفاضلية (Degree of the differential equation)
درجة المعادلة التفاضلية هي قوة أعلى مرتبة اشتقاق محتواة في المعادلة. فمثلاً 
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 هي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة الثانية والدرجة الثالثة، أما 
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 فهي معادلة تفاضلية جزئية من المرتبة الثانية والدرجة الثانية.
1-4 حل المعادلة التفاضلية (Solution of the differential equation)
تعيين حل المعادلة التفاضلية العادية 
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، معناه إيجاد التابع 
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 الذي إذا عُوِضَ ومشتقاته التي تحويها المعادلة في المعادلة تحولت إلى مطابقة. أي إذا بدلنا كل 
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 بـ 
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 في المعادلة تحولت المعادلة إلى مطابقة. فمثلاً التابع 
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 حل للمعادلة التفاضلية العادية 
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 وبالتالي، إذا عوضنا 
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 في المعادلة تحولت إلى المطابقة 
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ملاحظة (1-4-1): إذا كان حل المعادلة التفاضلية العادية (1.1) هو التابع 
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 فإن المنحني البياني لهذا التابع يسمى منحنياً تكاملياً لهذه المعادلة.

ملاحظة (1-4-2): في بعض الأحيان يستحيل إيجاد حل المعادلة التفاضلية (1.1) كتابع صريح بالشكل 
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، يمكن عندها إيجاد الحل على شكل تابع ضمني من الشكل 
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 أو على شكل تابع وسيطي من الشكل 
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1-4-1 الحل العام لمعادلة تفاضلية

(General solution of a differential solution)
إذا تضمن حل المعادلة التفاضلية العادية (1.1) ذات المرتبة 
[image: image36.wmf]n

 ثوابت اختيارية  (arbitrary constants)عددها 
[image: image37.wmf]n

 فإنه يسمى الحل العام لهذه المعادلة.

يمكن أن يكون الحل العام تابعاً صريحاً من الشكل 
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 أو تابعاً ضمنياً من الشكل 
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 أو وسيطياً من الشكل 
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، حيث أن 
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 ثوابت اختيارية. فمثلاً، التابع 
[image: image42.wmf])
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 هو الحل العام للمعادلة التفاضلية 
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 لأنه يحقق المعادلة ويحوي ثابتين اختياريين.

1-4-2 الحل الخاص لمعادلة تفاضلية

(Partial solution of a differential solution)

نقول عن التابع 
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(

x

f

y

=

 إنه حل خاص للمعادلة التفاضلية (1.1) إذا أمكن الحصول عليه من الحل العام بإعطاء الثوابت الاختيارية قيماً عددية (بما فيها 
[image: image45.wmf]±
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). فمثلاً الحل العام للمعادلة التفاضلية 
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 نحصل على الحل الخاص 
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 نحصل على الحل الخاص 
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ملاحظة (1-4-3): بما أن الحل العام يحوي ثوابت كيفية فإن عدد الحلول الخاصة لانهائي، ولتحديد الحل الخاص الذي يصف عملية أو ظاهرة معينة يلزم توافر معلومات إضافية. فمثلاً إذا كانت المسألة على النحو الآتي:

تتحرك سيارة على طريق مستقيمة بحركة منتظمة باتجاه المدينة 
[image: image55.wmf]A

 بسرعة ثابتة 
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، متى تصل السيارة إلى المدينة 
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؟. للإجابة عن هذا السؤال يجب معرفة مكان وجود السيارة في بداية تحركها، أي معرفة المسافة التي كانت تبعدها السارة عن المدينة في اللحظة الابتدائية. 

1-4-3 الحل الشاذ لمعادلة تفاضلية

(Singular solution of a differential solution)

يسمى حل المعادلة التفاضلية العادية (1.1) شاذاً إذا لم يكن بالإمكان الحصول عليه من الحل العام بإعطاء الثوابت الاختيارية قيماً عددية. فمثلاً الحل العام للمعادلة التفاضلية 
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 هو التابع 
[image: image59.wmf]2

2

c

x

c

y

+

=

، أما التابع 
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 فهو حل شاذ لها.
1-5 بعض المسائل التي تؤول في حلها إلى معادلات تفاضلية
(Some practical problems)
مسألة (1): يسقط جسم كتلته 
[image: image61.wmf]m

 شاقولياً من ارتفاع معيَّن، بحيث أن قوة الاحتكاك المؤثرة على الجسم متناسبة مع سرعة الجسم، أي أن 
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 ثابت الاحتكاك (لماذا وضعت إشارة السالب؟). عيِّن علاقة سرعة الجسم بالزمن.

الحل: لتكن 
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 سرعة وتسارع الجسم في اللحظة 
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 على الترتيب. تؤثر على الجسم قوتان متعاكستان بالاتجاه هما قوة الثقالة 
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. حسب قانون نيوتن الثاني فإن:
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بالتعويض والاختصار نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:

                                              (1.2)
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تكتب هذه المعادلة بالشكل التالي:

                                    (1.3)
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بفرض أن:
                                                    (1.4)
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بمفاضلة الطرفين بالنسبة لـ
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 نحصل على:
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بالتعويض في المعادلة (1.3) نحصل على المعادلة التفاضلية المكافئة التالية:

                                                       (1.5)
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بضرب طرفي هذه المعادلة المعادلة بـ
[image: image76.wmf])

(

t

z

dt

 نحصل على:

                                       (1.6)
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بمكاملة طرفي المعادلة (1.6) نحصل على:

                                                (1.7)
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حيث أن 
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 ثابت كيفي.

بوضع 
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 تأخذ المعادلة (1.7) الشكل:
                                                              (1.8)
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بالتعويض في المعادلة (1.3) نجد  أن الحل العام للمعادلة (1.2) هو:
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الذي يكتب بالشكل:
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وهي علاقة تغيُّر السرعة مع الزمن.

مسألة (2): يوضع جسم درجة حرارته في اللحظة الابتدائية 
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 في وسط درجة حرارته تبقى ثابتة وتساوي 
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. كيف ستتغير درجة حرارة هذا الجسم مع مرور الزمن؟.

الحل: لتكن 
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 درجة حرارة الجسم في اللحظة 
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. الثابت تجريبياً (بعد بعض التبسيطات) أن سرعة تغيُّر درجة حرارة الجسم تتناسب مع الفرق بين درجتي حرارة الجسم والوسط المحيط. وهذا يعني أن:

                                             (1.9)
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حيث أن 
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 هو معامل التناسب.

إشارة السالب في الطرف الأيمن من المعادلة (1.9) توافق المعطيات التجريبية. إذا كان 
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 فإن درجة حرارة الجسم تتناقص ولذلك تكون سرعة تغيُّر الفرق الحراري سالبة، وإذا كان 
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 فإن درجة حرارة الجسم تتزايد وبالتالي تكون سرعة تغيُّر الفرق الحراري موجة. وهكذا فإن عملية تسخين (أو تبريد) الجسم في الوسط ذي درجة الحرارة الثابتة توصف بالمعادلة (1.9) والتي تكتب بالشكل:

                                            (1.10)
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للمعادلة (1.10) نفس شكل المعادلة (1.2). بالمقارنة بين المعادلتين نستنتج أن الحل العام للمعادلة (1.10) هو:
                                                      (1.11)
[image: image93.wmf]kt

ce

T

t

T

-

+

=

1

)

(


بالأخذ بعين الاعتبار أن 
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 نحصل على علاقة تغيُِر درجة حرارة الجسم مع الزمن:
                                        (1.12)
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يتزايد التابع 
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 في كلا الحالتين.

مسألة (3): تسقط نقطة مادية كتلتها 
[image: image101.wmf]m

 سقوطاً حراً، عيِّن قانون حركة النقطة المادية على اعتبار أن مقاومة الهواء مهملة.

الحل: نتخذ نقطة ابتدائية 
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 على المحور الشاقولي الذي تتحرك النقطة عليه ونعتمد الاتجاه الموجب من النقطة 
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 باتجاه الأسفل. يتحدد موضع النقطة من خلال الإحداثي 
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 الذي يتغيَّر مع الزمن 
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. حسب قانون نيوتن الثاني نحصل على المعادلة 
[image: image107.wmf]g

m

dt

y

d

m

×

=

2

2

 التي تختزل لتأخذ الشكل:
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بمكاملة المعادلة (1.13) مرتين متتاليتين نحصل على:

           (1.14)
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إذا كانت المسافة الابتدائية هي 
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، بالتعويض في معادلتي العلاقة (1.14) نجد أن 
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                                           (1.15)
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مسألة (4): تسقط نقطة مادية كتلتها 
[image: image115.wmf]m

 من السكون بتأثير قوة الثقالة الأرضية في وسط مقاومته متناسبة مع سرعة النقطة. عيِّن قانون حركة النقطة المادية.
الحل: إذا كان موضع النقطة في اللحظة 
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. (حسب معطيات المسألة وقانون نيوتن الثاني) يكون:
                                        (1.16)
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حيث أن 
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 هو تسارع الجاذبية الأرضية وأن 
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 هو ثابت التناسب.

بمكاملة طرفي المعادلة نحصل على:

                             (1.17)
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بضرب طرفي المعادلة (1.17) بـ
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            (1.18)   
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والتي تكتب بالشكل:

 (1.19)               
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بمكاملة طرفي المعادلة (1.19) نحصل على:
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ومنه:

 (1.20)                
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وبما أن النقطة بدأت الحركة من السكون فإن:
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بالتعويض في المعادلة (1.20) نحصل على:
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وباشتقاق طرفي المعادلة (1.20) بالنسبة لـ
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 ثم التعويض بالشروط الابتدائية المفروضة نحصل على:
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بتعويض 
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 بما يساويهما في المعادلة (1.20) نحصل على معادلة الحركة التالية:
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مسألة (5): توجد كمية 
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 من البكتيريا في ظروف تساعد على التكاثر. تفيد الخبرة في أن سرعة تزايد أعداد البكتيريا تتناسب طرداً مع عددها. عيِّن العلاقة الرياضية بين عدد البكتريا والزمن.

الحل: بفرض أن 
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                                      (1.21)
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حيث أن 
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 ثابت التناسب.

لقد آلت المسألة إلى مسألة رياضية بحتة، هي تعيين التابع 
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 الذي يمثل حل المسألة (1.21) ويحقق الشرط 
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بمكاملة طرفي المعادلة الناتجة نحصل على:

                                                 (1.22)
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 ثابت كيفي. بوضع 
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 تأخذ المعادلة (1.22) الشكل:

                                                            (1.23)
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. أي أن عدد البكتريا يزداد مع الزمن وفقاً للتابع الأسي:
                                                         (1.24)
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مسألة (6): معلوم أن الضغط الجوي يقل كلما زاد الارتفاع عن مستوى سطح البحر. عيِّن العلاقة 
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 بين الضغط الجوي 
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 والارتفاع 
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الحل: يحسب الضغط الجوي على أنه وزن عمود الهواء الذي تكون مساحة مقطعه 
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. نجري (وهمياً) مقطعين أفقيين في هذا العمود على ارتفاع 
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 وارتفاع 
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 فيكون فرق الضغط على الارتفاعين المذكورين هو 
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 ويساوي (عددياً) وزن جزء عمود الهواء الواقع بين المقطعين. أي أن 
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 تسارع الجاذبية الأرضية. إن حجم جزء عمود الهواء بين المقطعين 
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 لذلك، وإذا اعتبرنا أن الكثافة الوسطية للهواء في جزء العمود تساوي 
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 وبالتالي بالانتقال إلى النهاية من أجل 
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 في المساواة الأخيرة نحصل على المعادلة التفاضلية التالية:
                                                         (1.25)
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 تابع مجهول.
بفرض أن درجة الحرارة واحدة في جميع طبقات الغلاف الجوي فيكون (بحسب قانون بويل – ماريوت) الضغط متناسباً مع الكثافة. أي أن:

                                                          (1.26)
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حيث أن 
[image: image181.wmf]b

 ثابت التناسب.

من المعادلتين (1.25) و (1.26) نحصل على المعادلة:
                                                     (1.27) 
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التي لها شكل المعادلة (1.21) نفسه وبالتالي يكون حلها العام 
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إذا كان الضغط الجوي عند مستوي سطح البحر 
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. أي أن الضغط الجوي يتناقص مع الارتفاع وفقاً للتابع الأسي:
                                                       (1.28) 
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مسألة (7): يحوي وعاء 
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 كغ من محلول ملحي فيه 
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 كغ ملح. في لحظة محددة يفتح صنبور يعطي 
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 كغ ماءاً نقياً في الثانية بشكل مستمر ويفتح في اللحظة نفسها صنبور آخر يمرر 
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 كغ من المحلول وبحيث أن المحلول داخل الوعاء يحرك بشكل مستمر. كيف تتغير كمية الملح في الوعاء مع الزمن؟.

الحل: نعتبر لحظة فتح الصنبورين اللحظة الابتدائية 
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 التابع المجهول الذي يمثل كمية الملح في كل لحظة 
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 مساوياً كمية الملح التي خرجت من الوعاء خلال زمن قدره 
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بتقسيم أطراف المتباينة الناتجة على 
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 نحصل على:
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بما أن التابع المجهول 
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وبما أن 
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 فإن التابع 
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 يحقق المعادلة التفاضلية:
                                                            (1.30)
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لهذه المعادلة الشكل (1.21) وبالتالي فإن كمية الملح تتغير مع الزمن وفقاً للتابع الأسي 
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ملاحظة (1-5-1): إذا كانت 
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 نقطة كيفية من منحني التابع 
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 وكان مماس هذا المنحني والناظم عليه في النقطة 
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 قاطعين محور الفواصل في النقطتين 
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 على الترتيب، ولننشئ العمود 
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 على محور الفواصل الذي طوله 
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فإن:
(1) ميل المماس في النقطة 
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 يساوي:
                                                  (1.31)
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(2) معادلة المماس على المنحني في النقطة 
[image: image223.wmf])

,

(

y

x

P

 (معادلة مستقيم مار من نقطة وميله معلوم) هي:
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(3) معادلة ناظم المنحني المقام في النقطة 
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 (حاصل جداء ميلي المستقيمين المتعامدين يساوي 
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(4) نقطتا تقاطع مماس المنحني في النقطة 
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(5) نقطتا تقاطع ناظم المنحني المقام في النقطة 
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 مع محور الفواصل ومحور التراتيب (من (1.33)) هما 
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(6) طول القطعة 
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 وطول القطعة 
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(7) طول مسقط القطعة 
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 من المماس على محور الفواصل يساوي 
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مسألة (8): أوجد معادلات المنحنيات التي يكون المماس لكل منها في أية نقطة منه قاطعاً المحور 
[image: image242.wmf]y

 في منتصف القطعة من المماس المحصورة بين نقطة التماس وبين المحور 
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، ثم أوجد المنحني المار بالنقطة 
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2

,

1

(

.
[image: image279.emf]x


y


P


(


x


 


,


 


y


)


M


O


M


y


y 


= 


f


 


(


 


x


)


T


N


y




x

y

P(x

 

,

 

y)

M

O M



y = f

 

(

 

x)

T

N




الحل: من المثلث 
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 نجد أن 
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 وذلك لأن 
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 تقع في منتصف القطعة المستقيمة 
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وهي المعادلة التفاضلية التي ينتج عن حلها مجموعة المنحنيات المطلوبة.

لحل هذه المعادلة نكتبها بالشكل التالي:
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وبمكاملة طرفي المعادلة الناتجة نحصل على:
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أي أن 
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لتعيين معادلة المنحني المار بالنقطة 
[image: image253.wmf])
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 نعوض إحداثيي النقطة في المعادلة الناتجة (لحساب قيمة الثابت 
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) فنحصل على:
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تمارين غير محلولة
تحقق أن كل تابع من التوابع التالية حل للمعادلة التفاضلية الواردة مقابله:
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2- عيِّن المعادلة التفاضلية التي تقبل التابع التالي حلاً عاماً لها:
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3- عيِّن المعادلة التفاضلية التي تكون حلولها مجموعة الدوائر التي لها مركز مشترك هو 
[image: image276.wmf])
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4- عيِّن المعادلة التفاضلية التي تكون حلولها مجموعة القطوع المكافئة التي تمر من مبدأ الإحداثيات ومحورها المحرقي هو محور الفواصل.

5- عيِّن المعادلة التفاضلية التي تكون حلولها مجموعة القطوع الناقصة التي يكون قطرها الكبير ثابتاً ويساوي 
[image: image277.wmf]a
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