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  نزلاق و التدحرج و الفتل الا

  

منسوب إلى جملة إحداثیة ثابتة  فراغعلى بعضھما في  2Sو  1Sین عند حركة جسم , , ,R O i j k
  

یتلامس  

موضع من  قاط مختلفة في كلیمكن تمییز ثلاث نونقطة واحدة على الأقل،  سطحا ھذین الجسمین أثناء الحركة في

  و ھي  مواضع التماس ھذه

1Aفي تلك اللحظة، أي أن  من الفراغ التي تنطبق على نقطة التماس A نقطة التماس الھندسیة .١ S  2وA S  

1، أي أن في تلك اللحظة و تنطبق على نقطة التماس 1Sجسم الأول متماسكة مع ال 1Aنقطة  .٢ 1A S  

2و تنطبق على نقطة التماس في تلك اللحظة، أي أن  2Sمتماسكة مع الجسم الثاني  2Aنقطة  .٣ 2A S.   

  

فإذا اعتبرنا أثناء الحركة جملة إحداثیة  1 1 1 1 1, , ,R O i j k
  

و جملة إحداثیة  1Sمتماسكة مع الجسم الأول  

 2 2 2 2 2, , ,R O i j k
  

على سطح  1منحنیاً  1Rفي الجملة سترسم  1A، فإن النقطة 2Sمتماسكة مع الجسم الثاني  

و ھكذا نستنتج أن المتجھ  .2Sعلى سطح الجسم  1منحنیاً  2Rسترسم في الجملة  2Aو النقطة  1Sالجسم 

1( / )V A R


)2كما أن المتجھ  1Sو بالتالي لسطح الجسم  1ھو متجھ مماس للمنحني   / )V A R


ھو متجھ مماس  

  و بالتالي فإننا نستنتج أن ، 2Sو بالتالي لسطح الجسم  2للمنحني 

 

٢ 

2
2 2 2( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

A S
V A R V A R V A R V A R V A R


   

    
    

  و بما أن 

1
2 1 2 1 1 2( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

A S
V A R V A R V A R V A R V A R


   

    
    

  یكون 

1 1 2 2( / ) ( / ) ( / ) ( / )V A R V A R V A R V A R  
   

    

  و بما أن 

1
1 1 1( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

A S
V A R V A R V A R V A R V A R


   

    
    

  یكون 

1 1 2 2 1 1( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )V A R V A R V A R V A R V A R   
    

        

 1 2 1 2( / ) ( / ) ( / )V A R V A R V A R 
  

  

یمثل المقدار 
1

1 2 2( / ) ( / )
A S

V A R V A R



 

. بنفس الأسلوب تماماً 2Sعلى الجسم  1Sنزلاق الجسم سرعة ا 

یمكن أن نستنتج السرعة 
2

1 2 1( / ) ( / )
A S

V A R V A R



 

، 1Sعلى الجسم  2Sالتي تمثل سرعة انزلاق الجسم  

  و التي تعطى بالعلاقة 

 2 1 2 1( / ) ( / ) ( / )V A R V A R V A R 
  

  

ً في المستوي المماس المشترك ملاحظة:  إن سرعة انزلاق أيٍ من الجسمین على الآخر ھي متجھ موجود دائما

  نقطة التماس (أثبت ذلك؟). لسطحي الجسمین في 

أنھا بدون انزلاق إذا وفقط إذا كانت سرعة انزلاق أيٍ على بعضھما  2Sو  1Sالجسمین  حركة نقول عنتعریف: 

  من الجسمین على الآخر معدومة، أي أن 

 2 1 1 2( / ) ( / ) 0V A R V A R 
  

   

  نزلاق یصبح بالشكل التالي الا عدمقتین السابقتین، نجد أن شرط و بالتعویض في العلا



 

٣ 

 1 2( / ) ( / )V A R V A R
 

  

  و الذي نكتبھ بالشكل التالي 

 
1 2

( / ) ( / )
A S A S

V A R V A R
 


 

  

  الحركة النسبیة لأحد الجسمین بالنسبة للجسم الآخر: 

نعتبره القاعدة.  Sآخر  على جسمٍ  حركالذي یت حركنعتبره المت 1Sسندرس في ھذه الفقرة الحركة النسبیة لجسم 

 لذلك سنعتبر جملة إحداثیات , , ,R O i j k
  

و جملة إحداثیات  Sمتماسكة مع الجسم (القاعدة)  

 1 1 1 1 1, , ,R O i j k
  

  . 1Sالمتدحرج متماسكة مع الجسم  

، عندئذٍ Iو لنرمز لنقطة التماس بین الجسمین أثناء الحركة بالرمز  Sبدون انزلاق على  حركیت 1Sبفرض أن 

  بدون انزلاق بالشكل   حركةیصبح شرط ال

 
1

( / ) 0
I S

V I R





  

1M ةأي نقط، و من أجل Sجسم على ال 1S لحركة الجسمقطباً  Iالتماس  نقطةباعتبار  S  یكون   

 
1

( / ) ( / )
I S

V M R V I R IM IM 


    
     

  

حیث أن 


لدوران ھو مركز آني  Iأن القطب تبین  ةالسابق العلاقةو . Iحول القطب  1Sدوران الجسم  و متجھھ 

في حالة عدم الانزلاق  Sبالنسبة للجسم  1Sأي أن حركة الجسم  .Sلجسم النسبیة بالنسبة ل حركتھفي  1S الجسم

التي تدعى في ھذه  Iھي حركة دورانیة آنیة في كل لحظة حول محور الدوران الآني الذي یمر من نقطة التماس 

  للدوران. الحالة المركز الآني 

ً تحلیل متجھ الدوران التدحرج و الفتل:  یمكن دائما


 ، متجھإلى متجھین 


یقع في المستوي المماس المشترك  

nو متجھ و یدعى دوران التدحرج لسطحي الجسمین في نقطة التماس المشتركة 


ي على سطحي الجسمین في ناظم 

  بالشكل  1Sو في ھذه الحالة تصبح عبارة السرعة الأخیرة لنقطة من الجسم نقطة التماس و یدعى دوران الفتل. 

 ( / ) nV M R IM IM    
    

   

  

 

٤ 

تتركب من حركتین  Iالمركز الآني للدوران في حال عدم الانزلاق حول  1Sأن الحركة الدورانیة للجسم  أي

دوران التدحرج ، حركة ناتجة عن دورانیتین


nدوران الفتل حركة ناتجة عن و  


 .  

نقول أن حركة الجسم  على الجسم  في حال كانت حركة الجسم  على الجسم  تتم بدون انزلاق فإننا حالات خاصة: 

0nھي تدحرج و فتل بدون انزلاق. فإذا كان  
 

 ھي 1Sوقلنا أن حركة الجسم  1S، انعدم دوران الفتل للجسم 

0تدحرج بدون انزلاق. وإذا كان  حركة 
 

 ھي 1Sوقلنا أن حركة الجسم  1S، انعدم دوران التدحرج للجسم 

  فتل بدون انزلاق.  حركة

التي تمثل  I في حال عدم الانزلاق ھي حركة دورانیة آنیة حول نقطة التماس 1Sوجدنا أن حركة الجسم ملاحظة: 

. و بالتالي فإن المحل الھندسي لمحور في كل لحظة مركز الدوران الآني للجسم و التي یمر منھا محور الدوران الآني

. نسمي السطح ینمسطر ینو یرسم في كلا الجملتین سطح 1Rو  Rالدوران الآني یتغیر مع الزمن في كلا الجملتین 

نسمي السطح المسطر الذي یرسمھ وسطح القاعدة،  Rالمسطر الذي یرسمھ المحور الآني للدوران في الجملة 

  سطح المتدحرج.  1Rالمحور الآني للدوران في الجملة 

  الحالة العامة لحركة جسم على جسم آخر: 

یكون الانزلاق موجوداً، أي أن  Sعلى الجسم  1Sفي الحالة العامة لحركة الجسم  
1

/ 0
I S

V I R



 

. و بالتالي 

  بالشكل  1Sمن نقاط الجسم  M تصبح العلاقة العامة لسرعة أي نقطة

  
1

( / ) / n
I S

V M R V I R IM IM 


    
     

   

  ھي الانزلاق و التدحرج و الفتل.  و بالتالي نستنتج أن الحركة العامة لجسم على جسم آخر ھي تركیب لثلاث حركات

في بعض الأحیان أن یكون بین الجسمین المتحركین على بعضھما أكثر من نقطة تماس واحدة، حیث یمكن  ملاحظة:

ھو أن تكون سرعة انزلاق كل نقاط التماس معدومة. و في ھذه الحالة تكون حركة انزلاق  حركة بدونال یبقى شرط

أحد الجسمین النسبیة بالنسبة للجسم الآخر ھي حركة دورانیة آنیة حول محور الدوران الآني الذي یمر من جمیع نقاط 

جسم مسطر آخر، حیث یشترك الجسمان في التماس. و كمثال على ھذه الحالة یمكن اعتبار حركة جسم مسطر على 

 ، كحركة أسطوانةمحور كامل ھو المحور الآني للدوران في حال كانت حركة الجسمین على بعضھما بدون انزلاق

  . أسطوانة أخرى أو مخروط أو مستوٍ على أو مخروط أو مستوٍ 

بحیث یستند دائماً  Oیتحرك حول رأسھ الثابت  hتفاعھ و ار مخروط دوراني نصف زاویة رأسھ ): ١مثال (

. بناءً على الدراسة السابقة لھذه المسألة التي تمت سابقاً، عین شرط التدحرج OXYعلى المستوي الأفقي الثابت 

  . OXYلمستوي الثابت بدون انزلاق لھذا المخروط على ا



 

٥ 

  

 انزلاق للمخروط یعطى شرط التدحرج بدونالحل:  S  على المستويXOY  بالعلاقة  

  
 

 
 I S I XOY

V I V I
 


 

   

ثابت فإن  XOYو بما أن المستوي  
 

0
I XOY

V I



 

  ، ویصبح شرط التدحرج بدون انزلاق بالشكل 

 
 

0
I S

V I



 

         0V O OI  
   

       0 0OI  
   

       0OI 
  

    

  وبملاحظة أن 

     OI OI i i OI j j OI k k     
         

    

       
2 2

OI Cos i OI Cos j OI Cos k
 

  
   

       
   

     
              

 
 

   
h

OI Sin i Cos j
Cos

 


   

  
  

  كما أننا قد وجدنا سابقاً أن  

           Sin Cos i Cos Cos j Sin k               
   

   

 

٦ 

  یصبح شرط التدحرج بدون انزلاق بالشكل و بالتالي 

         
   

0

0

i j k

Sin Cos Cos Cos Sin

Sin Cos

        

 

  



   

  


        

        0 0Sin Cos i Sin Sin j k                 
   

   
        

   0Sin       

  و ھو شرط التدحرج بدون انزلاق. 

بحیث یستند  Oلثابت في مركز الإحداثیات یستطیع الحركة حول مركزه ا aقرص دائري نصف قطرة ): ٢مثال (

بحیث أن  hو یبعد عنھ مسافة مقدارھا  OXYیوازي المستوي الثابت  محیط القرص دائماً على مستوٍ أفقي 

h a . بناءً على الدراسة السابقة لھذه المسألة التي تمت سابقاً، عین شرط التدحرج بدون انزلاق لھذا المخروط على

  . OXYالمستوي الثابت 

  

الأسلوب في المثال السابق نجد أن شرط التدحرج بدون انزلاق للقرص بنفس  الحل: S مستوي على ال  ھو  

 0OI 
  

   



 

٧ 

  وبملاحظة أن 

            OI a Cos Sin i a Cos Cos j a Sin k      
   

        

   
2 2 2 2

   
a h a h h

OI a Sin i a Cos j a k
a a a

 
 

  
   

        

   2 2 2 2   OI a h Sin i a h Cos j h k     
   

  

  كما أننا قد وجدنا سابقاً أن  

    
2 2

      
h h a h

Sin i Cos j k
a a a

     


    
   

   

  و بالتالي یصبح شرط التدحرج بدون انزلاق بالشكل 

   

   

2 2

2 2 2 2

     0

  

i j k

h Sin h Cos a h

a h Sin a h Cos h

    

 

  

   

  

  


        

       2 2 2 2 2 2  0 0h a h Cos i a h h Sin j k              
   

   
   

        

      2 2 2 0h a h Cos i Sin j        
 

  
        2 2 2 h a h        

  و ھو شرط التدحرج بدون انزلاق. 

على المحور یتدحرج  1aنصف قطره و 1Oمركزه  1S دائري مستويمجموعة مادیة مؤلفة من قرص  ):٣مثال (

OX الشاقولي الثابت  في المستويXOY ، 2 آخردائري مستوي قرص كما و یتدحرجS  2مركزهO نصف و

  والمطلوب . 1Sعلى محیط القرص  2aقطره 

و حركة  1Sعلى  2Sد درجات الحریة لحركتھا في الحالة العامة (حركة عین وسطاء حركة المجموعة و عد .١

1S  علىOX  تدحرج مع انزلاق ولا وجود للفتل لكون الحركة تتم في المستوي الثابتXOY(.  

  OXعلى المحور  1Sأكتب شرط التدحرج بدون انزلاق للقرص  .٢

  1Sعلى القرص  2Sأكتب شرط التدحرج بدون انزلاق للقرص  .٣

 

٨ 

و تدحرج  1Sعلى  2Sالمجموعة في حال كان تدحرج  ما ھو عدد درجات الحریة و الوسطاء المستقلة لحركة .٤

1S  علىOX  .بدون انزلاق 

  . OXعلى  1Sقاعدة و المتدحرج لحركة و ال 1Sعلى  2Sعین القاعدة و المتدحرج لحركة  .٥

  

1جملة نعین و 1Sالقرص قطب لحركة ك 1Oمركز النختار أولاً الحل:  1 1O X Y نختار  ،القرص ھذا متماسكة مع

2جملة نعین و 2Sالقرص قطب لحركة ك 2Oمركز ال 2 2O X Y القرص ھذا متماسكة مع .  

في المجموعة على التتالي. لتعیین وسطاء  مادیة تلةكلتعیین وسطاء حركة المجموعة نقوم بتعیین وسطاء الحركة لكل 

 xمن خلال الوسیط یتعین أن ھذا القطب  حیث نلاحظ 1Oقطب الحركة لوسطاء نعین  1Sحركة القرص الدائري 

  أنوالموضح في الشكل 

 1 1  OO x i a j 
  

   

ل تعین ھذه الحركة الدورانیة من خلاتحیث  ،إلا الدوران حول ھذا القطب 1S لا یتبقى للقرص 1O القطب بتثبیتو

  . 1Sیؤدي إلا ثبات القرص  و  xالموضحة في الشكل. لاحظ أن ثبات الوسیطین  الزاویة 

 من خلال الزاویة  2Oقطب الیتعین . 2Sرص و لنعین وسطاء حركة الق ،ثابت 1Sالآن سنفرض أن القرص 

  حیث نلاحظ أن ،في الشكل ةالموضحو OX التي یصنعھا خط المركزین للقرصین مع المحور

    2 1 2 1 1 2( ) ( )OO x a a Cos i a a a Sin j            
  

   



 

٩ 

تتعین ھذه الحركة الدورانیة من خلال  حیث ،إلا الدوران حول ھذا القطب 2S قى للقرصلا یتب 2O بتثبیت القطبو

و ذلك بفرض أن  2Sیؤدي إلا ثبات القرص  و  لاحظ أن ثبات الوسیطین  الموضحة في الشكل. الزاویة 

   .ثابت 1Sالقرص 

,بالتالي نستنتج أن حركة المجموعة المعطاة تتحدد في الحالة العامة بأربع وسطاء مستقلة ھي و  , ,x   ،  و

  ة تملك في الحالة العامة أربع درجات من الحریة. المجموعة المادیأن  نستنتج

   :OX الثابت محورعلى ال 1Sشرط التدحرج بدون انزلاق للقرص 

  
 

 
 1P S P OX

V P V P
 


 

   

ثابت فإن  OXأن المحور وبما  
 

0
P OX

V P



 

على  1S، و یصبح شرط التدحرج بدون انزلاق للقرص 

بالشكل  OXالمحور  
 1

0
P S

V P



 

  و الذي یصبح بالشكل  

 1 1 1 0V O O P  
   

                                                    (1) 

1أن حیث   k  
 

  و بملاحظة أن . 1Sھو متجھ دوران القرص  

    1 1 1 1 1    &       
d d

O P a j V O OO x i a j x i
dt dt

      
      

  

  التالي بالشكل  OXعلى المحور  1Sشرط التدحرج بدون انزلاق للقرص  یصبح) 1بالتعویض في العلاقة (و 

1

 0 0 0

0 0

i j k

x i
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       1   0x i a i  

  
        1 0x a i  

 
        

 1 0x a      

   :1S قرصعلى ال 2Sشرط التدحرج بدون انزلاق للقرص 

 
 

 
 1 2Q S Q S

V Q V Q
 


 

                                                ( 2 ) 

2أن حیث   k  
 

  و بملاحظة أن . 2Sھو متجھ دوران القرص  

 

١٠ 

        1 1 1 2 2 2       &        O Q a Cos i a Sin j O Q a Cos i a Sin j       
     

  

      2 2 1 2 1 1 2( ) ( )
d d

V O OO x a a Cos i a a a Sin j
dt dt

             
   

        

      2 1 2 1 2 ( )  ( ) V O x a a Sin i a a Cos j         
  

  
  

   یكون

 
 

 
   

1
1 1 1
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Q S

i j k
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                         1 1       x i a Sin i a Cos j       
  

     

                         1 1     x a Sin i a Cos j       
  

 
     

                         1    x i a Sin i Cos j       
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V Q V O O Q x i
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1 2 1 2
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 ( )  ( ) 0 0

  0

i j k

x a a Sin i a a Cos j
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                             1 2 1 2 2 2 ( )  ( )       x a a Sin i a a Cos j a Sin i a Cos j               
    

   
     

                         1 2 2 1 2 2  ( )  ( ) x i a a a Sin i a a a Cos j                  
    
  

     

                       1 2 2  ( ) ( ) x i a a a Sin i Cos j             
  
  

     

  التالي بالشكل  1S قرصعلى ال 2Sشرط التدحرج بدون انزلاق للقرص  یصبح) 2بالتعویض في العلاقة (و 



 

١١ 

     1 1 2 2      ( ) ( ) x i a Sin i Cos j x i a a a Sin i Cos j                      
    
     

        

     1 1 2 2    ( ) ( ) a Sin i Cos j a a a Sin i Cos j                    
  

   
        

 1 1 2 2  a a a a               

    1 2a a           

ن یفرضان قیدان حركیان على حركة المجموعة المادیة المعطاة، و اللذیبدون انزلاق  إلى شرطي التدحرجبالعودة 

  درجتان من الحریة فقط. تدحرج بدون انزلاق  الحركات ھي كانت نستنتج أن المجموعة تملك في حال

  : OXعلى المحور  1Sحركة القرص و المتدحرج في القاعدة 

 منحني تنتج أن، نسOX على المحور الثابتة XOY في الجملةیتحرك  Pالآني للدوران  لمركزا أنبملاحظة 

1في الجملة یتحرك  Pالآني للدوران  لمركزا أنبملاحظة و . OX حورالقاعدة ھي الم 1 1X OY متماسكة مع ال

دائرة مركزھا متدحرج ھو ال منحني تنتج أننس، 1aو یساوي  ثابتاً  1Oمركز الجملة بحیث یبقى بعده عن  1Sالقرص 

1O 1 و نصف قطرھاa .   

  : 1S قرصعلى ال 2Sحركة القرص و المتدحرج في القاعدة 

1 في الجملةیتحرك  Qالآني للدوران  لمركزا أنبملاحظة  1 1X OY 1متماسكة مع القرص الS  یبقى بعده تتم بحیث

ً  1Oمركز الجملة عن  . 1a و نصف قطرھا 1Oدائرة مركزھا ھو قاعدة ال منحني تنتج أننس، 1aو یساوي  ثابتا

2في الجملة یتحرك  Qالآني للدوران  لمركزا أنبملاحظة و 2 2X O Y 2متماسكة مع القرص الS  بحیث یبقى بعده

   . 2a و نصف قطرھا 2Oدائرة مركزھا متدحرج ھو ال منحني تنتج أننس، 2aو یساوي  ثابتاً  2Oمركز الجملة عن 

  


