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 ����� ��	
�� :�	
���  
 Trees  

  
7�1 �����  ��
��� : ���� ���� 	
�� 
� ���� �� ��
�� ������ ��
��� ��:  

1.  �	���� 	�� ����  !" #��� ���$� ���� ��
�(root)  

2. ��% �&�� �������� ��'��) 0≥n (  �($)���� *!�
����� ��nTTT ....,,, 21 
� #� ��� *!�
����� +�� �� ��
��#���  �	�� . *!�
����� ����

nTTT ....,,, 21 �	!���,  ���	-(sub-trees) 	���� ����  ��. 
#����) 7 /1 ( �	�� #
�� 	��� ��-! 
 *!�
('� ��% ��'�� 1�	�  ��'�� ��� *2!$�2�:  
  

  
  

�����) 7 � 1 (  :��
�  
  

7�2 ��	���   
 !� �	�� !���� 3	)�T 

����� 1 :  
 /   ���� ��	�(degree of node)   ���'�� +��� ���	)�� 	!��4� ��� �� . ��	� 5
�-

 ���'��A  6
!7�3  ���'�� ��	� 
C  6
!7�1  ���'�� ��	� 
F  	)$.  
   /   �	���� ��	�degree(T)   �� 6� ���'� ���	)�� 	!��8� ��9�4� ��'�� 
�:       

degree (T) = max{degree(x) | x is a node of T}   . �	���� ��	�T  6
!7�3  
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����� 2 :  
-  ��("�� ���� #:4� �(� ����
 ���	- �	�� !�� ���� #� ��7�(internal node) 

 ��'�� #
� :B, C, D, E, H  
-  ��:	
 ���� ���	- �	�� 6� !�� ;�� ���� #� ��7�(leaf node)  ���� 
�

 ���	!"(external node)  ��'�� #
�K, L, F, G, M, I, J 

����� 3 :  
 /  ���!��� *!:5'�� ��'�� ��� ��
� �� ���� :<� (parent) – ���(child) – >�(sibling)  
– ?(7 (ancestor) –  ��)�(grandchild) . �!�"� !���% ������ �� #
��(siblings)  ��%

@7)� <4� !��� �!�  . 5
� : ���'��B   ��'(� <�E, F � ;�'�!�
 A �!���'�E, F �2
�  ���'(�
B  .�� ��'�� �� !H, I, J  *�
"�.  
 /  ���'�� �� #
��x  ���'� ?(7 !��%y  *�!� ��% 1�-
 ��% Ax ��!,  B�y *�!� 
� Ax  )(7!, 
 <4y .  5
� :#�  ��'�� ��H, D, A )(7 �
��!,  ���'(�M 

 /  ���'�� �� #
��x  ���'� ��)� !��%y *�!� ��% 1�-
 ��% A x ���!,  B�y *�!� 
� Ax  ��)��, 
2 ��y.  ��'��K, E, F  �!)��  ���'(�B .  

����� 4 :  
	!7� ��7��, (path) �	- ��7� 
 A ��'�� �� ���!��� #� �	�� ��C!, (branch)  �-

	!7� #� �	����  ��:	
�� ��'�� D��% 
 	���� ���� ��� #$� . 5
�:A, D, H, M  E	-
 �	���� �-T 

����� 5 :  
- E!)�	� )6
�7�(  ����height(x)  
�(level(x))  	!7��� �- *2!$�2� ��� 
�

 ��!��� 6�
'�� #���!� ?	'� 
 	���� ���� 
 ���'�� +�� ��� #$�
��:  





+
=

xofparentaisyyheight

rootaisx
xheight

)(1

0
)(     

-  �	�� E!)�	�T  �	���� �- ���� E!)�	� #
1� 
� .  
}:)(max{)( TinnodeaisxxheightTheight =  

����� 6 :  
�	���� F�� Vol(T)  !���� ��� 
� ��!��� #���!� @)�	'� ����
 :  

                  ∑
=

+=
n

i

iTVolTVol
1

)(1)(  
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 ���Ti  ���	)�� 	!��4�� 	���� ���'.  
  

7�3  �	
��� �����Representation of Trees  
  

7�3�1  ������� �� !�
	� �������List Representation  
7�3�1�1  "�#!�� �������:  

� ��
� F7	� �	1 ��	!��4� �-!C% A #��(� )7/1(  .#!
��� #��7 �(�  ��!�� !�����
#���� �- �	����)7/1(  #��� <��� ���	- �	�� #� !��- ����  ��1" ��G!: #�� �(�
 !C�� ��1" ��G!: ��!��� #���!� :(A(B(E(K,L),F),C(G),D(H(M),I,J)))       

  
7�3�1�2  "#������� �������:  #�
�� F�� �	������� A ��'�� �� �1��	�� ��G!�� ��C�� 

5�� ���� #�,  *!�!��(���� 
�,  1�	�� #
�� �� . 	!��4� ��� �(� ��'�� ��� ���'�
���	)�� ���� #��  .)(�"� 1�	�� #
�� ��� �
�� �� ���� ��!��!� 
!,  D	"� ��% ���� ��
)D	"4 ���� �� ?(�"� ���'�� F�� �� 6�(.  

�� ���� �
����!��� #���!� #�
���� ��� �- ���' ��
 #
�� 1�	 #�� #� ����,  ���'(� :  
  

link n ………….. Link2 Link1  data 

                   
7�3�2  $�	
��� %�&� �� !�
	� �������–  ()����� *��Left Child-Right Sibling   

�� A #�7� *�!
�� F���� *�� ��'�� H� #�!'��� �
�� !� !��!I ���	1 ��% J
�(�� �� ��2 K�
 !��- �
�� #�
����!
 �	���� ��� �� ���� #� �- #
���� ���!, .  

 
5
 �� ���'�� ���� �
��� A #�
���� ��� �-�  #
�� : ��5� 1�	 #�� A *!�!��(� #��
 1�	 #�� 
 A 6	!7���>8� �������  ��!��� #���� �- !��:  
                          

data 

Right sibling Left child 
  

 #���� �� �	���� #�
���)7 /1(   #�
���� ��� ��%  1�- ���
 ��� !�� ���� #� �� 9�5� A
 	!7��� �$:� �- H��(leftmost) <	:4� ���
 ����� >� 
 (closest right sibling)  .
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 ���'(� 	!7��� �$:� �- ��2� 5
�B �
  ���'��E 	:4� ������� >4� 
 ���'�� 
� !�� <C  .
 �	���� �- �2
4� <��	�� ����� 2 @�� !�� 

 A �� ���� ���'�� �2
� �� 6� �
�  �
��

���!,  K��� L <	:4� ������� >4� �
�� �� ���� ���'�� *�
"� �� 6� 
 A	!7��� �$:� �-
 �- �	���� F7	 ��!�% !����� #����)7/1( 6	!7��� ��2� #�
���� F��"�7!� –  ������� >4�

 #���!�)7/2( :    

  
 �����)7 �2(  : $�	
��� %�&� �� !�
	� �������– ()����� *��  

  
7�3�3   $�	
��� %�&� �� !�
	� �������– ()����� %�&�Left child – Right child    
  

 #���� �- �	���� 	�
���)7/2(   ��	
� ��
�&�45  ��!7�� <	!�� ��	
� +!��!� ��	� A
� �- !�� �	���� �(� #$� #����)7/3(   	
�4� �(� ���� #� ��	� !��-2 .  
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 �����)7 �3(  : $�	
��� %�&� �� !�
	� �������–()����� %�&�  

  
 �- ������� �	���� �- ��� ��
� @�� 9�5� #����)7/3( ��� !��
��� A ����� K(��!, �	!7�!, 

��� 
!, �����!, .!�� ��7� 4�	!��� ���	1�� +��� �(
���� 	!���,  ��G!�
(Binary Trees) .  
  

7�4  "��	)��� �	
���Binary Trees 

  
 ?�	'� :��
�� 
� ���!" �
�� �� !�% A ��'�� �� ������ ��
��� �� ��G!�
�� �	���� �� 

 ���($)�� ����G!�
 ���	�� 
 	���� ���� :���	)�� �	���� 
 ��	!7��� ���	)�� �	���� 
 ��������.   6�:   

 ������ ��7�B   ��1	��� ��� ���� ��% ��G!�
 �	��:  

   φ B= ) �I	!- �	����( 
 B = <O, B1, B2>  ���O  	���� ���� .B1, B2  �!�	����G!�
!� !�($)��� .

 ��7�B1 
 ��	!7��� ���	)�� �	����B2 �������� ���	)�� �	���� . 
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"+,-�: ��
� 	!��4� 
 ��G!�
�� 	!��4� ��� �
	- ��'���� :1 /  ��
� 2�	�� ���'� 
 ���!")���� 6� ��C�� 2 6� ( A ���!" ��G!�
 �	�� ��
� !���� .2 /   J!��� ��� &���� ��
�

!���� A ��G!�
�� 	!��4� �- ���'�� ��
� 2 	!��4� �- ���'���  &������ ��� .  
  
7�4�1 	)��� �	
��� .��! "��:  
  

 "�	!�1 � :   ��'(� ��9�4� ��'���-  6
�7���i  ��   �
�� ��G!�
 �	��0,2 ≥i
i 

  

%	/����:  �(� �C!�	�� J�	��72� F��"�7!� K�� *�
��i  
 /J�	��72� ;!7�  : #�� ��i=0   ����
 ���� ��
� A)	���� ���� ( 6
�7��� �-0  


- ��'(� ��9�4� ��'�� ��!��!� 6
�7��� �i=0  �
��122 0 ==i.  
 / J�	��75� ������ 3	)��: 2�� 3	)�,  6
�7��� �- ��'(� ��9�4� ��'�� ��j  �
��

j
2. ���ij <≤0  
 / J�	��72� �
1":  ��'(� ��9�4� ��'�� !���� A J�	��75� ������ 3	)�� ���- 6
�7��� 

i-1   6
!7�12 −i . ��!��!� 
 	
�4� �(� ����
 !�� ��G!�
�� �	���� �- ���� #� �� !�� 

 6
�7��� �- ��'(� ��9�4� ��'��i  ��9�4� ��'�� �)'C 6
!7�� 6
�7��� �- ��'(i-1  A

6� 6
!7�i2.  
  

 "�	!�2 � : �� �-  ��'(� ��9�4� ��'�� E!)�	2� �� ��G!�
 �	h    �
��12 1 −+h
 

%	/����:   !����:  12
21

21
2 1

1

0

−=
−

−
= +

+=

=

∑ h
hhk

k

k  

  
 "�	!�3 � :  ����B  ���� 
 ���!" 	�I ��G!�
 �	��n0   
 ��:	
�� ��'�� ���n2   ���

 ��	��� �� ���� ��'��2  �
�� �G��� An0 =n2+1 

  

%	/����:  ����n  �	���� F��B 
 A  ����n1  ��	��� �� ��'�� ���1  �
�� �G��� A:  

210 nnnn ++=                    (1) 
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 ����b  �	���� �- *2!$�2� ���B  . !����n = 1+b  
 A2!$�� ��
�  �B� ���� #�� �
 ��	���2  ��	��� �� ���� #�� ���
 #!$�� 
1    �
B�� K��B�b = n1+2n2  . 
�  ��!B��!

 �(� #$��:                                (2)            21 21 nnn ++= .  
 ���!'��� M	1�(2)  ���!'��� ��(1)  #$�� :n0 =n2+1  

  
7�4�2  "�	!�� "��	)��� �	
��� 0��)1  
  

"�#!�� "��	)��� ��
��� Linear Binary tree :  ��- �
�� ��G!�
 �	�� ��!  ���� #��
4� �(� ���
 ��
#���� �- !��  A	
� )7 /4(   

  

  
  

                                         �����)7�4(  :"�#! "��	)� ��
�  

  
"�2����� "��	)��� ��
���Full Binary Tree  :  6
�7��� �- ����
 ���� 6
�� �	�� ��

0  6
�7��� �- ������ 
1  6
�7��� �- ��� H�	� 
 A2 A........ A2
k 6
�7��� �- k  A

!��!�
�7� H��� �
�� 6�  #���� NC
� !�� A ��'�!� �G(���)7 /5( . �- ��'�� ��� �
�� 

 !��!)�	� �G(��� �	��h .  

    12
21

21
22......421 1

1

0

−=
−

−
==++++ +

+=

=

∑ h
hhk

k

kh
 

  



���ر: ا�����ا����                                                                      -1-ا���ارز���ت و ��
 ا������ت � ا

 164

  
  

�����) 7 �5(  :"�2��� "��	)� ��
�  

  
 "2�	��� "��	)��� ��
��� Complete Binary Tree:  !��!�
�7� H��� ��G!�
 �	�� ��

�� *!I�	- 6
�� �� ���� 6��� 	�"4� 6
�7��� ���!� ��'�!� �G(�  . �
�� ��!��� +�� �- 

!I�	)��*  #���� NC
� !�� ������ ��� ��)7 /6(  .  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

 �����)7�6( : �(�!� ��G!�
 �	��  
  
  

A 

B 

D 

H I 

E 

J L 

C 

G F 
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7�4�3   "��	)��� �	
��� 3�  ,�� "��+) "
��   

� *!�	9��� 3'� �	�)�� +�� �- 3	'�7� ������ ?	O'� ��P� A ��G!�
�� 	!��4!� �$!"�
 	!��4� H� #�!'���.  

  
 "��+)1  
 ����B  !���� ��G!�
 �	��n  !��!)�	� 
h  �
�� �G��� A   :

  1log2 −≤≤ nhn  

  
%	/����  

 ��'� E!)�	� #!� �-h �	���� �Q- A  ��G!�
��B  ��� #:� 6
�� ���� �	�� �� ��'�� ��
��!)�	� ��1" !h  . �
�� 
h=n-1  . 
�  �
�� ��G!�
 �	�� 6� #�� �� ��!��!

1−≤ nh .  
 ��G!�
�� �	���� !��B  ��'�� �� ��� 	��� 6
�� ����- 
 A ��'�� �� �G(����� �	���� ��

 !���� �
��12 1 −+h  .�
�� ��G!�
 �	�� 6� �� ��!��� 
 :  

    hnhnn
h

≤⇒+<⇒<
+

22

1
log1log2  

  
 "��+)2  
 ����B  �� ��
�� �I	!- 	�I ��G!�
 �	��n   A �����G���  ���!
�� ��	��� �� ��'�� ���n2 

 ���� : 
2

1
2

−
≤

n
n  

%	/����  
 �(� �C!�	�� J�	��72!� ��	��7n   

 /J�	��72� ;!7�  : #�� ��n = 1  �
��n2=0 2 @�4 ���� ��� 
  ���� D
7 ��
�
 	����  
 / J�	��75� ������ 3	)��: 2�� 3	)�,  �� !���� ��G!�
 �	�� #� �� ����� ����	����

 �� #:�n  
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 / J�	��72� �
1":  ����  B=<O, B1, B2>  !���� ��G!�
 �	��n  ���� 
n
1  F��

 ��	!7��� ���	)�� �	����B1  
n
2  �������� ���	)�� �	���� F��B2  
 An=1+n

1
+n

2
  

 <��� �� !����� :  

2

1

2

11

22

1

2

1
11

212121
2

2

1

22

−

=
−++

=
+

=
−

+
−

+≤++=

n

nnnnnn
nnn

 

 "��+)3  
 ����B  �� ��
�� �I	!- 	�I ��G!�
 �	��n   ��:	
�� !���� ��� 
 ����f  �
��  �G���A

 !��!)�	�h  ����	���� ���� : fh 2log≥  

  
%	/����  

 ��	9��� ��2   �$!"��
3  �
��
2

1+
≤

n
f H�!��� �
� 
log ���&���, � ��
��� �(

 A ���
��� ������� ����4� �
��   :  

           
     
  hf

nnf

nf

nf

n
f

≤

⇒+=+≤+

⇒+≤+

⇒−+≤

⇒
+

≤

2

222

22

22

22

log

1log)1(log1log

)1(log1log

1)1(loglog

)
2

1
(loglog

 

 
7�4�4  "��	)��� �	
��� �����Binary Trees Representation 

 �	1 ��'� ��G!�
�� 	!��4� #�
�� ���� . <
(1��� *!�(�'�!� �('�� ���� !�!��&� ���	1 #��
 	!��4� �(� !�� F!����.  

 

 ���� 3	�
���� �� !�
	� "��	)��� �	
��� �Array Representation 

 #���� �- �	���� ��� F�:	��)7 /5(  ��1  ��� 
n  ,�� �G���#$  ��'�� *�� �	���� �(�
 #���� �- 	�9� !�� A ��:	���)7/7(   
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 #����)7 /7(  : �(�!� ��G!�
 �	��–  ��'�� ��:	� /  

 
 ?	'������ ��'��� ��&"�� ���
  ��'�� ) F�"�7� 2H:
��� 0 ������� �- (A  ��!
�� 


 ���'�� H:
� ��&"��.   ��	9��� F��"�7!� ����� ��
�7� !����� ���!��� H:�
� :parent, left 

child, right child  ���� 64i   ��G!�
�� �	���� �-.  
 

 "��+)  
 ����B  �� ��
�� �I	!- 	�I 
 ��'�!� �G(��� ��G!�
 �	��n   ���� #�� �� �
�� �G��� A

 #���� ���� #�i  ���ni ≤≤1 �
�� A:  

1. 







=

≠






=

)(1

1
2)(

roottheisiiifparentnohasi

iif
i

iparent
 

2. 



>

≤
=

niifchildleftnohasi

niifi
ichildleft

2

22
)(_

 

3. 




>+

≤++
=

niifchildrightnohasi

niifi
ichildright

12

1212
)(_  
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 %	/����:  #���� �- ��G!�
�� �	���� �� �	�!�� �!�	��� S���)7 /7( .  
 #���� �- �	���� #�
�� !�����)7/6( "�7!�#���!� *!������ F�� ��!��� :  

  
A  [1] 

B  [2] 

C  [3] 

D  [4] 

E  [5] 

F  [6] 

G  [7] 

H  [8] 

I  [9] 

  
  

 #���� �- ��1"�� �	���� #�
�� !��)7/4(  #���� @� �
��-:  
  

A  [1] 

B  [2] 

----  [3] 

----  [4] 

C  [5] 

----  [6] 

----  [7] 

----  [8] 

----  [9] 

D [10] 

  
  

�	
��� �����   "#������� ������� �� !�
	� "��	)���Linked Representation 

*!������ F��"�7!� #�
���� �
�� 2
���,  ���� @���
 A ��'�!� �G(����� ��G!�
�� 	!��8�J&��, 
 ��G!�
�� 	!��4� �� D	"4� E�
�4� #�
��� �	����� �� . 
� ?�� �% A K�� ��% �-!C%

�� ��� �-!C%/� ��'�� ��%��� ��� K�	�� <(1�� �	���� �-  ��("���  	��P� ��% 6�U� !��
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������ ��'�� D
�7� ��% #���� ��'�� �� .���� +�� �(� <(P��� !�����5�*  #�
���� F��"�7!�
 �	��(� 1��	���� . #
�� �
5
 K(�� ���� #� :left_child, data, right_child   
 A
 �P� �- ?	'�C  #���!�:  

 

                typedef struct node  *tree_pointer; 

                typedef struct node { 

                             int data; 

                             tree_pointer left_child, right_child; 

                              }; 

                                       
 #���!� ���'�� F7	 !�����    :  

                

 

  
               

                                                                                                         
 #����)7 /8( #���� �- �	��(� #�
���� 	�9�) 7 /6(  �1��	���� FG�
��� F��"�7!�:  
  

left_child     data          right _child 
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��� ��)7 �9(   :����� (4 "��	)��� ��
�2�  #������� ������� )7�6(  

  

7�5  "��	)��� 5,��� �	
�1Binary Search Trees   
"��	)��� 5,��� ��
�  �����:  

#
�� ��G!�
 �	�� �� B  ���� ��% ��G!�
 ��� �	�� !��%���  ��1	��� :  
• B  �I	!- 

•  *�!� ��%B  1
	��� ���� <�� A �I	!- 	�I: 
1. #�� 	$��)���� ( @� �	���� �-key  ;)� !��� ��	$�� ��
� 2 
 A

B�� key )B�� H��� 6� keys  �)(�"�. ( 

2. #� B�� keys  �� 	P$� ��	!7��� ���	)�� �	���� �-key 	����. 
3. #� B�� keys  �� 	��� �������� ���	)�� �	���� �-key 	����. 
4.  �� #��	���� ��	)���  �������� 
 ��	!7����� �� ��G!�
 ��� �	!C��,   

  
"+,-� : ?�� 
 A 	$�� �-!C% A 	$�� ��  ����� *!�(�� F��� ��G!�
�� ����� 	!���
 	$��.  
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 �	�� :  #���� �-)7/10( #� �� A ��  ���	���� (b),  (c)   ��G!�
 ��� �	��!��  �	����

(a)  ��G!�
 ��� �	�� *7�� ��-  : H��	�� 1	��� ���� F� !��4 .  
  

-�"+,:  
 ��G!�
�� �	���� ��  !" #�� �� ��G!�
�� ����� �	�� �� !��� ��!��!�5�V� 
"� 2 ��G!�
 ��� �	�� �� ��G!�
 �	�� J!��V F�"�7��� �5�V� �� ?(� .  

  
  
  
  

  
  

             (a)                                          (b)                                          (c)    

  
                                     ����� )7 �10( : ��G!�
 	!���  

  
  
7�5�1  "��	)��� 5,��� ��
� (4 5,���Searching a Binary Search Tree 

 B� 	$�� �� ����!� <I	� !��� 3	)��key  6
!7�x  ��G!�
 ��� �	�� �- .2
� ����, 
 	���!� . 6
!7� 	���� �!� ��%NULL  ��!��!� 
 A 	$�� 6� ��C� 2 ����� �	�� 6� A

 #�)� ����� ����� . �	!�� A 2% 
x  H�key ��
!7�� !�!� ��Q- A 	���� � ����� �G��� A
 M!��� ����� . �!� ��% !��x  �� 	P$�key  	����- ���	)�� �	���� �- ����� F�� �G��'

� �	���� �- 	$�� ��
� 2 @�4 A 	��(� ��	!7��� @� �������� ���	)�key  6
!7�x . ��% 

 �!�x  �� 	���key 	��(� �������� ���	)�� �	���� �- ����� F�� �G��� 	����. 
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��G�	�V� ������  ���
'��  ��(�� ��)�� ��  ��
U7���� ��  ����:  
  

tree_pointer search(tree_pointer root, int x) 

  { 

 /* return a pointer to the node that contains x. If there is no such node, 

return null */ 

           if (root == null) return null; 

           if ( x == root->data) return root;     

           if (x < root->data) return search(root->left_child, x); 

               return search (root -> right_child, x); 

             } 

  
 ��(�� ��)�� ��  ��
U7���  ��	�	���� ��G�	�V� ������� ��  ����:  

  
tree_pointer iter_search(tree_pointer tree, int x) 

  { 

  /* return a pointer to the node that contains x. If there is no such node, 

return null */ 

        while (tree !=null) { 

           if (x == tree->data) return tree; 

           if ( x < tree ->data) tree = tree->left_child; 

    else  

             tree = tree->right_child; 

                              } 

             return null; 

                   }   

  
5,��� "��  ��2,� :   ����h � E!)�	� F�� �G��� A ��G!�
�� ����� �	�% F��"�7!� ����� &!��

 ������search()  ������ 
�iter_search()   +	�: ��&�O(h) .  
  

 %6 5,���  �7�1 key   ���1 �key "��	)��� 5,��� ��
� (4:  
 ��G!�
 ��� �	�� !���� 3	)�tree  . 	P$� K(�� ���� �� ����!� <I	�� 
key   

(minimum key)  
 	��� K(�� ����key  (maximum key)  .  
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 &�1  :5,��� %6  �7�1key  : ��% F
 ��
 A 	���� ���'� 6	!7��� ��2� ��% <!���!� ����
��� ��C�� 2 ���� ��% #
$
�� F�� ��� ���� 
 A 6	!7��� @���!, �	!7�!,  . +�� �
�� �G���

 	P$� K(�� ���'��key  �	���� �-.  
 / 	�V� ������7��� ��G�U K�� �� ��
:  

tree_pointer minimum (tree_pointer node ) 

               {  

                  tree_pointer ptr; 

                  while(node !=null){ 

                           ptr = node; 

                           node= node ->left_child; 

                                   } 

                   return ptr; 

                   }                       

 

 	�)	�  :5,��� %6 ���1 key  : 
 !�7)� ��(�'�� 		��� ��� ;�!'��� 	!7��� ����� ��� �"W�
 ���'(� ������� ��2� �(� ���  A ��� 	��7� 
 F��	

'�� �(�  2 ������� ��C��!, �����!,  .
 K(�� ���'�� +�� �
�� �G���	��� key  �	���� �- .  

 / 7��� ��G�	�V� ������U K�� �� ��
:  
tree_pointer maximum (tree_pointer node ) 

               {  

                  tree_pointer ptr; 

                  while(node !=null){ 

                           ptr = node; 

                           node= node ->right_child; 

                               } 

                   return ptr; 

                   }                       

 
7�5�2  "��	)��� 5,��� ��
� (4 "4	89�Inserting a Binary Search Tree 

V B� ���� 	$�� �-!Ckey  6
!7�x  �� �� ��W�� �� <�� Ax  #� �� ?(�"�key  �-
 ���� F��"�7!� K�� 
 �	���� �����search  .5�!- ����� �!� ��Q-,  ?�C� �G��� A

 ����� !��- ����� ���� �1���� ��� �	���� �- 	$�'�� . 	$�� �-!CV A #!
��� #��7 �(�
 B�key = 80  �� �	�� ��% ���(b)  #���� �-)7 /10( 2
� 9�5� A,  ����� ����� ��

 ������ *�� ���'�� 
 A #�)�40   ��X !�$�- F� ���� 	" . ��!� ������� ���'�� ?�C� �G���
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 ���'�� +��� �����  . #����)7 /11(  *�� ���'�� �-!C% 	�9�key =80  �-!C% K��� 

 *�� ���'��key =33   .  

 

 

  
                                                                              

                           "4	8:33                                                    "4	8:80     

  
����� )7 �11(  :  "��	)� 5,� ��
� (4 "4	89�  

  
  ���� F��"�7!� �)�� ������	�7V� +����G�	�% insert_node   ��!��� #���!� �-
$
���:  

 

void insert_node (tree_pointer *node, int num) 

 

/* if num is in the tree pointed at by node do nothing ; otherwise add a 

new node with data = num*/ 

        { 

           tree_pointer ptr , temp = modified_search (*node, num); 

           if (temp != null || (*node) == null){ 

             /* num is not in the tree */ 

             ptr = (tree_pointer )malloc(sizeof (node));        

             if (ptr = = null ){ 

                   printf(“error : the memory is full”); 

                 exit(1) ; 

                   } 

               ptr ->data = num;                        

                 ptr->left_child = ptr->right_child = null ; 

              if (*node != null)   /* insert as child of temp */ 

                  if (num < temp-> data) temp->left_child = ptr; 

                  else temp -> right_child = ptr; 

               else *node = ptr; 

             } 

          } 
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  ������ ���modified_search()   ������ �� ���'� �"7�iter_search()  .   �B����� +�B�

 ��G!�
�� ����� �	�� �- ����tree  *node     BBB� ��B�� �B�key = num  .  �B�����
modified_search()   H�	�7�null  ��C�� �	���� *�!� ��% 
� �I	!- �	���� *�!� ��%

 *�� ���'��key = num  .	�U� H�	�7� A K�� 	�I 
�,  ����� !���% #$
 ���� 	"X ��%. 
 �-	'� 
���!��� ��G�	�V!�:  

   
tree_pointer modified_search(tree_pointer tree, int x) 

  { 

    tree_pointer ptr;    

         if(tree == null) return null;    

        while (tree !=null) { 

             ptr = tree; 

           if (x == tree->data) return null; 

           if ( x < tree ->data) tree = tree->left_child; 

    else  

             tree = tree->right_child; 

                              } 

             return ptr ; 

                   }   

 "�� �� ��2,�insert_node() 

  ����h  �	���� E!)�	� . ������ Y!���insert_node  +	�: <!7� ��& ��%O(h)  ��)���
  ��% Y!��� K��� 
 A �	���� �(� �����)1(Θ  <7!���� H:
��� �- ���� �-!CV ��&�� ��

 �	���� �� . �	
���� ����(� �(��� ��&�� ��!��!� 
O(h) .  
 

  
7�5�3  "��	)��� 5,��� ��
� %� �;,��Deletion from  a Binary Search Tree 

� ?��� *2!� �5
 &��� ��G!�
 ��� �	�� �� ���:  
1.  ��:	
 ���� !�-�� ��	��� ���'�� *�!� ��% . ��5� 1�	�� #�� #'�� ) 
� 6	!7���

 ������� : ��:	
�� ���'�� HC
 <7� ( 6
!7� ���'�� ���
�null   +�� ?��� F

 ���'��. 
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2.  ���
 ��� !��  ��("�� ���� !�-�� ��	��� ���'�� *�!� ��% . ���'� ���'�� +�� #���7�
��2� .  ���'�� ?��� A #!
��� #��7 �(�35  �	���� ��(a)  ��            
#����)7 /11  ( ���!��� �	���� �(� #$��  : 

 

 

               

 
 

 �����)7 �12(  :��"��	)��� 5,��� ��
� %� �;,  

  
 

3.  �!��� !�� ���'�� *�!� ��% .#���7� �G��� +��  ���'�� !��	�� �- ���� 	��W� !�%
  �������� ���	)�� !��	��  �-  ���� 	P$W� 
� A ��	!7��� ���	)�� .
   F
 ��

	�!�� ?���  ���	)�� �	���� �� �����7��� ���'�� . #!
��� #��7 �(� :��� 3	�)�� !
 ���'�� ?��� <I	�60  �	���� �-(a) #���� ��) 7 /13(  !����� �G��� A#���� 

 ���'��60   ���'�!� !�%70  ���'�!� 
� 55  !��� 3	�)��
#���7  ���'�!�55  �-
 ��	!7��� ���	)�� �	���� . ���'�� K	��55  �������� ���	)�� �	���� 	�� ��% . F


C���� ���'(� 6	!7��� ��2� #'����� !��!7,   ������55 A ���!, �����!,  ���� ���'(�
 ������ ��C��50 A  ������ ��C�� *�!� ���� ������� ���'�� ?��� F
 �� 
55  .
 �	����(b)  #���� ��)7/13(  +�� ?���� ��(�'� �	�"4� ������� ����.  

  
"+,-�:  �� A ��G!�
 ��� �	�� �� ���� ?�� ��(�'� �(
�4� #5" �� <!7��� ��& �� �

   E!)�	!� ��G!�
 ��� �	�� �� ���� ?�� ��(�'� h �- &���O(h)   .  
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)b (  ��
��� ��  �;,60                    (a)  ��
�����<  �;,60 

                     ����� )7 �13(  :                                              %� �� 	�� "�2!�  � �6 �;,                   

                                                                                       
7�5�4  "��	)��� 5,��� ��
� 0	����Height of  a Binary Search Tree 

 BB�� !���� 3	)� keys 1, 2, 3, .. ,n  �"�7!� �!1'��� F��(� ��G!�
 ��� �	�� J!�� F�� A F�
 ������insert_node �-!CV  ��% ���!7�� F���� �I	!- ��G!�
 ��� �	�� . F���� �-!C% F� ��%

 ��G!�
 ��� �	�� �(� #$�� <��	��� ;)�� �!1'���)��1" ( ���� !� 	��� !��!)�	� �
��
   6
!7� 
n-1   A �G�
�� #��� ���!7�� F���� �"� F� ��% !��- ����� �	�� E!)�	� �
��

�
�� ���!��� ��G!O(log2n)   ��17
�� ��!��� �-.  
  
  

7�6 1  "��	)��� �	
��� ��6 ��)��� =��	
Binary Trees Traveling 

  
���� #�� 	
	��� #����� ��(�'� �$�� )���� #� �	!�&( �	���� ��� �� ����
 �	�  <7�

 !��(� ���'� ���!'� J�	�% ?��� ��'� <��	�)��'�� �- *!�!���� #�� ��!�15
� �(.  #�����
���	� S���7 �	���� #�!� �(�!, �1"!,  �	���� �- *!�
('�(�.  

	!7� K	��(� &�	��,  BB�L  ���� K	��(� 
 A!,  BB�R  ���'�!� 	
	�(� 
 A)���'�� �	!�& (
 BB�V  . ��7 ��
� ��!��!� 
<���	�  �� :LVR, LRV, VLR   
RVL, RLV, 

VRL   .7� K	���� <�� @�� 3	)�� 
	!�, ���� K	���� #�:!,  �
5
 1�- ���� �G��� A
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<���	�  :LVR, LRV, VLR   . BB� <��!74� +�� ���� :in-order, post-order, 

pre-order  �!���� K�� 
�,  HC
� �(�V  BB� ��7��!�L  
R  .5
�,  : <
(7� �-
 #�����post-order  ���	)�� !��	�� #����� �'� ���� �(� 	
	��� F��  A �������� 
 ��	!7���

 <
(7� �- !����Pre-order  ���	)�� !�	!��� �(� #����� #�: ���� �	!�& F��-.  
  

 
 +�� #����� <��!7� ��� #�!�� ��
�  1!��W� �(
�� ���!7� 	��!'�  Y!��% infix , postfix,  
prefix   #���� �- �	����  A K�� N�C
�� A)7 /14(  ��!7��� 	��'��� #
��

A/B*C*D+E   
 

  

 
 

 �����)7 �14(  : "��	)� ��
� ����������, ��	
,	> 
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7�6�1  =�2
?� ��)���In-order 

         �I	!- ���� ��% #$� ��� 	!7��� +!��!� �	���� #)7� ��% 2
&� K	���!� ���� #�����
(null node) ���
 �	!�& F�� �G��� A +�� A ���'�� ��!� K	���� F�� F
 �� 
 ���� ������ +!

���'�� +�� �� ���� K	��� ���� 
 ����
  .�
�7� ��� F� ��%!, A ������ 
�� K	����  F��-
 �	���� �� �(�4� ��!��� 6
�7��� �- +	�&� 	�I ���� 	"X �	!�&  . ���� K�� �'� 

   ���'�� +�� �� ���� K	��� ���� 
 ����
 ���� ������ +!��!� K	����  

  
 �7� !����� #����� �� <
(74� ��� �)�� ���� ��G�	�V� ������ ��!�� �- ���
'�� F
�)� F��" 
 A

 F!�� �5
 ������ +�� 6�U�7.  
1( ��	!7��� ���	)�� �	���� 	�� #���(� D	"� �	� !�7)� ����7�  ���'(�node  
2(  ���'�� �	!�&� F
��node 

3( ���� ���	)�� �	���� 	�� #���(� D	"� �	� !�7)� ����7� ���'(� ����node  
  

 #����� <
(7� �)�� ���� ���
'�� ������ <���in-order  ��!��� #���!�:  
 

 

    void in-order(tree_pointer  ptr) 

        { 

         if (ptr!=null){ 

            in-order(ptr->left_child); 

            printf(“%d”, ptr ->data); 

            in-order(ptr ->right_child); 

               } 

            } 
 

#
����) 7 /1  ('��� #
��!,  ������ *�
1"�in-order #���� �- �	���� F��"�7!�)7  /14( 
 ������ #"� 
� �	���� 	�� �� 	!���!�.  ����(� J!���7� #
�� H����� ��� �� �
1" #� ���

in-order  ��� #�� 
 A   	���� ���: A ���printf    .  
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 �� 
��)7 �1(  : ����	����,  "�� 2�in-order()  

Action  Value of 

root 
Call of 

In-order 

Action  Value of 

root 
Call of 

In-order 

  C  11  ------  +  1 

  null  12  ------  *  2  

printf  C  11  ------  *  3  
  null  13  ------  /  4  

printf  *  2  ------  A  5  
  D  14  ------  null  6  

  null  15  printf  A  5  

printf  D  14  ------  null  7  
  null  16  printf  /  4  

printf  +  1  ------  B  8  
  E  17  ------  null  9  

  null  18  printf  B  8  

printf  E  17  ------  null  10  
  null  19  printf  *  3  

  
 

�	��  :  �6 5-� %� ")��� ��
� ��6 ��)���  
2!
� �1'��, � ���
'�� ����(� #�'�� ���X @�- NC
in-order()  �� ��
�� �	�� #5" ��

 1�- ��� �5
 :root(A), left child(B), right child(C)   
��C
���  �-        
#���� )7 /15 (.  
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 �����)7 �15(  :  �6 5-� %� ")��� ��
� ��6 ��)���  

  
 ���!��� 1!���� �- #���� ���� #����� ��(�� ��)�� *�
1"  "(�� 
:  

1(  ������ J!���7�in-order()  �- ������ HC
�ptr  !��- #"� 	$�'� . 
�(1�  �(�
 J!���72�in-order (A)  

2(  ������ ����7�in-order(A) � ���� �(� 6
��left child( B) � #"� 	$�' . 

 F7� ��!
�� J!���72� ��� �(� �(1�in-order(B)  

In-order (A) 
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3(  ������ ����7�in-order(B) 	"� �	�D  �
�
 H�left child  !��- #"� 	$�'� .
 �(� 6
�� 2 !��� !�� 
left child  �
��7 !��- #"��� 	$�� �Q- A(null)  . 


 F7� J!���72� ��� �(� �(1�in-order(null)   
4(  �� Z7� �5
 K!�� �
��7 in-order():  

In-order(A), in-order(B), in-order(null),  

 

 ����� 
in-order(null)  #"� 	$�'� !��- ��
C
��� ������ �(� 	

'�!�.  
5(  ����in-order(B)  �	!�& �-B  *!�
��� 3	� 
� �	!�&�� ?�� �� 	!���!� A

 ���'��B . 
6(  #$�
�in-order(B) !���7�J BB� !�in-order()  H� ��� 
 A D	"� �	�

 ������ �
��� �	��� +�� �- #!"�V� 	$�� ?5�"�right child   #$� !���� 
 A
 ��% ������Null  B�  ������ ����� A ���!
 �	�in-order(null)  . 

7( �5
�� F!���� J!��% F��  �- !�	�� ��!7��in-order(B)   

8( ��'�� �	!�& F�� �A  ������ ����7� F
in-order()  ���'�� �
�
 H� D	"� �	�C 
 ��
�� !��- #!"�% 	$�'�in-order(C)  . #
� 
in-order(B)  �Q- Ain-

order(C)  J!��� �(� 6
��� 2 . A ��� ��� ��)�� �
� ����� #
4� J!���72� �Q-
 ���� . �	!�& F�� A ��!
�� J!���72� �- 
C 2� �- �
'� 
 A 6� 5� ��!
�� J!���7
 	�
W�. 

9(  �- ������� #����in-order(B)  ��% K�� �'�in-order(A)  
10(   �� !��in-order(A)  K��� �
��� ����� @(� J!���72� �Q- A #')�!� !���)�� F� �:

 �	���� #5" �(�!� #����� ��(�� &!��� F� �:. 
��!�� !����� A ;����� F
�)� F��"�7!�  ������in-order  �P�$�!� ���	�	���:  

 

    void  iter-in-order(tree_pointer  node) 

             { 

                if (node == NULL) return;  

                 int top = -1;  /* initialize stack */  

                  tree_pointer stack[MAX_STACK_SIZE]; 

                  for( ;   ; ) { 

                       for(  ; node !=null ; node = node ->left / child); 

                            add (&top, node);    /* add to stack */ 

                       node = delete(&top);   /* delete from stack */ 
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                       if (node == null) break;  /* empty stack*/ 

                      printf (“%d”, node ->data); 

                      node = node ->right_child; 

                                    } 

                               } 

  
 "�� �� ��2,�iter_in_order() 

 ����n   ?��� F
 ;����� �- HC
� �	���� �� ���� #� �� 9�5� A �	���� �- ��'�� ���

 @�� A  ����(� ���&�� ���'��� ��!��� 
 A ����
 �	�� :)(nΘ  .  
  
7�6�2  =�2
?� ��)���Pre-order   
  

 #����� ���  ����� A ��
4� ���'�! �':�
�� ��'�� #� �	!�&� 	7�4� E	)�� E!��% F�� K�� �'� 

 �I	!)�� ���'�� ��% #$� ��� @�(�(Null)  ��
'�� F�� K�� �'� 
 A +��� ?(7 <	:� ��%

 ��2� ���� #����� 	��7� K�� �'� 
 A ����� ��� @� ���'�� . �	���� �(� #����� ��� F��"�7!�
 #���� �-/13 /  :� 	��'��� S��� �C!�	�  :+**/ABCDE      

  
7��� ������ �1'�U� #����� ��� ��)�� �� ��
���
'�� �P�$�!  ��!��� #���!�:  

 

    void pre-order(tree_pointer  node) 

          { 

          if (node !=null){ 

          printf(“%d”, node->data); 

          pre-order(node->left_child); 

          pre-order(node->right_child); 

           } 

               } 
  

 ����� ��	�	���� �P�$�� !��pre-order  #���!� �1'�-:  
  

    void  iter-pre-order(tree_pointer  node) 

             { 

                 if( node == null) return;  

                 int top = -1;  /* initialize stack */  
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                  tree_pointer stack[MAX_STACK_SIZE]; 

                  add (&top, node);    /* add to stack */ 

                for( ;   ; ) { 

                       node = delete(&top);   /* delete from stack */ 

                       if (node ==null) break;  /* empty stack*/ 

                      printf (“%d”, node ->data); 

                    if (node ->right_child != null)  

                         add(&top, node ->right_child); 

                    if (node ->left_child != null)  

                         add(&top, node ->left_child); 

                                    } 

                               } 

7�6�3  =�2
?� ��)���post-order   
#����� ���  ���� �	!�&�  !�7)� ���'�� �	!�& #�: ���'�� J!��� . �	���� �(� #����� ��� F��"�7!�

 �- #����6/13  : �C!�	�� 	��'��� S���  :AB/C*D*E+      
  

7��� ������ �1'�U ��!��� #���!� ���
'�� �P�$�!� #����� ��� ��)�� �� ��
:  
 

    void post-order(tree_pointer  node) 

          { 

          if (node !=null){ 

           post-order(node->left_child); 

           post-order(node->right_child); 

           printf(“%d”, pter->data); 

                } 

           } 
 ����� ��	�	���� �P�$�� !��post-order  #���!� �1'�-:  

    void  iter-post-order(tree_pointer  node) 

             { 

                if( node== null) return; 

                int top = -1;  /* initialize stack */  

                  tree_pointer stack[MAX_STACK_SIZE]; 

                 add (&top, node);    /* add to stack */ 

                for( ;   ; ) { 

                       node = delete(&top);   /* delete from stack */ 

                       if (node ==null) break;  /* empty stack*/ 

                      printf (“%d”, node ->data); 

                    if ( node ->left_child != null)  

                         add(&top, node ->left_child); 
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                    if (node ->right_child != null)  

                         add(&top, node ->right_child); 

                                    } 

                               } 

"+,-� : ������ ���1� �� S�!��� ��!7��� 	��'���iter-post-order()  A	"X ;��� �- �&"�
	)� F�� F
 �� 
 1��� #
�� ��!7� 	��'� �(� #$�� �G��� A ;����� ��� [�postfix .  

  
6�6�4  =�2
?� ��)���level-order   

  
 ������� ��2� K�� �'� 
 	��(� 6	!7��� ��2� �	!�& F
 A 	���� ���� �	!�&� #����� ��� ����

 A  1���� ���� #����� 	��7� A	��(�
�7�  #� �- ��'�� �	!�& ��	1 ��\ �� �������J,  ��
 ������ �$:� �- �- �':�
�� ���'�� ��% 	!7��� �$:� �- �':�
�� ���'�� .     

 #����� ��� ��)�� �� ��
U7��� ������level-order ��� 
 A��% 	���� ���� �-!CQ� ���� �     
 #�	���'�� +�� *!�!�� #�� ��!�1 
 A #�	�� ����� �� ���'�� ?�� F�� F
 A �� �'� 
 A F�� K

 #�	�� ��% ���'�� +��� ������� ��2� F
 6	!7��� ��2� �-!C% . �- H�� ���� J!��� �� !�� 

 ������ ��!��!� 
 ������� ��2� #�: ���'(� 6	!7��� ��2� �-!C% F�� 
 A ��!��� ���4� 6
�7���

#���� �- �	��(� ��'�� H�1� 6 /13  :+*E*D/CAB          

 

 

    void  level-order(tree_pointer  node) 

             { 

                  int front=rear = -1;  /* initialize queue */  

                  tree_pointer queue[MAX_QUEUE_SIZE]; 

                 if(node == null) return /*empty tree*/   

                 addq(&rear, node);    /* add to queue */ 

                for( ;   ; ) { 

                       node = deleteq(&front, rear);   /* delete from queue */ 

                       if (node ==null) break;  /* empty queue*/ 

                      printf (“%d”, node ->data); 

                    if (node ->left_child != null)  

                         addq(&rear, node ->left_child); 

                    if (node ->right_child != null)  

                         addq(&rear, node ->right_child); 

                                    } 

                               } 
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7�7  "��	)��� �	
��� @26 "�4	89� 3	�2���� A��Additional Binary 

trees operations 

  

7�7�1   "��	)��� �	
��� B
)Copping Binary Trees 

  
F��"�7!�  F
�)� 
 ��G!�
�� 	!��4� #����� <��!7�Pre-order, In-order, Post-order  	��
4� ��!��� #���!� ��G!�
 �	�� Z7� !����� ��G!�
�� 	!��:  

 

 

          tree_pointer copy (tree_pointer original ) 

                       { 

            if (original !=null){ 

            tree_pointer temp = (tree_pointer)malloc(sizeof(node)); 

            if (temp == null){ 

               printf(“error: the memory is full”); 

               exit(1); 

                         } 

          temp->left_child = copy(original->left_child); 

          temp->right_child = copy(original->right_child);  

         temp->data = orginal->data; 

         return temp 

                } 

      return null; 

              } 

 ������ �� 9�5�copy "7� ��� �� ���'� <
(7�  #�����Post-order 

 

  

7�7�2    "��	)��� �	
��� C�	#� �	��!�Testing for Equality of  Binary Trees  
  

���G!�
 ���	�� �� #
���  !���%���!1��!'� ���I	!- !��!� ��% �!, 	�I !��!� ��% 
� A    
 ���I	!-:  �- *!�
('��� ;)� �!�(��!���	��   
 ��  �!��	!7��� �!���	)�� �!�	����

�!���!1�� !����(� ��  �!�������� �!���	)�� �!�	���� 
 A  �!���!1�� !����(�.  
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 �� ��!1��� ��� ��)�� �� ��
U7��� ������:  
  

 int equal (tree_pointer first , tree_pointer second) 

       { 

     /*function returns FALSE if the binary trees first and second are not 

equal, otherwise it returns TRUE */ 

     return(first == null && second == null) || 

               (first !=null && second !=null) &&             

               (first -> data == second -> data) &&  

               equal(first->left_child, second->left_child)&& 

               equal(first->right_child, second->right_child)) 

                } 

 

       ������ �� 9�5�equal �� "7�� �� ���'� <
(7�  #�����pre-order 

 

7�7�3  "�?
� �������)C��,���(   The Satisfiability Problem   
  

 F���� !����� A ���	��� ���1���� !�!C��� 
 ���!7��� 	��!'��� #�
��� ��G!�
�� 	!��4� F�"�7�
	��'�) ��!7�
� ��1��(  #
����G!�
 �	��� �� <
(7� F��"�7!� K�� 
 A #���post-order  .

 ���: �- �(��� 	��'��� 	$�"� ��� ���	- �	��� #
���� �G&� 	��'� #� F��� F�� ���
�
�� A ����
 	���� ���� �- ��&"� F������ ����� .  

'�	� �� ��
�� 	��!'��� F���� 
 #�
��� F�"�7� ���� ��G!�
�� �	��(� ���'�� �����  #
��:      
1 / ��� ��5� 1�	 #�� 6	!7 .2 / 
U��� 
� 	�P���� #
�� *!�!��(� #��	  .3 /  ������ #��

  ���	)�� �	���� F���� ����� 
� 	�P���� ���: !�% #
��4/  ������� ��5� 1�	 #�� . #����
 ���'�� ���� #
�� ��!��� .  
                  

Right- child Value Data  Left_child 

  

'�� ���� �� N�	$��� F�� !�� ���!��� �P�$�!� +�� ���:  
   typedef struct node *tree_pointer ; 

   typedef struct node { 

                                  tree_pointer left_child; 

                                   type data ; 

                                   int value ; 
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                                   tree_pointer right_child ; 

                                    }; 

 �	�� : ��!��� ��1���� 	��'��� ����  
 

RRPQP ¬∨∧¬∨¬∧ )()(  

  
  ��G!�
 �	�� F��"�7!� @(�
�� 2
� F�� �1'��� ��1���� 	��'��� F����� :   
  

  
  

 �����)7 �16(  :(�#)��� ������� "��	)��� ��
��� (4  

  
 �P� �- ���'�� ���� �� 	�'�C  ��!��� #���!�:  

    typedef enum {not, and, or, true, false} logical; 

    typedef struct node *tree_pointer ; 

    typedef struct node { 

                                  tree_pointer left_child; 

                                   logical data ; 

                                   short int value ; 

                                   tree_pointer right_child ; 

                                    }; 
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���� ��1���� 	��'��� F��� ���� ��G�	�V� ������ �(� #
$��� F���	���!�  #
 )7 /16(  J�	�Q�
 ������ �(� 1�7� #��'�post-order   ��!��� #���!�:  

  
  

 

             void post-order-eval(tree_pointer node) 

                 { 

                 /* modified post order traversal to evaluate a  

                    propositional calculus tree */  

          if(node !=null){ 

                 post-order-eval(node->left_child); 

                 post-order-eval(node->righr_child);  

                 switch (node->data) { 

                     case not : node->value=!node->right_child->value ; 

                              break; 

                     case and : node-> value = 

                                   node->right_chid->value && 

                                   node -> left_child->value; 

                                     break;        

                                   case or :  node-> value = 

                                   node->right_chid->value || 

                                   node -> left_child->value; 

                                     break;        

                                   case true :  node-> value =TRUE 

                                           break     

                                   case false :  node-> value =FALSE 

                                           break;  

                                           } 

                                       } 
                 }                                   

  
  

7�8  "�#�!�� "��	)��� �	
���Threaded Binary Tress  

  
 ��
� @�W� ��G!�
�� 	!��4� #�
��� *�	�U��� ���	1 �� !��� 
n+1  #$� �� ��	)$ 1��
	

2n  ��� ��'�������� *�	�U���  ��� �� 	
�� ��	)$�� 1��
	�� ��� �� 6�  1��
	(� �(� �.  
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A. J. Perlis and C. Thornton    ��	)$�� 1��
	�� F��"�72 ���	1 �
��: . �
����7�
 1
�"  !�
�7 
 �	���� �� D	"� ��� ��% *�	�U�� ��	)$�� 1��
	��(Treads)  
 A

H���  1
�"�� +�� J!��� � ���
��� ���!�� ) �� 3	)�ptr ���� #
��: (  
1(  1��	�� �!� ��%ptr -> left_child  �	)$!,  	�U�� 1��	�� ��� #�� �G��� A ��%

�����' ����  ���'�� #�: 	�&�ptr  �	�!�� #����� <
(7W�in-order . 
2(  1��	�� �!� ��%ptr -> right_child  �	)$!,  ��% 	�U�� 1��	�� ��� #�� �G��� A

�� ���'�� �� ���'�� �'� 	�&�ptr  �	�!�� #����� <
(7W�in-order . 
  

 #���� 	�9�)7 /17 ( ��
7	� 1
�"� ��G!�
 �	�� �	���� +��  K(�� ��� A �1��� 1
1"�
11   
 ����12 1��	!, �	)$!,  1
�"� F������7� F� ��� A . �	���� +�� 	�� !�(��� ��%

      <
(7W�in-order �� �	!�& F�� �G��� A��'   ��!��� <��	��� �- :H, D, I, B, J, E, L, 

A, F, C, G   .  ���'(� 1
�"�� J!��% F� ?�� NC
��L 5
�,  . ���'(� 6	!7��� ��2� �
�
L 1��	!, �	)$!,  #�: ��W� ���� ��% 	�U�� 1��	�� ��� #��� AL   ���'�� �� ���� 
E  . 


 ���'(� ������� ��2� �
� K���L 1��	!, �	)$!,  1��	�� ��� #���7� A ��% 	�U��  ��W� ����
 �'�L   ���'�� �� ���� 
A .  

  
7�8�1  "�#�!�� "��	)��� �	
��� �����  
  

 K�� F�� 
 A ��'��1�� *�	�U��� 
 1
�"�� ��� &��� �� <�� 	!��4� �� E
��� ��� #�
���
 ���'�� ���� ��% ������ ���(�� �-!CQ� :left-thread, right- thread   . #�� �� 3	)�� 


 !� ����ptr     ��1�"�� �	���� �- . �!� ��%ptr -> left-thread = TRUE  �G���:        
ptr -> left-thread 1�" ��C��!,   L  6	!7��� ��2� ��% 	�U� ��C�� K�� 	�I 
 . 

 ��� @�!�� #��� �!� ��%ptr -> right-thread = TRUE  �G��� :ptr -> right-thread 
1�" ��C��!,  	�U� ��C�� K�� 	�I 
  L�,  ������� ��2� ��%.  
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�����)7 �17( :����� (4 ��
�2� "�4��� "�#�! "��	)� ��
�) 7 �6( 

  
  

 #���!� ��1�" ��G!�
 �	�� �- ���� ���� �� �5�V� F�� :  
 

  typedef struct threaded-tree  *threaded-pointer ; 

  typedef struct threaded-tree { 

               short int left-treaded; 

               threaded-pointer left-child; 

               char data; 

               short int right-treaded; 

               threaded-pointer right-child; 

                 }; 

"+,-�  
 ��
��� �	���� �- #����) 7 /17( �1�"!�  : BB� 6	!7��� ��2�H   ������� ��2� 
 A
 BB�G  . ��!� �-H ��� !����� 2 A� BB�  6	!7��� ��5� 6	)$�� 1��	 #H   ��% 1�"�

 ���'�� #�: 	�&� ���� ���'��H  �
�  �	�!��H  <
(74� ��� �- 	�&� ���� #
� . #��� 

#���� !����� 2  @�� ��� @�!�� �	 BB�  ������� ��5� 6	)$�� 1�G   ���� ���'�� ��% 1�"�

 ���'�� �'� 	�&�G  �
�  �	�!��G  <
(74� ��� �- 	�&� ���� 	"X . �� 3	�)� K��� #�
 ��1�"�� ��G!�
�� 	!����  ��7�	 ���� K(��(head node)  ��G!�
 �	�� #� �� ��!��!� 


��!� �(
�� ����
 ���� �� �
��� �I	!- ��1�"#�) 7 /18. (  
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Left-thread      left-child      data                 left-thread     left-child  

FALSE . DDDDDDDD . True 

 
  
  

�����) 7 �18 (  :"E�	4 "�#�! "��	)� ��
�  
  

  
 #����)7 /19(   �	��(� #�!��� #�
���� 	�9�#���� �-  *�	�U��� F��"�7!�.  
  

 

  
 �����)7 �19(  : ����� (4 "��	)��� ��
�2�  #������� ������� )7�17(  
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7�8�2 �2
?� ��)���= In-Order "�#�!�� "��	)��� ��
��� ��6:   
 <
(7W� #����� ���&	�
" 1�7�� !����� 1
�"�� F��"�7!�in-order  ��G!�
�� �	���� 	��

��1�"��. ���� 6� #�� ��-ptr ��� ��1�" �	�� ��  :�!� ��%                               
ptr->right-thread=TRUE  ���'�� �(� ���� ���'�� �G���ptr  1���in-order ��       

ptr->right-child  . BBB� ���!��� ���'�� �(� #$�� K�� 	�I 
ptr  �� 	!7� <�'��
 ���'(� ������� ��5� 6	!7��� ��2� 1��
	ptr BB� ���� ��% #$� ���                 

left-thread=TRUE   . ��G�	�V� ������insucc()  <
(7W� ���� 64 ���!��� ���'�� ��
�
in-order .  

  
         threaded-pointer insucc(threaded-pointer tree) 

                       { 

/* find the in-order successor of tree in a threaded binary tree */ 

                 threaded-pointer temp; 

                 temp = tree -> right-child; 

                 if (tree->right-threaded != TRUE) 

                 while (temp-> left-threaded !=TRUE); 

                        temp =temp -> left-child; 

                 return temp; 

                 } 
  
������  ��G�	�V�  ��(�� �)�� ����  <
(7W� #�����in-order ��1�"�� �	���� 	��  Atin-

order  A ����7�  ������insucc()  *�	� ��'�.  
  

     void tin-order(threaded-pointer tree)  

               { 

/* traverse the threaded binary tree in-order */ 

          threaded-pointer temp = tree; 

          for( ; ; )  { 

          temp = insucc(temp); 

          if(temp = tree) break; 

          printf(“%c”, temp->data); 

               } 

       } 
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 "�� �� ��2,�tin-order()  
 

��
�� ��1�"�� �	���� �� 3	)��  ��n  ���� . ������ +�� <!7� ��&O(n)  #:� 
� 
 A
 ������ <!7� ��& �� *�!
 	�����iter-in-order  .  

  
7�8�3   "�#�! ��
� @�: � �6 "4	8:Inserting a node into threaded binary 

tree  
  

��G!�
 �	�� !���� ����  ��1�"tree  . ���� parent   �	���� �� !� ������	- �	�� !�� �
 �I	!- ������ . 
  ���'�� �-!CQ� <I	� !��� 3	)��child   ����� ��!� ���'(�parent  .
 ���'�� �-!CVchild  ���!��� *�
1"�� H���:  

  
  

 

1) Change parent -> right-threaded to FALSE 

2) Set child -> left-threaded and child -> right-threaded to TRUE 

3) Set child -> left-child to point to parent  

4) Set child -> right-child to parent -> right-child  

5) change parent -> right-child to point to child  

  
 NC
�#����)7 /20  ((a)    ���'�� �-!C% ��(��D  ���'(� ����� ��!�B  .  
 !�� �!� ��%� ���'(parent  
�� �G��� A �I	!- 	�I ������ ���	- �	�� +�� �-!CV� ��(�� �

���'� 	
���, 4 A ���'(� �������� ���	)�� �	���� �parent    ���'(� ������ ���	- �	�� N�$�
child   �-!CV� �'� .#����)7 /20  ( (b)    ���'�� �-!C% ��(�� NC
�X   �����'�� ���
B, D  . ��G�	�V� ������insert-right �����!7�� �-!CV� ���(�� �)��  .  
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                                                          (a) 

 

  
                                                                                             

                        before                                                                  after 

(b) 

 

�����)7 �20(   :"��	)� "�#�! ��
� (4 	� � ��� ()��� %�� "4	8:  
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void insert-right (threaded-pointer parent, threaded-pointer child) 

{ 

/* insert child as the right child of parent in a threaded binary tree */ 

  threaded-pointer temp; 

 child -> right-child = parent -> right-threaded; 

 child -> left-child = parent; 

 child -> left-thread = TRUE; 

 parent -> right-child = child; 

 parent -> right-thread = FALSE ; 

 if ( child -> right-threaded == FALSE) { 

    temp = insucc(child); 

    temp -> left-child = child ; 

              } 

        } 

7�9   "�	7��Forest 

  
�����  : �� ��
�� ��
��� �� ��!P��nn )0( ≥ 	!����,  �($)��.  ��!P�� F
�)� 	��'�
����!, ���, �(� !�($� �	�� 	�� !�-�� ��% @�4 A �	���!�  A #!
��� #��7 �(� A ��!I

	�� ?��  6� �	��  ���	�� �� ��
�� ��!I S��� ��G!�
.        
  
7�9�1  @26 3	�2����"�	7�� Forest operations  
  

 "��	)� ��
� @�: "�	7�� ���,�Transforming a Forest Into a Binary Tree  
  

 #���� �- ��C
��� 	!��� �5
 �� ��
�� ��!I !���� ����)6 /20 ( . ��!P�� +�� #�
���
 ��% ���!��� *�
1"�� H��� ��G!�
 �	��:  
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1. #
�� �	�� #� 	!��4� �� � ���	1left child-right sibling   �(� #
$�(�
 ��G!�
 	!���. 

2.  >4� 1�	 #�� #5" �� 3'�� !�C'� 	!��4� K(� 1�	�(sibling) 	���� ���'�. 
  

3. �� �- ��!P�� ��% ��!��� #�
���� ��1�#��) 7/21  ( ��G!�
�� �	���� �(� #$��
 #���� �- �!1'���7 /22 . 

  
 ���!��� �P�$�!� #�
���� ��� ?	'�:  

 �!� ��%nTTT ......,,, 21 �� ��
�� ��!In  ��-�
��� ��G!�
�� �	��(� &�	� �G��� A �	��

� BB� ��!P�� +��)......,,,( 21 nTTTB:  

  
  

  
             

����� )7 � 21( : -� %� "�	E5 �	
�1  

                              
•  �
��)......,,,( 21 nTTTB  �!� ��% A ���!"n = 0 

• BB� 	���� �����	��()......,,,( 21 nTTTB �	���� 	�� ��T1 L ��	��! 

 ��	!7��� ���	)��)......,,,( 11211 mTTTB ��� AmTTT 11211 ......,,, 	!���
� �� ���	- �	��(� 	���� ���T1 �������� ���	)�� !��	�� 
 L 

)......,,,( 32 nTTTB. 
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� ����)7 �22( : "�	7�� %� "
�	)�� "��	)��� ��
���  

  
  

7�9�2  "�	7�� ��6 ��)��� =��	
1Forest Traversals  
 #����� <��!7�Pre-order, In-order, Post-order  ���1��� ��G!�
 �	�� 	��T ���!�  ��

��!I  !�F  A ��1� C��!,  �(�����!P F  . 

 

 =�2
?� ��)���Pre-order  
 ��!P�� �- ��'�� �	!�& F�� A <
(74� ��� �-F  <
(7W�pre-order  ��1��� 	�� 	!��4�

 ��G!�
�� . ���� #����� ��(�� NC
� ���!��� *�
1"��<
(74�  ��!I 	�� :  
1. If F is empty , then return 

2. Visit the root of the first tree of F 

3. Traverse the sub-trees of the first tree in tree preorder 

4. Traverse the remaining trees of F in preorder 

  
 =�2
?� ��)���In-order  

 ��!P�� �- ��'�� �	!�& F�� A <
(74� ��� �-F  <
(7W�in-order  	!��4� 	�� ��1���
��G!�
��.  *�
1"��   ��!I 	�� <
(74� ���� #����� ��(�� NC
� ���!���:  
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1) If F is empty , then return 

2) Traverse the sub-trees of the first tree in tree inorder 

3) Visit the root of the first tree of F 

4) Traverse the remaining trees of F in inorder 

 

 

 =�2
?� ��)���Post-order  
 ��
� 2#����� ��� <
(7� �- @�!��   ��G!�
�� �	���� 	�� #����� ��� <
(7� H� ��!P�� 	��

 ��!I �� ���!���  .  ��!I 	�� <
(74� ���� #����� ��(�� NC
� ���!��� *�
1"��:  
  

1- If F is empty , then return 

2- Traverse the sub-trees of the first tree of F in tree post-order 

3- Traverse the remaining trees of F in post-order 

4- Visit the root of the first tree of F 

  

7�10   "6��
��� �����Set Representation  
 *!�
����� #�
�� �- 	!��4� F��"�7� ;	�� A H1���� ��� �- . 	$!�� �� 3	�)��

 ����� �� �	!�� *!�
�����0, 1, 2, ….., n-1  #
�� �� ���� �������� �� �- &
�	 #

(symbol table)  	$!�'(� �������� J!�74� �&"� 6��� . *!�
����� �� 3	�)� K��� 


 �(
������"�7!�F  �($)�� 	!��4� . !���� �!� ��% A #!
��� #��7 �(�10   �� ��:	� 	$!��
0  ��%9   �($)�� *!�
��� �5
 ��% 	$!�'�� K(� ]&�� A:  

  S1 = {0, 6, 7, 8} , S2 = {1, 4, 9}, S3 = {2, 3, 5}  

 #���� NC
�)7/23(  �� 9�5� ��� A *!�
����� +�� #�
��� ������� �	1�� D��%
 J!�^� ��% J!��4� �� ��'�� 1��
	   .  

  

  
         S1                                          S2                                      S3 

   
����� )7 �23(  3	6��
� ���� "�	E  
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7�10�1  3	6��
��� @26 3	�2���� A��  

  
7�10�1�1  0	��
&�Union  

  
 E!���2� �(� #
$��� F�� 

21 SS U  #���� �- ���	���� D��% #'��)7/23(  �	��
 D	"4� �� ���	- .

21 SS U ��� �� ����
 #
�� �� ���� #���� �- ���	�)7/24(  
  
  

  
  

         21 SS U            =                  12 SS U            

  
�����) 7 �24( : "6��
�2� �����21 SS U  

  
7�10�1�2  "��  ;��)�Union 

  
E!���2� ��(�� ��)��� +��  #'�� A 	�� #�� �	�� 	�U��,  F7� ��%������
�  �(
����

 #���� �- NC
� 
� !�� �	���� +���)7 /25(.  �7�	�  1�7��� �!��V� *!��&	�
"
(Find)  !�(
�� ���� 	!��4� 	
�� *!�
����� J!�7� #'�� A E!���2� 
 .5
�-,  	!��

 ��
����� F7� ��%S1  B�0   .5�7 ��
����� F7� ��% #!���2� �
��,  K�� 
 A
 #
�� 3�	�-!�name[]  *!�
����� J!�7� ��C�� A . 	$�'�� �!� ��%i  �	���� �-
 	���� *��j  #"���� ��% 	�U� K(��k  ��
����� F7� �
�� �G��� A J!�74� #
�� �-
name[k]   .  
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 �� ��:	� 	!��4� �- ��'�� �� !��0  ��%n-1    F!:	4� +�� F��"�7� !����� ��!��!� 


 ���W�–  Y!��� ���� #� �� 6� 1�- ���
 #�� ��%#
�� 6��� 
 A  ��'�� +�� ���
 #��� .
 K�� �� 	��'��� F�� 
���� *!�1'���  :int parent [MAX-ELEMENTS];      ���

MAX-ELEMENTS 	$!�'(� ��9�4� ��'�� #
��   �� 3	�)� !�� :  
  

parent[root] = -1  . #����)7 /26(  *!�
���(� #�
���� ��� NC
�S1, S2, S3 .  
  

  
  

�����) 7 �25 ( : 3	6��
�2� 3	)	���� �����S1, S2, S3 

  
  

[9] [8] [7] [6] [5] [4] [3] [2] [1] [0] i 

4 0 0 0 2 -1 2 -1 4 -1 parent 
   

�����) 7 �26 (  : 3	6��
��� �����S1, S2, S3 "�
���� �� !�
	�  
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7�10�1�3  "��  ;��)�Find() 

 ������ ��)�� F��find(i)  4� H���� #����� �� ���� ���� ���i  #$� ��� 	��7� 
��%  #���
 <�!7 ���
 . A 5
�find(5)   #����� �� ���� A5  ���
 ��% K	��� 
5  
� 6��� 
2  .

 ���'(� �� !�� 
2 5���, ��!7!,  	���� ��% !�($
 �: �
�� K��� 
 .������ �- !��      
union(i , j)  A- 	�	�� F�� ���	�� 	
��i , j  . ��
4� �	���� 	�� �� N(1$� !��
��� N�$�!,  �	!�'�� �� 6� A ���!
�� �	���� 	���parent[i] =j  E!���2� ��(�� &��� .

 ���(�� &��� ���!��� #�
���find , union  .  
         int find1 (int i) 

                { 

                for(  ;  parent [i] >=0 ; i = parent[i]) 

                         ; 

                       return i ; 

                       } 

 

 

         void  union1 (int i, int j) 

                 { 

               parent[i] = j; 

                 } 

��2,� ��� ��union1(), find1()   

��)�� ��
�7 �� FI	�� �(�  �����find1, union1 % A *7�� !��&!��% *�&��� �� 2
�� �����,  .�� ��% A #!
��� #��7 �(�� B� !�p 	$���,  ��
��� #� �-

piiSi <≤= 0,}{  �� ��
�� ��!I �G����2� #���� �
��  �G���p  
 ����
piiparent <≤−= 0,1][  . ���!�����  *�	
U�union-find  ���!���:  

 

union(0,1) , find(0) 

union(1,2) , find(0) 

. 

. 

union(n-2,n-1) , find(0) 

  
#���� �- ��C
� ��1" �	�� S���)7/27( ��!��� :  
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   �����)7 �27(  : "�#! ��
�  

  
  

 ���� <!7� ��& �� 9�5�union() S�!'�  ��!��!� 
 *�!
n-1  ��&� ������ +��� J!���7�
O(n) .�� �� A K��� �-!C% #� #find   ���
�� 1��
	 �� �(7(7 H���(parent links)  ��

0  	���� ��% . 6
�7��� �- 	$�'�� �!� ��%i   +	�� �!��V <
(1��� ��&�� �Q-O(i)  . 

 ���!'�� �(��� ��&�� �
�� ��!��!�n-1 finds   :  

)(
2

nOi
n

i

=∑
=

 

*�	
U�� #C-� ��)�� �!��%
 ��1" �	�� J!��% <���� union, find   �&
�� ���!: H���
(weighting rule)  ����(�union (i , j)   ����
?	'�  ��!��� #���!� :  

  
 ����� : ����(� �&
�� ���!:union (i , j) :  ��% �	���� �- ��'�� ��� �!�i  ��� �� #:�

 �	���� �- ��'��j  ���'�� #'�� �G���j  ���
�,  ���'(�i   #'�� K�� 	�I 
 Li ���
�,  ���'(�j 
.  
   

  �(� ���!��� +�� ���1��  *�	
U��� ���!���union-find   �(� #$�� A+5�� �-
$
���
 #���!� ��C
��� 	!��4�)7 /28:(  
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    initial                        union (0,1)                              union(0, 2)                   

                                      0 = find(0)                               0 = find(0) 

 

 

 

                                                    
union(0, 3)                                                          union(o, n-1)                                                                           

0 = find(0)  

�����) 7 �28 ( :%F��� � 6	�� "�)���� �	
���  

  
��!: ��)����   �	�� #� �- ��'�� ��� �-	'�� Y!��� A �&
�� 
 AK�� F��  F��"�7!� #��

count  	����	�� #�  6� A  �!� ��%i  �Q- 	�� ����count[i]   �- ��'�� ��� 6
!7�
 �	���� . 	��  ��� #�� ���
�� #�� �� !����� 6
!7��, ��!7!, A  ������ #'� !�����-

parent[i]   6
!7�-count[i]  .�&
�� ���!: F��"�7!�  ��!��!� 
 #�'� �� ����union()   
 N�$�� ��!��� #���!�:  

 

 

  void union2( int i, int j) 

          { 

/* union the sets with roots i and j , i !=j , using the weighting rule . 

parent [i] = -count[i]  and parent [j] = -count[j] */ 

            int temp = parent[i] + parent[j]; 

            if (parent [i] > parent[j]) { 

                   parent [i] = j;    /* make j the new root */ 

                  parent [j] = temp; 
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                           } 

                else  

                   { 

              parent [j] = i;    /* make i the new root */ 

              parent [i] = temp; 

                        } 

                   } 

 

 "��+):  ����T  �� ��
�� �	�� n ����!�U!��% F�  ������ F��"�7!�union2   . �G���

 nTlevel 2log)( ≤ . 

  
%	/����:  �(� �C!�	�� J�	��72� F�"�7��n  *!�
% �- ����	����

 nTlevel 2log)( ≤  .  
 ����$ 
 ��C�
 ����	���� #�� ��n = 1   .  

  �� 3	)� �� ��
���� 	!��4� #� �(� ����$ ����	����i  
 ����1−≤ ni  

 #�� �� !���$ �(� ��	���i = n  .  

 ����T  �� ��
�� �	�� n ������ F��"�7!� !�U!��% F� ����union2   . ����union(k, j) 
� A �&��� E!���� ��(�� 	"X� �� m  �	���� �- ��'�� ���j  �	���� �- ��'�� ��� �
��
 A

 j 6
!7�n-m    . �� 3�	�-� !�����
2

1
n

m≤≤ . �	��(� ��9�4� 6
�7��� �G���T  

 �	���� 6
�7� 
� !�%k  6� :  

   nmnTlevel 22 log)(log)( ≤−≤  

6
�7� �� ���
� 	
�� 
�  �	����j   . �
��  ��!��!� 
:  

   n
n

mTlevel 222 log1
2

log1log)( ≤+





≤+≤  

�	�� :#����)7/29(  ���1�� ����� ������union2 ��!��� �(��  �� ���� *!�!���2� ��
 �G����2� #����:  

320,1][][ =≤≤−=−= niicountiparent  . 
                  union(0,1)   union(2,3)    union(4,5)     union(6,7) 

                  union(0,2)    union(4,6)   union(0,4)  
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�����)7 �29(  : "�� �� C��#�� "
��) �	
���union2  
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&5�� ��&��F  ��(�'�find   �� ��
�� �	�� �-n 	$���,  �
��O(log2n)  . ��&�� !��
�� ��
�� ���!��� ���!'�� K(��7���union  n-1)  (  
m find    �
��O(n+mlog2n) .  

   
 �-!C% ��7�� ��
�  ���&	�
"�union -find          �1�� ���!: �-!CQ� K�� 


(Collapsing rule)  ��(�'� find.  
  

 �����)(#�� � 6	< :( ���'�� *�!� ��%j  �� 	!7��� �(� �':�
 ���'��i   	���� ���� ��%
 ���'�� #'�� �G���j ���!,  	���� ���'�.  
 �1�� ���!: F��"�7!�  !�����#��'�  ������find()   �"7��!� ��!���� : 

 

      int find2 (int i)  
          { 

/* Find the root of tree containing element i . Use the collapsing rule to 

collapse all nodes from i to root */ 

       int   root, trail, lead; 

       for(root = i; parent[root] >=0; root = parent[root]) 

             ; 

       for (trail = i; trail !=root; trail = lead) { 

              lead = parent [trail]; 

              parent [trail] = root; 

                 } 

       return root; 

      } 

  
 "��F���! ��2,�union-find  

   
��� ������ �),( mnα 
�� *��1�J� ���, 7
�'� 	��'� ���� 
!,  �����Ackermann   

),( qpA�� H�	7�� 
���� *���,  �P�$�!� ?	'� 
 A���^�    :

}log4,(|1min{),( 2 n
n

m
zAzmn >





≥=α .���� !��Ackermann  
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 �� ���"�7���      :
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  �� !�C	�-� ��%0≠m �� �G��� A(2)  
(3)  ?�	'� 
),( mnα  �� �C���
3),( ≤mnα #�� �� K�� 
)4,3(log 2 An <   . ��(1)  �� ���

���:)4,3(A�� �	����,  .� ��	9��� �2  ��� �
��7 Aunions  6
!7�n  !�C	- ��% 
 A

 ��)4,3(log 2 An <  �
�� �G���3),( ≤mnα.  
  

 "��+)2[Tarjan]:  ����T(m, n)  �� �("���� ���!��� ���!'�� <
(1��� ��9�4� ��&�� 

finds  )( nm ≥  
(n-1) unions   �G���:  
),(),(),( 21 nmmknmTnmmk αα ≤≤  

  ���k1  
k2  ���
� *��

.  
  

 ������ �� �� FI	�� �(�),( mnα1� 
�� *��J� ���,  ���&	�
"� ���&�� ���'��� �Q- A
union-find  �- !�1" ;��m  ) ���finds  . (   
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7�11 %��	��  �������	
��  

  
 %����1:    3	)�K��� - 	�I ��G!�
 �	�� �� ��
�� �I	!n  <
(1��� 
 ����:        
1.  �	���� +�� �- ���!��� ��G�	�V� #�
��� <�����G!�
�� : 
•  !��- ��("���� ��'�� ��� <!7�. 
•  ��	
4� ��� <!7� . 

• <!7�  �	���� E!)�	�. 
•  !��- ��("���� ��'�� ��� <!7�. 
• ������  ��1" ��G!�
�� �	���� �
� ��. 
• ������ � �	���� �
� �� ��G!�
��G(��� ��'�!� 

•  ������ ��G!�
�� �	���� �
� ���(�!� . 
2.  ���!7�� ��G�	�V� #�
�(� ���&�� ���'��� ��
�.  

  
 %����2:     ;�!B'��!� �!���!��� !���% ���	�� �� #
��(Mirror Similar)   B��!� ��%! 

'� ���I	!-!, ��!� ��% 
� A! - 	�I �� ��	!7��� ��G&��� �	���� 
 ���I	!   ���!B��� !B����(�
 !����(� �� �������� ��G&��� �	���� H� ;�!'��!� ) ���C
��� F7	�� 	9��  . (   

  

 
             

(a) (b)            
     
 ���&	�
" <������ ���	�� �� ������G!�
�  ;�!'��!� �����!��� A.  
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 %����3:    ��!��� ��!7��� 	��'��� !���� 3	)�:  

              
edcba /)(*)( −+  

                  ���edcba ,,,,����$ ����� F!:	� .<
(1���
: 
1.  �1'��� ��!7��� 	��'�(�  ��G!�
 �	�� _���.  
2.  !��- ���� ?�	'�� ��&5�� *!�1'��� ��� F�: .  
3. 7��� 	��'��� F��� ��G�	�% ���� <���7!���� #����� <
(7� !��"�7� ��!7�� ��!	�� < 

 ��G!�
�� 	!��4� . 
 

 %����4:        <B��	� �B:5� !��B�� ��B� ��
� ��G!�
 �	�� A ���	� ��G!�
 �	�� ��7� . 
 �� ��'�� ��� <��	��� �:5� 
 A !���$ ���� 6
�� ���� #� �� 3	�)� : 6	!7� ��� #�

 
� ���'���'�� �� !�!�� 	��� 
� ����� ��� #� A <4� ���'�� �� !�!�� 	P$� <4� �.  
1.  ���	��� �	���� +�� �- ���!��� ��G�	�V� #�
��� <���: 
•  N��$�� !��!�� �- ���� �-!C%. 
•  N��$�� !��!�� �� ���� ?��. 
•  !� ���� �� �����. 
2.  ���!7�� ��G�	�V� #�
�(� ���&�� ���'��� ��
�.  

  
 %����5:    !��!)�	� ���� ��G!�
�� 	!��4� ��� �� ���≥ n  5'�!� �1'����
'�� �::  





>+−

=
=

11))1((

11
)(

2
nifnT

nif
nT  

 �� ��� F
 n
cnT

2)( =  ���c  *�!
�� ��� ��
� F
 A *�!
 ���.  

  
  %��D��6   : �� #
�� �	��T1     D	B"� ��G!�
 �	�� �� ��G&� !��%T2    *B�!� ��%T2 

 #�!� 6
��T1   )����C
��� F7	�� 	9�( .  
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                              (T2)                                                       (T1) 

 

1 /  �	���� �
� �� ����� ��G�	�% ���� <���T1   D	"� �	�� �� ��G&�T2 . 
2 / ��G&��� �	���� �
�
 	�	�� <!7�� F
�� ��G�	�% ���� <���T1    �	���� �-T2 .  
  

 %����7:  	!��4� ��� �� *�
���� ��G!�
��)(�"�  K(�� ����)1≥n( �:5'�!� �1'� ���� 

���
'��  :∑
−

=

=≥−−=
1

0

1)0(,1,)1(*)()(
n

i

TninTiTnT  A +�� #� F


 �:5'��. 
 %����8   :��G!�
 �	�� J!��Q� F
�� ���&	�
" F�: #
�� 	��'��, ��!7�!, )
� 1����!, ( F


 !�� ���&�� ���'��� ��
�.  
  

 %����9 : ��G�	�% ���� <���insert-left  A ����� ��� �-!CQ� F
��child  6	!7� ��!� A
 ���'�parent ��1�" ��G!�
 �	�� �-  .  

  
 %����10  :  A ��1�" ��G!�
 �	�� ����tree  <
(1��� 
 A:  
1.  �	���� 	�� #����!� F
�� ���� <���tree  <
(7W�post-order  ���'��� ��
� 


 !�� ���&��. 
2.  #����!� F
�� ���� <��� �	���� 	��tree  <
(7W�pre-order  ���'��� ��
� 


 !�� ���&��. 
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 %����11  : ����T  <
(1��� 
 ��G!�
 ��� �	�� :  
1.  ��	�	���� ����(� ���
'�� �"7��� <���insert_node()   ��% ���� ?�C� ����T 

 ������ H� !��	!: F
insert_node()  . 
2. ��� <������ 
 ��	�	�� ����G�	�% ��
� �	���� �� ���� ?��� �T  . ��
� F


 !��� ���&�� ���'���. 
3.  �� 3	)� �	����T  ��1�"�� ��G!�
�� ����� �	�� B� @��� #��� �(
�� . <���

��G�	�V� #�
��� :search, insert, delete . 
  

 %����12 :  �	�� 3	)�T  F��"�7!� �(
��6	!7��� ��2�–  ������� >4� . #�
� <���
��G�	�%  #����� <��!7� �)�� ��	�	��:pre-order, post-order , in-order 	��  �	����T.  


