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Aالمؤثر نسمي ( ملاحظة: 1-7-5)
( لمماؤثر  المحايوي المذكور في النتيجة السابقةة التميياي المساتمر   ~

A.   
 
 

 الذالياث الخطيت المحذودة تمذيذ (   8 – 1) 

  باناخ   –ومبرهنت هان    

  
فاا ن مااب ذكرناابل فااي ال ةاار   . لااذلك أن الااياليبا اليةيااة وااي نااو  ياابر ماان المااؤثراا اليةيااةمعماوم        
يصح أيضبً من أجل الاياليبا اليةياة. مال ذلاك يمكان الحصاول عما   عن تمييي المؤثراا اليةيةالسبقةة 

زئااي ماان فضااب  يةااي ماانلم. يمكاان الحصااول تمييااياا ذاا مياازاا يبصااة لااياليبا معرفااة عماا  فضااب  ج
لناتمكن مان إثقبتباب نحتاب  ناب  التاي سانثقتبب قعاي .ميال. و عم  وكذا تميياياا اعتمابياً عما  مقروناة وابن ا قب

  لقعض التمبيياا.
 

 :ةقوتح Mعممية ثنبئية معرفة عم  مجموعة غير يبلية   إذا كبنا       
xMمن أجل أي عنصر (  1     ف نxx   أي أن انعكبسية .) 
yxف ن  xyو yxإذا كبن (  2      أي أن تيبل ية .) 

 (. متعيية أي أن   zxف ن  zyو yxإذا كبن (  3  

 ع .ااة ترتياائ جزئااي عماا  نإ ل، كمااب نةااو  مرتقااة جزئياابً ماال الع .اة Mن المجموعااة إنةااول عنيئاذ 
 .Mالمجموعة 

قحيا  أن أي  yو xعنبصار  Mعناي أناق .اي يوجاي فاي المجموعاةتإن كممة جزئي في التعريا  السابقق 
 غير محةةة. في وذل الحبلة نةول إن وذل العنبصر غير .بقمة لممةبرناة   xy و  yxمن الع .تين 

( إذا كابن  أو متةبرنين .بقمين لممةبرنة   yو xالعنصرين  أن (. لذلك نةول قبلمةبقل أو أنبب غير متةبرنة
yx أوxy. 
ن ي.اااابقم M ( إذا كاااابن كاااال عنصاااارين ماااان chain أو سمساااامة مجموعااااة مرتقااااة كمياااابً   Mنساااامي       

ورقمااب يكااون قاان س الو.ااا  M ماان yو xماان أجاال أي عنصاارين xy أو  yxإماابأي  لممةبرنااة  
yx وxy محةةة .) 
mMنةول عن عنصر        نق عنصر أعلمي لممجموعاةإ M  إذا ناتج مانxm  أن xm  . 

 أي عنصر أعلمي. M تجير الإشبر  ونب أنق .ي لا يوجي لممجموعة
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xMفنةااول عاان العنصاار  Mمجموعااة جزئيااة ماان المجموعااة المرتقااة جزئياابً  Vإذا كبنااا         نااقإ 
  إذا كبن Vأعم  لممجموعة  حي

.; Vvxv  
 حي أعم .  Vتجير الإشبر  ونب أنق .ي لا يوجي لممجموعة 

 

  .نتنبول الآن قعض الأمثمة       
 

  مجموعة الأعياي الحةيةية ولنضل RMلتكن مثال: ( 1-8-1)
.,; R yxyxyx 

 ونب لايوجي عنصر أعلمي.  . مجموعة مرتقة كميبً مل ع .ة الترتيئ  Mفنجي أن 
 

 مجموعة الأعياي العةيية  CMلتكن مثال: ( 1-8-2)
.,; R yxyixz 

yixzإذا كبن    وyixz   عنصرين كي يين منC ووضعنب ،  
,, yyxxzz  
لكنبب غير مرتقة كميبً لأنق  . مجموعة مرتقة جزئيبً مل الع .ة  C فنجي اعتمبياً عم  المثبل السبقق أن

 لو أيذنب العنصرين
yixz 25 C    و   yixz 32 C 

zzالع .تين ك  لوجينب أن    و zz   .غير محةةة 
zzف اي حاين .  قشاكل جياي والتميياز قينباب  ونب يجئ استيعبئ الرماوز     تعنايzz   الاواري  فاي

 و  z، ووي ليس يومبً محةةة من أجل أي عنصرين  ( وع .ة الترتيئ تعري  المجموعة المرتقة جزئيبً  
z  مانC  فا ن ،xx  بً مان أجال أي عاييين حةيةياين محةةاة يوماx وx   قبلنساقة ، ون اس الشاي
yyلا .   
 

  ولنأيذ المجموعة R  مجموعة جزئية من مجموعة الأعياي الحةيةية Mلتكن مثال: ( 1-8-3)
 .,...,,;),...,,(: 2121 MxxxxxxxxM nn

n  
),,...,( ف ذا كبن 21 nxxxx  و ),...,,( 21 nyyyy  عنصرين كي يين من nM  وضعنبو  

.,...,2,1; njyxyx jj . 
 كميبً.  ، لكنبب غير مرتقة مجموعة مرتقة جزئيبً مل الع .ة  nM فنجي أن

yx، يجئ التمييز قين  ، وكمب وو الحبل في المثبل السبقق ونب  و jj yx .  
 

لتكن مثال: ( 1-8-4) ....,3,2,1M  ولنعر  الع .ة :قبلشكل 
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  mn   n m يةسم    
( مال  ولايس كميابً  مجموعة مرتقة جزئيبً   M، أي أن  Mتعر  ع .ة ترتيئ جزئي عم   فنجي أن 

  . ع .ة الترتيئ الجزئي 
 

)(لنرمز قا مجموعة غير يبلية و  Xلتكن مثال: ( 1-8-5) X P M أجزا  سر  كل لأX فا ذا .
  ( ووضعنب Xمجموعتين جزئيتين من  Fو Eأي أن    Mعنصرين كي يين من Fو Eكبن 

FEFE  
  (. وليس كميبً  مجموعة مرتقة جزئيبً   Mفنجي أن 

Xmعلمي وحيي وو عنصر أ Mنشير ونب قأنق يوجي لا .  
 

 -التاي سانعتمي عميباب فاي إثقابا مقروناة وابن  ( Zorn's Lemma )فيماب يماي ناذكر تمبييياة زورن       
  (. مل الإشبر  إل  أن لبذل التمبييية تةقيةبا عييي  وفوائي كثير  قبنب   

 

كل مجموعة جزئية مرتقة  ، ولن رض أن وعة مرتقة جزئيبً مجم Mلتكنتمهيدية زورن: ( 1-8-6)
WM كميبً    لبب حي أعم . عنيئذ يوجي فيM .عنصر أعلمي واحي عم  الأ.ل  

 

،  Xالماانلم  فضااب  يةياابً جزئياابً ماان ال ضااب  اليةااي  Yلاايكن (:  هةةان ة بانةةاخ مبرهنةةة )( 1-8-7)
KYfولاايكن  ماال  Xإلاا  كاال  f. عنيئااذ يمكاان تمييااي ومحاايوياً  Y يالياابً يةياابً معرفاابً عماا  :

fX  ، وذا يعني وجوي يالي المحبفلة عم  نليمق
~

  قحي  يكون  
( 1 )            ,;)()(

~
Yxxfxf    

( 2 )            .
~

Y
X

ff 

   

)(sup)(  أن تعني ( 2 )الع .ة   
~

sup
1,1,

xfxf
xYxxXx 

.) 

إذا كااابن الإثبةةةات:  Y   0فيكاااون قةقيعاااة الحااابلf 0التميياااي  ذ أيااا ، وقبلتااابلي يمكااان
~
f 

. لاااذلك سااان رض فيماااب يماااي أن فاااوراً  Y ،   حياااY .   وناااوري الإثقااابا فاااي مااارحمتين: الأولااا
  عةييبً. X، والثبنية عنيمب يكون ال ضب   حةيةيبً  Xعنيمب يكون ال ضب  

  لق الشكل  fحةيةي. عنيئذ اليالي  Xفي القياية نعتقر أن ال ضب  
.)(;: xfxYf R 

)\(0ليكن  xYX   1ولنشكل المجموعةM قبلشكل  
 .,:001 R tYxxtxxtYM 
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uM، ولكل عنصر X فضب  يةي جزئي في 1Mمن الواضح أن  1 تمثيل وحيي من الشكل 
0xtxu   لا، لأنق في الوا.ل لو وجي تمثي ن ميتم بنu: 

,,;, 21022011 R ttxtxuxtxu 
01221فيكااون  )( xttxx . 21 ذا كاابن فاا tt    21ينااتج فااوراً أن xx    وقبلتاابلي نحصاال عماا ،

21. أمب إذا كابن uالتمثيل الوحيي لمعنصر tt   فيكاون
12

21
0

tt

xx
x




  0، وقبلتابليx  ينتماي إلاY  ،

21ووذا ميبل  لم رض. لذلك لاقي وأن يكون  tt    21ومن ثم xx   ، تمثيل. الوقبلتبلي وحيانية 
xو xمن أجل عنصرين    منY يكون ليينب  

 
 .

;
)()()(

00 xxxxf

ffxxf
xxfxfxf

Y







 

  وقبلتبلي يكون
.)()( 00 xxfxfxxfxf  

xو xوقمب أن    كبنب ايتيبريين منY فيكون  
   .)(inf)(sup 00 xxfxfxxfxf

YxYx




 

   يحةق  cلذلك يوجي عيي حةيةي 
 ( 3 )            .)(inf)(sup 00 xxfxfcxxfxf

YxYx




 

uMليكن الآن  1  عنصراً كي يبً. عنيئذ وقحسئ مب تةيم يمكن كتبقتق قبلشكل 
.),(;0 R tYxxtxu 

  قبلشكل Fلنعر  ياليبً 
,)()(;: 1 ctxfuFuMF  R 

 . ( 3 )متراجحبا عيي حةيةي مثقا ويحةق ال cحي  
  محيوي. F. والآن لنقين أن الياليYيتسبويبن عم  f و Fيةي كمب أن  Fياليالمن الواضح أن 

 قبل رض فيكونفضب  يةي جزئي  Yقمب أن 

.0,;  tYxY
t

x 

 :( 3 )يكون ليينب قبلاست بي  من  t0لذلك من أجل 

.

)()(

0

0

ufxtxf

x
t

x
ftc

t

x
ftctxfuF




















 

 قذلك يكون:
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.;)()( 1MuufuFuF  
 :( 3 )يكون ليينب قبلاست بي  من   t0من أجل و 

.;
1

1

1

00

Muuf
t

xtxf
t

x
t

x
fc

t

x
f












 

  ك يكونقذل

.;
1

.)( 1Muufuf
t

tc
t

x
ftuF 
















 

  أصقح الآن
( 4 )         .,;)( 1 Y

ffMuufuF


  
)(قا uنعوض الآن عن  u  فنجي: ( 4 )في 

.;)( 1MuufuF  
  من الع .تين الأييرتين نجي أن

.;)( 1MuufuF  
fFمحيوي كمب أن  F ووذا يعني أن اليالي . 

Ffفا ن  1Mإل   Yمن fتمييي لميالي  Fوقمب أن اليالي  وقاذلك يكاون .fF  ، 
 والذي يعني:

.)(sup)(sup
1,1,

'
1

1

xfuFF
xYxuMu

M


 

مال   1Mإلا  ال ضاب   Yمان مجموعاة تعري اق  fلمايالي الم اروض  Fوقاذلك نكاون .اي أوجاينب تميياياً 
 المحبفلة عم  النليم.

ماال المحبفلااة عماا  نليمااق  وااذل المجموعااة  fلمجموعااة كاال التمييااياا الممكنااة لماايالي  لنرمااز الآن قااا
,,... ، ولنرماااز قاااا ( غيااار يبلياااة قحسااائ ماااب تةااايم 21    لعنبصااار  قاااا نرمااازل، و ...,, 21 MM 

 ع .ة ترتيئ جزئي وذلك قوضل: لنعر  عم  والآن . الياليباذل و لمجموعبا تعري 
.;)()(, 1122121 MxxfxfMMff  

 (. فع ً   مجموعة مرتقة جزئيبً مل  أثقا أن   
 : AHالآن لنأيذ مجموعة جزئية كي ية ومرتقة كميبً 

 ,   مجموعة أيلة كي ية )    ;       :fH 
 ولن رض أن  MfD )(  . 

  مجموعة تعري ق وي 0f  ووو يالي بذل المجموعة حي أعم ل
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.)( 00 


 MfDM 

  وونب يكون
.;)()(0   Mxxfxf 

ffيالي يةي ويحةق  0fكذلك ف ن  0 0. ووذا يعني أنf. 
 .fعنصر أعلمي  وقحسئ تمبييية زورن يوجي لا

X معار  عما  كال ال ضاب  fالايالي  f، لأناق عايا ذلاك يوجاي لاق ممايي  
. وفاي واذل الحبلاة لان يكاون ~

f عنصراً أعلميبً لا  .ووذا تنب.ض ، 
  نأيذ الآن ff

مقروناة وابن ا قبناب  مان  فنحصل عم  التمييي المةموئ. قذلك نكون .ي أثقتنب صحة ~
 . أجل فضب  يةي منلم حةيةي

  لق الشكل fعةيي واليالي الم روض  Xنعتقر الآن أن ال ضب  
,)(;: xfxYf C 

 فضب  يةي جزئي عةيي.  Yحي  
،  عنبصاارل قأعااياي عةييااة تكااون محةةااة يوماابً  ضاارئ فضاابً  يةياابً حةيةياابً لأن عمميااة Yونااب يمكننااب اعتقاابر

، تكااون عمميااة الضاارئ وااذل محةةااة ماان أجاال أعااياي حةيةيااة  التااي تعتقاار قاايوروب  وقبلتاابلي وماان قاابئ أولاا 
 أع ل. أعياياً عةيية جزؤوب التييمي معيوم(. لذلك يمكن الاست بي  من حبلة ال ضب  الحةيةي المثقتة

  قبلشكل pياليبً حةيةيبً  Yلنعر  عم  
.)(Re)(;: yfypyYp  R     

  ، ووو محيوي لأن ( أثقا ذلك يالي يةي   p إن
.;)()(Re)( Yyyfyfyfyp   

  وناويك
 .fp            ( 5 ) 

فضاب  يةاي  Y( و Y وواذا ممكان قحسائ ماب شارحنبل  ن ابً عان فضبً  يةيابً حةيةيابً   X أن لنعتقر الآن
 Yو Xثياة . قاذلك تكاون شاروة الجاز  الأول مان واذا الإثقابا محةةاة مان أجال الث Xجزئي حةيةاي مان 

وااااذل  لأحااااي P، ولنرمااااز قااااا ماااال المحبفلااااة عماااا  نليمااااق X  إلاااا  ال ضااااب  p  . لااااذلك يمكاااان تميياااايpو
   قبلشكل  Qياليبً  X، ولنعر  عم   التمييياا

( 6 )       .)()()(;: xiPixPxQxXQ  C   

  ( ووو محيوي لأن أثقا ذلك يالي يةي   Qإن 

.;22

)()()(

XxxpxP

xiPxP

xiPxPxQ






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fQسنقين الآن قأن   . قمب أنفي الوا.ل  
)(sup

1,

xQQ
xXx 

 

يوجي عنصر  0ف نق من أجل كل عيي  xX قحي  يكون  
( 7 )           .)(,1   xQQx   

)(0، وقبلتبلي يمكن اعتقبر 0Qنعتقر ونب أن  xf. 
sgn)(ن رض الآن   xQ و xx1  11فيكون ليينب x كمب أن  

( 8 )          )()()( 1   xQxQxQ   

.)()(
)(

)(




  xQxQ
xQ

xQ
                                     

)(ووذا يعني أن 1xQ عيي حةيةي. وقمب أن)(Re)( xQxP   ًفيكون أيضب 
.)()( 11 xQxP  

  ناولك
( 9 )          .)( 11 pxPxP    

  نجي أن  ( 9 )و ( 8 )و ( 7 )من 
(10)           . PQ   

fpPكبن ايتيبريبً وليينب  0وقمب أن  فيكونfQ . 
Qfفيكون  f تمييي لا Q وقمب أن    وقبلتبلي المسبوا ، 

(11)           fQ  . 

biaxfن رض الآن أن )(  حي ،a وb يئذ يكونعن ، أعياي حةيةية  
,)()( aibxfixif  

  وقبلتبلي يكون
.)()(Re xipxifb  

Re)()(وقمب أن  xpxfa  يكون ليينبف  
.)()()( xipixpxf  

Qfنأيذ  
 فنحصل عم  المةموئ. وقذلك يتم الإثقبا.  ~

 

المعاار  عماا   fأيااذنب الاايالي اليةااي المحاايوي  قبنااب  الساابقةة -فااي مقرونااة واابنملاحظةةة: ( 1-8-8)
YXال ضب  الجزئي   :قبلشكل ،  

         RYf  و حةيةيبً  Xعنيمب يكون ال ضب   :
      CYf   عةييبً. Xعنيمب يكون ال ضب   :


