
 الفصل الأول: مفاهيم أساسية من التحميل التابعي 

 

24 

24 

....,2,1;,  nux nn 
الـذي ييقـق هـذل الةاصـلأ ه لنـأ لـو أةـذنا  Hليس بالضرورة أن يكون العنصـر الوييـف  ـ  xلكن هذا الـ
zH عنصراً    بييث أن 
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)(لوجفنا أن  zxH   ويكون 
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zHطبعاً يوجف هكذا   :طالما لم نفرض أن الجمملأ تاملأ. لنأةذ مثلًا 

 ,
n

nxnx
LH n

n

1
,

sin
,

cos
,],[

1

2 















 

 نجف أن السمسملأ  









1

2
1

2 1

nn

n
n
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  يأ جمملأ متعامفة منظملأ وتاملأ.  كانيكون  ضاء هيمبرت  صولا إذا و قط إذا ( مبرهنة: 1-4-55)
 نتركأ كتمرين. الإثبات: 

 
 (  المؤثرات والذاليات الخطية المحذودة  5 – 1) 

 
ربط كل  أمكن. إذا X مجموعلأ جزئيلأ من Mلتكنمين و  ضائين ةطيين منظ Yو X ليكن       

xMعنصر  وبشكل وييف بعنصرyY   ( من  تطبيق ن لفينا مؤثر )إ نقولM إلىY (  أو
 ونكتب ه  ( M   Yمؤثر من

 

( 1 )            .)(;: xAxYMA    
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)(( ونرمز لها بـ A سايلأأو  ) Aمجموعلأ تعريف المؤثر  Mنسم  AD . 
XADقف يكون )( .  هذل الياللأ نكتب    

.)(;: xAxYXA ( 1 )'          

أمــا  ــ   ه هــذا النــوع مــن المــؤثرات هــو الــذي ســنتعامل معــأ  ــ  الفصــول القافمــلأ مــن هــذا الكتــاب       
  .( 1 )الفصول الةيرة  نتعامل مع مؤثرات من الشكل 

 نسم  المجموعلأ 
( 2 )         )(;)(:)( xAyADxYyAR    

 ه كما نسم  المجموعلأ  Aأو مفى  Aمجموعلأ قيم 
( 3 )          )(:)()( xAADxAN   

  . Aأو نواة  Aالفضاء الصفري لممؤثر 
 

YADA يما يم  سنكتب         )(: ه أوA  لمفلالـلأ عمـى المـؤثر ونكتـب قـط ه xA  بـفلًا مـن
)( xA  .إلا إذا اقتضى المر ةلاف ذلك 
 

YADAمؤثر نقول عن ال تعريف:( 1-5-1) )(: :إنأ 
 كان إذا  :ةط ) أ ( 

,)(,;)( 2122112211 ADxxxAxAxxA  
( 4 )                                                                ., 21 K  

  بييث يكون c0إذا وجف عفف ثابت  :ميفوف)ب( 
( 5 )          .)(; ADxxcxA

XY
   

  ن المؤثر غير ميفوف.إعفا ذلك نقول 
 الرمز ونرمـز لـأ بـ  Aبنظـيم المـؤثر  ( 5 )ييقـق  cميفوفاً  نسم  أصغر عفف  A لمؤثرإذا كان ا)ج( 
A .هذل الياللأ يكون     

( 6 )          .)(; ADxxAxA
XY

   

)(0مستمر    النقطلأ  Aالمؤثر  إننقول ) ف (  xAD   متتاليلأ  كلإذا كان من أجل 
1nnx  من 

)(عناصر  AD 0  أن بييثxx
nn  


 (  X التقارب    ) 

0xAxA    إن                    
nn  


 (. Y التقارب    ) 

xADنقطلأ  ( إذا كان مستمراً    كلAD)( ىعممستمر ) Aن المؤثر إنقول )هـ(  )(.  
 (. 5-2-1ف )إيزومور يزم إذا يقق شروط التعري Aن المؤثر إنقول ) و( 

  

YADA ليكنملاحظة: ( 1-5-5) )(:  ًيكون:. عنفئذ ةطياً  مؤثرا  
 . A)() أ (   
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 ةطياً وميفوفاً  يمكن يساب نظيمأ بالشكل: Aإذا كان المؤثر )ب(  
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لممؤثر الةط  ميزات ةاصلأ نذكرها    المبرهنلأ التاليلأ الت  نعرضها بفون إثبات لنأ موجـوف  ـ         
  .وسوف نتركأ كتمرين أغمب المراجع

 

YADAليكن  :مبرهنة( 1-5-3) )(:  ًعنفئذ: .مؤثراً ةطيا  
  ميفوفاً. Aمستمراً إذا و قط إذا كان  Aيكون المؤثر ) أ ( 
)(0مستمراً    نقطلأ Aإذا كان)ب(  xAD  يكون مستمراً عمى )(AD.  

)( ونكي(   مستمراً  ميفوفاً ) Aإذا كان(  ج ) AN  ًمغمقاً   جزئياً  ضاءً ةطياX . 
 

)(فضاء المؤثرات الخطية المحدودة  YX LB  
 
XADلأ الميـفوفة. وهنـا سـنعتبر أنننتقل الآن لمتعرف عمى  ضاء المـؤثرات الةطيـ        )( ه ذلـك

  لننا سنتعامل لايقاً مع هكذا مؤثرات كما ذكرنا أعلال.
 

)( ســنرمز بـــ ( تعريففف:1-5-4) YX LB  لمجموعــلأ كــل المــؤثرات الةطيــلأ الميــفوفة مــن الشــكل
YXA :  ه ييثX وY ضائين ةطيين منظمين   . 

 

)( ـــ  المجموعـــلأ  ( ملاحظفففة:1-5-5) YX LB  ـــ  جمـــع وضـــرب بعـــفف  يمكننـــا تعريـــف عمميت
  بالشكل:

)( YX LB 212121 ,,;)( AAXxxAxAxAA 
. )( YX  LB  AXxxAxA ,;)( 

)(تصبح عنفئذ  YX LB  ًضاء ةطيا  . 
 

)(( مبرهنة:1-5-6) YX LB  كل:الذي يأةذ الش ( 7 ) ضاء ةط  منظم مع النظيم 
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 . )( YX  LB


AxAA
Y

xXx
X

;sup
1,

 

ذا كان  )( ضاء باناخ  يكون كذلك Yوا  YX LB .ضاء باناخ   
  لنأ موجوف    أغمب المراجع.لن نذكر الإثبات 

 

 ـ  الواقـع إن  ننتقل الآن لمتعرف عمـى الـفاليات الةطيـلأ وعمـى الفضـاء الثنـوي لفضـاء ةطـ  مـنظم.      
عــن مجموعــلأ جزئيــلأ مــن  ضــاء ةطــ  ومــفاها  ــ   عبــارة ســايتهاالــفاليات هــ  نــوع ةــاؤ مــن المــؤثرات 

RKه ييث  Kاليقل العففي  إذا كان الفضاء الةط  يقيقياً وCK   .ًإذا كان الفضاء عقفيا 
 

)( فالياً مجموعلأ تعريفأ fإذا كان       fD   مجموعلأ جزئيلأ من  ضاء ةط هX مأ الشكل    
( 8 )             .)(;)(: xfxfDf K   

 

 c0إذا وجــف عــفف ثابــت  اً ميــفوف ويكــونه  ( 4 )يقــق إذا  اً ةطيــيكــون  f الــفال  نــذكر بــأن      
  نأبييث 

( 9 )            .)(;)( fDxxcxf
X

   

 الت  تأةذ الشكل   ( 7 ) من العلاقات fاً  يمكن يساب نظيمأميفوف f إذا كان الفال  الةط 

(10)'                 

X
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  يكون أيضاً 
(11)                .)(;)( fDxxfxf   

 .  تصح من أجل الفال  الةط  الميفوف (3-5-1) جفير بالذكر هنا أن المبرهنلأ
  

XfD نعتبــــر الآن أنملاحظففففة: ( 1-5-7) )( . نعنفئــــذ يكــــو )( YX LB  ضــــاء بانــــاخ 
 . (6-5-1بيسب المبرهنلأ )وذلك   ضاء باناخ Yعنفما يكون
)(  إن (. لذلك  ضاء باناخ  ضاء تام ) Cو Rكلًا من معموم أن KXLB ه ييث  باناخ  ضاء

RK هنــا   إذا كــان الفضــاءX ــاً و CK يقيقي  ذا كــان الفضــاء إ X   عقــفياً. هــذا يســاعفنا  ــ
   .منظم لفضاء ةط  تعريف الفضاء الثنوي

  

 نضع . عنفئذ  ضاء ةطياً منظماً  X ليكن: تعريف( 1-5-8)
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 , )( KX LBX 
X ونسم   ( لمفضاء  الول الفضاء الثنوي )X  كما نسم  ه  

)( KXLB ')'(" XX 
  .Xالفضاء الثنوي الثان  لمفضاء 

 

Xيجب الملايظلأ أن عناصر  ة:( ملاحظ1-5-11)  عبارة عن فاليات ةطيلأ ميفوفة لها الشكل  
(12)             .)(;: xfxXf K  

   ه  فاليات ةطيلأ ميفوفة لها الشكل X"أما عناصر 
(13)             .)(;: fFfXF K  

GXفال  يمكننا اليصول عمى  "  بأةذ عنصر مثبتxX   ضعوو   
(14)             .)()(;: xffGfXG xx  K  

fX   يين أن المتيول هو  Xعنصر مثبت من  xهنا  )    .) 
21من أجل  , ffX   21و ,K يكون لفينا  

,)()(

)()(

)()()(

2211

2211

22112211

fGfG

xfxf

xffffG

xx

x







 

  فال  ةط . وبما أن xGأن وهذا يعن  
,;)()( XffxxffGx
 

Xفال  ةط  ميفوف عمى xGينتج أن     وبالتال  هxGX  ًيكون أيضا . 
 

(15)              .xGx   

xXآنفــاً نلايــظ أنــأ مــن أجــل كــل عنصــر  نــالممــا ذكر     يوجــف فالــxGX  لــذلك يمكننــا تعريــف .
  بالشكل Cمؤثر 

(16)              .)(;: xGxCxXXC    

X إلى Xالتطبيق القانون  من  Cيسمى   فال   أيه وهو ةط  لنأ من أجلfX  يكون  
 

    .)()()()(

)()(
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)()()(
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fGfG
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 

 

 

1fX يوجـف فالـ  X نظممن  ضـاء ةطـ  مـ 0xمن اجل كل عنصر  :مبرهنة( 1-5-11)  
 وييقق 

.)(,1 0011 xxff  
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 : Xلنأةذ الفضاء الجزئ  من الإثبات: 
 K ,: 0xxXxM 

 ولنعرف عميأ فالياً ةطياً بالشكل 
,)()(;: 00 xxfxfxMf  K 

  يكون لفينا 
.;)( 00 Mxxxxxf  

بانــاخ ه التــ  ســنعرض إثباتهــا  –. وبيســب مبرهنــلأ هــان 1f فاليــاً ميــفوفاً ونظيمــأ fبــذلك يكــون
 مع الميا ظلأ عمى النظيم. أي  X إلى Mمن 1fتمفيف  f( ه يوجف لـ7-8-1لايقاً    )

.)()(,1 00011 xxfxfff  
 ييقق المطموب.  1fلذلك  إن الفال  

 

  :السابقلأ يمكن إثبات العلاقلأ المبرهنلأ اعتمافاً عمى :ملاحظة( 1-5-15)

(17)              .
)(

sup
0,' f

xf
x

fXf 

  

 ويتم ذلك كما يم : 

(18)          .
1

)()(
sup

1

1

0,'

x
x

f

xf

f

xf

fXf




 

xfxfوبما أن  )(  يكون  

(19)         .
)(

sup
0,'

x
f

xf

fXf




 

 نيصل عمى المطموب.  (19)و  (18)من 
 

0xXإذا كانــت ممــا تقــفم نجــف أنــأ           0 كــانو)( 0 xf فالــ  مــن أجــل أي fX   يكــون 
  .0xعنفئذ 

 

 لفينا الآن:  من تعريف نظيم الفال  و  (17)بالاستفافة من  :ملاحظة( 1-5-13)

(20)          .;
)(

sup
)(

sup
0,'0,'

Xxx
f

xf

f

fG
G

fXf

x

fXf
x 



 

 نيصل عمى   (20)و (16)من 
.;)( XxxGxC x (21)           

Xإلى الفضاء  Xتطبيق إيزومتري من الفضاء  Cأي أن  . 
  يزومور يزمالإبذلك يكون لفينا . CR)( غامر لمفال ه وهومتباين C أن المؤثر ينتج  وراً  (21)من 
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CRX)( والمفى X بين الفضاء )   ):  
 

xGxXCRXC ;)(:   
 

Xجزئـــ  مـــن  ةطـــ  كفضـــاء Xيمكـــن اعتبـــار والـــذي بموجبـــأ   الغمـــر ( هـــذا مـــا يســـمى بـــالطمره و ( 
 التطبيق الغامر القانون .  Cنسم  . القانون 

 

 الةطــ   يمكــن اليصــول عمــى إتمــام الفضــاء Cاعتمــافاً عمــى التطبيــق القــانون   :ملاحظففة( 1-5-14)
X (    ه ييث يتم ذك كما يم : 11-2-1المذكور ) 

    البفايلأ لنضع بعض المصطميات. 
YXAمن أجل مؤثر  : مجموعلأ جزئيلأ  وMX   نضع 

,  MxxAyYyMA  ;:)( (22)'            

 بشكل ةاؤ يكون  .Aو ق المؤثر  Mصورة المجموعلأ  MA)(ونسم 
.)()( ARXA (22)''              

X ليكنالآن 

c XCX


 )( إتمام )( XC    X .  
)(تاماً  يكون Xنلايظ هنا أنأ إذا كان الفضاء  XC    ًمغمقا "X  ه وبالتال)( XCX c . 

 ضــاء بانــاخ وبــنفس الوقــت  cX ضــاء ةطــ  جزئــ  مغمــق  يــأ  ــإن  cX وء بانــاخ  ضــا X" بمــا أن
)( XC  .كثيف  يأ 

 ه وهو وييف ضمن المفهوم التال :  Xإتمام الفضاء  cXنسم  
11 ضـــاء بانـــاخ و  X إذا كـــان : XXC  1)( إيزومتـــر ةطـــ  بييـــث أن XC   1كثيـــف  ـــX  ه

:1  مور يزم يوجف إيزو  XXF c  . 
 

  المنظمة أشكال الداليات في بعض الفضاءات الخطية
 

اليات الةطيلأ وعمى الفضاء الثنوي الموا ـق لـبعض الفضـاءات الةطيـلأ الفلنتعرف الآن عمى بعض        
 المنظملأ. 

ــيكن  :مثففال( 1-5-15)  ه (13-1-1بعــفاً ه انظــر المثــال ) nالفضــاء الإقميــفي اليقيقــ  ذو  nRل
ynليكن و  R  ًولنضع ه  عنصر مثبتا 
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xn. وبما أنأ من أجل أي nRفال  ةط  عمى yfأن  واضح R   يكون لفينا 
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ه أي أن  nRفال  ةط  ميفوف عمى yfينتج أن    y

n f
'

R ًيكون أيضا . 
 . yf y  

yfيمكن إثبات أن  y   من أجل كلyn R . النظـيم الإقميـفي هنـا أةـذناوقـف  
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nR ( 13-1-1وكان يمكن أةذ أي نظيم مكا ئ لأ من تمك المذكورة    المثال).  
 

  يمكن تعميم المثال السابق كما يم :        
 

KKKK  لنأةـــذ الفضـــاء :مثفففال( 1-5-16)  n ( ـــال (. إنـــأ 13-1-1المـــذكور  ـــ  المث
 (:   يما بينها كا ئلأالمت  ضاء منظم مع كل من النظم التاليلأ )
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 فال  ةط  ميفوف عمى yfأن  أي
nK  نكما أه 

qy yf  . 
يمكن إثبات أن 

qy yf   من أجل كلyn K . 
 هنا أةذنا النظيم

p
xx     

nK  الفضاء الثنوي لـ  يكون. لذلكnK  المـزوف بـالنظيم
p

  هـو

 الفضاء
nK  مزوفاً بانظيم

q
  1ه ييث
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2عنــفما بشــكل ةــاؤ  qp وتكــون اليالــلأ مشــابهلأ لمــا  عمنــال  ــ  المثــال  ه نعــوف لمنظــيم الإقميــفي
 السابق. 
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( ه ييـث 17-1-1الفضاء المـذكور  ـ  المثـال ) pليكن  :مثال( 1-5-17) p1  ه والنظـيم
 معطى بالشكل  
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 كما أنه  p يفوف عمىفال  ةط  م yfأي أن 
q

yf y 
 . 

يمكن إثبات أن 
qy yf  من أجل كلyq  . 

   إنأ من أجلإضا لأ لذلك  p1   من الشكل  إيزومور يزميمكن إنشاء 
  ,;: '

ypq fyF   
من  وكل عنصر   '

p  أي أن . (23)لأ الشكل 
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تعن  أن الفضائين    الإشارة  '

p وq بإشارة المساواة لإيزومور يين وغالباً ما تستبف  =  . 
نشــير هنــا بــأن عناصــر   '

 مةتمفــلأ تمامــاً عــن عناصــر   '

p كمــا أن طريقــلأ إيجــافل  آنــف الــذكر
 . مةتمفلأ

  

],[لنأةذ الفضاء  :مثال( 1-5-18) baLp ( ه ييـث 16-1-1( و)15-1-1المذكور    المثـالين )
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gbaLqليكن  ],[  عنصر مثبتاً ولنضع 
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 تعنــ  أن الفضــائين    الإشـارة  '],[ baLp و ],[ baLq  بإشــارة  لوغالبــاً مــا تســتبفه إيزومــور يين
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 . مةتمفلأ

  

],[اليقيقـ   لنوجف الفضاء الثنوي لمفضـاء ( مثال:1-5-19) baC (. 14-1-1) المـذكور  ـ  المثـال
ييـث نـذكرهما  يمـا يمـ   ستيمجس -ريمان التغير الميفوف وتكامل ومن أجل ذلك نيتاج لمفهوم  التابع ذ

 مثلًا.  [ 13]و  [ 7 ]و  [ 2 ]أنأ يوجف الكثير عن هذبن المفهومين    المراجع مع التنويأ بإيجاز 
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],[ذو تغير ميفوف عمى المجال  fإذا كان التابع  ba  نسم  العفف  
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 والآن نعرف تكامل ستيمجس.        
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الت  ) ليس وييفاً ه ولكن يمكن جعمأ وييفاً بإضا لأ الشروط التاليلأ عميأ  wجفير بالذكر هنا أن التابع 
 تعن  أن التابع ينعفم    بفايلأ المجال ومستمر من اليمين بفاةمأ (: 
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 (. [10]و  [ 4 ] من  4 . 4الفقرة  ) انظر

 

yHو  ضاء هيمبرت Hيكنل ( مثال:1-5-51)   عنصراً مثبتاً ولنضع 
(26)           ,,)(;: yxxfxHf yy  K   

  يكون لفينا بيسب متراجيلأ شفارتز 
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yfه ويكون  Hفال  ةط  ميفوف عمى yfأي أن  y  . 
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yfyوبالتال    بذلك يكون .yf y . 

fHوبالعكس من أجل أي فال  '  يوجف عنصر وييفyH   بييث يكون 
.,;,)( yfHxyxxf  

HHلذلك يكون '   ه الت  تعن  أن'H وH  .إيزومور يان 
HHنشير هنا أنأ بفلًا من  '  ًيكتب غالباHH '.  

 

ةاصــلأ تمــك التــ  كتبــت فون به و هنــا بــأن النتــائج التــ  كتبناهــا  ــ  المثمــلأ الســابقلأ  تجــفر الإشــارة       
 [19] و  [16]و  [12] و [11]و  [10] و [ 1 ] ه يمكن إيجافها مع براهينها كامملأ  ـ  المراجـع إثبات
 . [20]و 
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 المؤثر المرافق
 ( ةيــفوفة ) المســتمر الملفضــاء الــفاليات الةطيــلأ   X'  ظمــاً  نرمــز بـــ ضــاء ةطيــاً من Xإذا كــان       

 (.8-5-1انظر التعريف )ه  Xعمى
fX  لنظيم الفال  fه كما نرمز بـ  X'  و ... لعناصر الفضاء hو gو  fسنرمز بـ  ' .
  ضاء باناخ مع النظيم  X'معموم أن 
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fXومعموم أنأ من أجل كل  ' يكون  
(28)         .;)( Xxxfxf

X
  

 

YXAليكن الآن         :   مؤثراً ةطياً ميفوفاً ه ييثX وY  ةطيين منظمين.  ضائين 
 المؤثر  ه عمى أنأ A'ه ونرمز لأ بـ  Aيعرف المؤثر المرا ق لـ 

,';'':' fgAgXYA   
)()'()()(ييث هنا  xAgxgAxf  كل من أجل xX  . 

 

YXA لــــيكن( مبرهنففففة: 1-5-51) :  ًه ييــــث مــــؤثراً ةطيــــاً ميــــفوفاX و Y  ضــــائين ةطيــــين 
':''وليكن  ه منظمين XYA   المؤثر المرا ق لـAعنفئذ يكون .:    

AA(     أ)  ' . 
  ضاءات ةطيلأ منظملأ و كانت   Z و Yو X( إذا كانت )ب

ZYA :2             وYXA :1   
2112  عنفئذ مؤثرات ةطيلأ ميفوفة ه  يكون ''')( AAAA   . 

ZXAA  هنا :12    بينما'':''')( 2112 XZAAAA  . 
 انظر الشكل التال   
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