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xHعنصر كل يكون لفي ىذه الحالة    الشكلمن تمثيل وحيد  
,,...,2,1,;21 niHxxxxx iin  ( 8 )            

nxxxالعناصر و  ,...,,  : ( تأكد من ذلك ) تحقق ( متعامدة مثنى مثنى) ال 21
.

22

2

2

1

2

nxxxx  ( 9 )           
 

 لنكتب للاختصار

 , k

n

k

n HHHH 



1

21  

k ولنرمززز  ززز

k

H





1

kالفضززاخات  كززل يحززويو  Hفززي جزئززي م مززق فضززاخ خ ززي لأصزز ر 

n

k

H



1

  
   .2,1n,... من أجل 

 
 (  الجمل المتعامدة المنظمت وسلاسل فورييه  4 – 1) 

 في فضاءاث هيلبرث                            

 
ال يززر منتززو الأ عززاد  شززكل  م ززمة  Hمززن فضززاخ ىيم ززرت xنززدرس ا ن كمكانيززة كتا ززة كززل عنصززر      

مزززن نفزززس  Hلانيايزززة  دلالزززة عناصزززر معروفزززة ومتعامزززدة مثنزززى مثنزززى و حيزززث تتقزززارب ىزززذه ال م زززمة فزززي
. ىذه العممية ت مى النشر   م مة فورييو في فضاخ الشرو  التي توفر تمك الإمكانية, ونوجد  xالعنصر 

فضاخ ىيم زرت  Hأن, حيث نعت ر فيما يمي  ىيم رت. لذلك من المفيد ىنا ذكر  عض التعاريف الم اعدة
لجداخ الداخميمع ا فصول وغير منتيي الأ عاد  لم يرد خلاف ذلك.  ما ,

  

 ن متتاليةعنقول  ( تعريف:1-4-1) 
1nnu من عناصرH  :كنيا 

,0كذا كان Hتشكل جممة متعامدة في) أ (  mn uu  من أجلmn  . 
  .,3,2,1nمن أجل   1nuمنظمة كذا كان )ب( 

 

mnرمزززز كرونيكزززر   ا زززتخدام ملاحظةةةة:( 1-4-2) , الزززذي ي زززاوي الواحزززد عنزززدما  mn   وي زززاوي ,
mnالصززفر عنززدما   كن  القززول , يمكززن 

1nnu  تشززكل جممززة متعامززدة منظمززة فززيH  كذا وفقزز  كذا
mnmn كان uu ,, . 

 

 كذا كانت تعريف:( 1-4-3) 
1nnu جممة متعامدة منظمة فيH ن مي الأعداد  ف 

)(,,3,2,1;, Hxnux nn    
 الن زز ة لمجممززة  x وامززل فورييززو لمعنصززرع 

1nnu ن ززمي  وn

n

n u





1

  x م ززمة فورييززو لمعنصززر  
 الن  ة لمجممة  

1nnu . 
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لتكن  مبرهنة:( 1-4-4) 
1nnu ة منظمة فية متعامدمجمH . :عندئذ 
xH) أ ( من أجل أي عنصر    تصح المتراجحة 

( 1 )            .
2

1

2
x

n

n 




 ) متراجحة  ي يل (         

)ب( المتتاليززززة


 








11 N

n

N

n

n u أ ا زززززية فززززيH نصزززززر , وتتقزززززارب مززززن العx  كذا وفقزززز  كذا تحققزززززت

 التالية ) التي ت مى علاقة الإغلاق (:الم اواة 

( 2 )            
2

1

2
x

n

n 




  ار يفال( م اواة)        .

 في ىذه الحالة يكون 

( 3 )           .lim
11

n

n

nn

N

n

n
N

uux 





  

 يترك كتمرين. الإثبات: 
  

لتكن  :حظةلام( 1-4-5) 
1nnu ة متعامدة منظمة فيمجمH .  

xHوجززدنا فززي الم رىنززة ال ززا قة أن الشززر  الززلازم والكززافي لكززي يكتززب العنصززر   شززكل  م ززمة فورييززو 
كلززى . ىززذا الأمززر يقززود x  ززاواة  ار ززيفال مززن أجززل ىززذا الزززو أن تتحقززق منف ززو ىزز xمززن  Hمتقار ززة فززي

 : لتعريف التاليا
 

 منظمززة نقزول عززن جممززة متعامزدة :تعريةةف( 1-4-6) 
1nnu  فززي ( م مقززة )كنيززا تامزةH  كذا تحققززت

  .Hميع عناصر من أجل ج ( 2 ) ة  ار يفال اوام
 

 . شر ا مكافئا لمتمام ) للإغلاق ( الم رىنة التالية تع ينا       
كذا كانززت  مبرهنةةة:( 1-4-7) 

1nnu ىيم ززرت  عامززدة منظمززة قززي فضززاختجممززة مH تكززون الشززرو  ف
 التالية متكافئة فيما  ينيا :

 . Hالجممة  تامة في) أ ( 
 . يد الذي يعامد جميع عناصر الجممةىو العنصر الوح الصفر  ( ب)

MH)ج( تتحقق م اواة  ار يفال من أجل مجموعة جزئية كثيفة   .  
) د ( الجممة  

1nnu تشكل قاعدة فيH. 
 يترك كتمرين. الإثبات: 
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 العناصر  موم أنمع        
)1,0,,0(,...,)0,,0,1,0(,)0,,0,1( 21   neee  

 . nRفضاخ ىيم رت المنتو الأ عاد  فيتشكل جممة متعامدة منظمة وتامة 
 

عمززززى جممززززة  ( يمكززززن الحصززززول19-1-1الا ززززتفادة مززززن الإيزومورفيززززة المززززذكورة فززززي المثززززال) ا ن و       
وذلززك ان لاقززاً مززن أيززة مجموعززة عناصززر  nE فززي أي فضززاخ خ ززي منتززو الأ عززاد متعامززدة منظمززة وتامززة

nم ززتقمة خ يززاً 

n xxx ,...,, 21E .ال يززر فضززاخات ىيم ززرت الفصززولة  فززي وىززذا الأمززر لززو مززا يماثمزز
 . منتيية الأ عاد

 

عززة عناصززر مززن أجززل كززل مجمو  ( مبرهنةةة:1-4-8) 
1nnx يززر ال فضززاخ ىيم ززرت م ززتقمة خ يززاً فززي 

جممة متعامدة منظمة توجد Hمنتو الأ عاد 
1nnu تحقق:  

....,2,1,0; )(

1

)( 


nxu n

nk

n

k

n

kn( 4 )         

, و ززززززززوف نشززززززززكل العناصززززززززر  2,1n,...مززززززززن أجززززززززل   0nxىنززززززززا يمكززززززززن اعت ززززززززار  الإثبةةةةةةةةات:
....,,, 321 uuu الا تقراخ. لذلك نأخذ في ال داية  

.
1

;
1

)1(

11

)1(

11
x

xu  

121 العناصزر المتعامزدة المنظمزة و تزم تشزكيلنعت زر ا ن أنز ,....,, nuuu  مزع  ( 4 )المحققزة لمعلاقزة
121العناصر  ,....,, nxxx .ا ن  لنضع 

 .,....,,span 121  nn xxxH 
 (   18-3-1و  الشكل الوحيد التالي وذلك  ح ب الم رىنة )فيمكن تمثيم nHلا ينتمي كلى  nx ما أن 

.0",",';"'  nnnnnnnn xHxHxxxx 

فإذا ما أخذنا 
n

n

n
x"

1)(    وn

n

nn xu ")(   1جدنا أن لوnu . 

nn مززززززززززززززززا أن  Hu    121و ,....,,  nn xxxH  ًفيكززززززززززززززززون أيضززززززززززززززززاkn xu    مززززززززززززززززن أجززززززززززززززززل
1,....,2,1  nk . لدينا ا ن 

,'" )()()(

n

n

nn

n

nn

n

nn xxxu  

nnومن كون  xH '  فيكونk

n

k

n

kn xx 





1

1

n)(, حيث ')(

k  أعداد منا  ة. نفزرض 

,1,....,2,1;)()()(  nkn

n

n

k

n

k 
 . ( 4 )فنحصل عمى العلاقة الم مو ة 
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)(0 ما أن :لاحظة( م1-4-9)  n

n  فزيمكن كتا زة العناصزر ( 4 )فزيnx  شزكل تراكيزب خ يزة  دلالزة 
 , أي  nuالعناصر 

....,2,1,
1

;
)(

)(

1

)( 





nux
n

n

n

nk

n

k

n

kn( 5 )         

. ولكزن ضزمن الشزر  nx لي زت وحيزدة التمثيزل  دلالزة ( 4 )الزواردة فزي  nuنضزيف أيضزاً أن العناصزر 
0)(  n

n  2,1,...من أجلn .تكون الجممة وحيدة  
  

  جممة متعامدة منظمة وتامة. توجد H فضاخ ىيم رت فصول كل في ( مبرهنة:1-4-11)
nHمزثلًا منتو الأ عزاد ,  Hكذا كان الإثبات: dim فزيمكن ت  يزق  ريقزة شزميت )التاليزة( عمزى أيزة ,

nxxxH عناصر م تقمة خ ياً  ,...,, 21 وتامة في منظمة لنحصل عمى جممة متعامدةH . 
 مجموعززة كثيفززة وعززدودة فيززو توجززد ىززذا يعنززي أنززو .فصززول وغيززر منتززو الأ عززاد Hأن الفضززاخ لنعت ززر ا ن

...,,, 321 xxx  ,ىذه العناصر م ايرة لمص ر. ويمكن أخذ 

 نفرض
1

1
1

x

x
u    11فيكون u  . 

  عزنض
11222 ,' uuxxu  

'12 فيكون uu    لأن 
.0,,,,' 11121212  uuuxuxuu 

نأخذ    2'uفإذا كان 
2

2
2

'

'

u

u
u    12فيكون u. 

 نضع ا ن 
22311333 ,,' uuxuuxxu  

'13فنجد أن  uu    23و' uu   لأن  ذلكو 
.0,,,,,,' 212311131313  uuuxuuuxuxuu 

',0و شكل مشا و نث ت أن  23 uu. 

نأخذ  ف  3'uفإذا كان 
3

3
3

'

'

u

u
u   13 لنجد أن u. 

 حيث نضع   عمى نفس المنوال نتا عوىكذا 







1

1

,'
n

k

kknnn uuxxu 

 فنجد أن 
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.1,....,2,1;0,'  njuu jn 

nuفإذا كان  نأخذ    '
n

n
n

u

u
u

'

'
 1 لنجد أنnu. 

 ننا  وضع , لأ nكن ما تقدم صحيح من أجل أي عدد   يعي

,,'
1

111 


 
n

k

kknnn uuxxu 

 (:  n نجد  الا تقراخ )  اعت ار العممية صحيحة من أجل

.0,,

,,,,'

11

1

111









 

jnjn

n

k

jkknjnjn

uxux

uuuxuxuu 

نأخذ    1'nuفإذا كان 
1

1
1

'

'




 

n

n
n

u

u
u  11 لنجد أن nu. 

,,....,,...جممة المتعامدة المنظمة  ذلك نكون قد حصمنا عمى ال 21 nuuu . 
  .شميت ( –) أو  ريقة جرام  ت مى ىذه ال ريقة    ريقة شميت

yHلإث ات أن ىذه الجممة تامة يكفي كث ات أنو كذا كان    يحقق و 
....,2,1;0,  nuy n  

فزززي الواقزززع مزززن العلاقزززات ال زززا قة نلاحزززظ  زززأن (. 7-4-1)ى الم رىنزززة , وذلزززك اعتمزززادا عمززز yفزززإن
,,,... العناصر 321 xxx  ع ارة عن تراكيب خ ية منتيية لمعناصر...,,....,, 21 nuuu ( والعكزس

 ( , حيث يكون  صحيح أيضا


332231133

221122

111

',,

',

uuuuxuuxx

uuuuxx

uxx







  

                   



nn

n

k

kknn uuuuxx ',
1

1





  

,,,...مززا أن و   321 xxx مجموعززة كثيفززة فززيH فتكززون مجموعززة التراكيززب الخ يززة المنتييززة  الفرض زز
,,....,,... لمعناصر 21 nuuu كثيفة فيHالتالي كل عنصر  , yH   متتالية )منا  ة( لىو نياية 
 أن  فإذا فرضناتراكيب الخ ية. من ىذه ال

,;

1

)(
)(

1














  
N

j

N

j

Nk

j

NNN uyyy 
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 يكون لدينا: 

.0,lim,lim, )(
)(

1

2
 




yuyyyyy j

N

j

Nk

j
N

N
N

 

 . و ذلك يتم الم موب.  yو التالي
 

 من الإث ات ال ا ق ينتج فوراً أن  :نتيجة( 1-4-11)
    .spanspan

11










nnnn uxH 
 

,,,... ) أ (  لزززتكن( ملاحظةةةة: 1-4-12) 321 xxx المجموعزززة الكثيفزززة فزززيH ة زوالمزززذكورة فزززي  دايززز
nuالإث ات ال ا ق. فإذا كانت ىذه العناصر م تقمة خ يا فيكون دوما  '  . 

 )ب ( من كث ات الم رىنة ال ا قة نلاحظ أن  










.;'

;0
',' 2

mnu

mn
uu

n
mn   

,,,...تعامدة ) غير منظمة (  لذلك عند وجود جممة م 321 vvv  نأخذ فورا 

....,3,2,1;  n
v

v
u

n

n
n 

,,,...لمحصول عمى جممة متعامدة منظمة  321 uuu المثال التالي:   , انظر 
 

  ثية المثم  ن ين  أن أ رة الدوال( مثال: 1-4-13)
....,sin,cos,...,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx 
],[( عمى المجال  منظمةغير  تشكل جممة متعامدة )  :في الواقع لدينا . 

....,2,1;0sin1sin,1  



ndxxnxn            

            ....,2,1,;0cossincos,sin  



mndxxmxnxmxn   










 




.;

;0
coscoscos,cos

mn

mn
dxxmxnxmxn 










 




.;

;0
sinsinsin,sin

mn

mn
dxxmxnxmxn 

 ا أن: زو م
                                    ,211,11 22

 



dx  

....,2,1;cos,coscos
2

 nnxnxnx 
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....,2,1;sin,sinsin
2

 nnxnxnx 
  :الملاحظة ال ا قة نحصل عمى الجممة المتعامدة المنظمةمن  )ب( و ح ب فإننا

....,
sin

,
cos

,...,
2sin

,
2cos

,
sin

,
cos

,
2

1



nxnxxxxx 

 
 أمثمة عمى الجمل المتعامدة المنظمة

 
شزميت   ريقزة يزق ت  نتناول ا ن  عض الأمثمة عمى الجمل المتعامدة التي يمكن الحصزول عمييزا        

الم ززتقمة خ يززاً عمززى كززل مجززال  التاليززة ( وذلززك ان لاقززا مززن الززدوال13-4-1)المت عززة فززي كث ززات الم رىنززة 
],[ ba : 

....,,...,,,1 2 nxxx( 6 )'           

 لنضزع 
....,)(,...,)(,)(,1)( 2

210

n

n xxxxxxx ( 6 )"         
 

أدنزاه وغيرىزا مزن التوا زع الخاصزة يمكنزو  ةزيد عن التوا زع المزذكور أنو من يرغب معرفة المىنا  نشير       
 في قائمة المراجع.  [16]و [14]و [ 3 ]الرجوع كلى 

 

2],[من المعموم أن الجداخ الداخمي فزي الفضزاخ  :) كثيرات حدود لوجندر ( مثال( 1-4-14) baL  لزو
 الشكل 
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dxxgxfgf

b

a
)()(,  

2],[في الفضاخ لنحصل عمى توا ع متعامدة  baL الأمر ىنا متعمزق  المجزال .],[ ba  تزا ع الثقزل  و
)(xw . 
 

 : -6لنتا ع الأمثمة  إت اع ال ريقة        
  

 من أجل  :( توابع جاكوبيمثال ) ( 1-4-16)
1,;)1()1()(,]1,1[],[   xxxwba 

  توا ع جاكو ي عمى نحصل 




0

),( )(
nn xJ  وتع ى  الشكل , 

  ,)()1()1()( ),(22
1),(),( xPxxxJ nnn




  

),()(حيزززث  xPn

 كثيزززرات حزززدود جزززاكو ي مزززن الدرجزززةn  والمرت زززة),(   حيزززث , ,1  ,
 وليا الشكل 

  ,)1()1()1()1(
!2

)1(

)(),(










nn

n

n

n

n
n

xx
dx

d
xx

n

xP

 

),(أما العدد  n  فيو عامل تنظيم , أي 

  .

)1()1(!

)1()1(2

)(

2),(

1

2
),(

2

]1,1[

),(

2


















 

n

b

a
n

L
n

nnn

nn

dxxJJ

  

 نحصل عمى كثيرات حدود لوجندر 0ذا أخذنا في حالة خاصة ك

   ....,2,1,0;1
!2

)1(

)()(

2

)0,0(








nx
dx

d

n

xPxP
n

n

n

n

n
nn

         

وفي حالة خاصة أخرى كذا أخذنا 
2

1
  نحصل عمى كثيرات حدود  تشي يش ف)( xTn  

  ,11
!2

)1(

)()(

2

1
22

)
2

1
,

2

1
(




















n

n

n

n

n
nn

x
dx

d
x

n

xPxT
 



 الفصل الأول: مفاهيم أساسية من التحميل التابعي 

 

38 

02 

  ومن ثم نحصل عمى توا ع تشي يش ف

.
1

)(
)()(

4 2

)2/1,2/1(
)

2

1
,

2

1
(

x

xT
xJx n

nnn




 

2]1,1[الفضاخ  في التي تشكل جممة متعامدة منظمة L  . 
  

 من أجل  :( توابع لاجيرمثال ) ( 1-4-17)
xexxwba  )(,),0[],[ 

 لاجيرتوا ع  عمى نحصل 




0
)(

nn xl  وتع ى  الشكل , 

,)(
!

)1(
)( 22

2

1

xLex
n

n
xl n

x

n















 
 

)(حيث  xLn

 ير من الدرجةجكثيرات حدود لا n والمرت ة 1  وليا الشكل , 

 .)( xn

n

n
x

n ex
dx

d
exxL   

  

 من أجل  (: توابع هرميتمثال ) ( 1-4-18)
2

)(,),(],[ xexwba  
 توا ع ىرميت  عمى نحصل 

0
)(

nn xh  الشكل , وتع ى  

  ,)(!2)( 22

1
2

xHenxh n

x

n

n


 

)(حيث  xHn  كثيرات حدود ىرميت من الدرجةn  وليا الشكل , 

 .)1()(
22 x

n

n
xn

n e
dx

d
exH  

 

)(1 ( ملاحظة:1-4-19) xwالمثال المذكورة في  تا ع الثقل الموافق لكثيرات حدود لوجندر ىو  
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 (.13-4-1ريقة شميت المذكورة في كث ات الم رىنة )وذلك  ت  يق  
 

الجمزززل المتعامزززدة المنظمزززة فزززي فضزززاخ نتعزززرف ا ن عمزززى خاصزززة أخزززرى تتعمزززق  ( ملاحظةةةة: 1-4-21)
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 ل م مة فورييو الموافقة.  NS المجموع الجزئي

nأيضاً من أجل كل عنصر يكون 

N

n

nN uzH 



1

 : 

  ., zxSxdSx NN   
 

 وىزي الفصزول الجمزل المتعامزدة المنظمزة فزي فضزاخ ىيم زرتنتعرف ا ن عمى خاصة أخزرى تتعمزق        
 مة المتعامدة المنظمة تكون عمى الأكثر عدودة. الجم أن
كل جممة متعامدة منظمة( مبرهنة: 1-4-22) Iiui : فصول في فضاخ ىيم رت H  تكون عمى

 الأكثر عدودة. 

 يا فصول فتوجد فيو مجموعة كثيفة وعدودة , ولن م H ما أنالإثبات: 



 الفصل الأول: مفاهيم أساسية من التحميل التابعي 
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جممةأي أن ال .مت ايناً  Iiui :  تقا ل )تكزاف(( مجموعزة جزئيزة مزن المجموعزة العزدودةD  و التزالي ,
 عمى الأكثر عدودة. و ذلك يتم الم موب.  الجممة

 

لتكن : برهنة( م1-4-23) 
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  (  الجمل المتعامدة المنظمة وسلاسل فورييه 4 – 1) 
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وىذا يعني أن المتتالية  
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( توجزد فيزو 13-4-1و ح زب الم رىنزة ) ذىيم رت فصول وغير منتو الأ عاد, عندئز فضاخ H( ليكن ج )
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 مت اين.  كيزومتري , ومنو ينتج أن  من ذلك ينتج أن 
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 العنصزر  زا قة أنوجدنا في الم رىنة ال( ملاحظة: 1-4-24)
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