
 الفصل الأول   
 ضاءات باناخ ف

 
 نتعرف في ىذا الفصل عمى المفاىيم الرياضية التي تمزمنا في الفصول اللاحقة من ىذا الكتاب.        

من المؤكد أن الطالب تعرض سابقاً ليذه المفاىيم أو أغمبيا لكن من المفيد التذذكير بمذا سذنحتاج. فذي ىذذه 
 لعودة فوراً إلى المفيوم المدروس أو التعرف عميو أكثر لمن يريد. الحالة يمكن ا

 
 

 (  الفضاءات الخطية المنظمة  1 – 1) 

 
تعتبذذذر الفضذذذاخات اللطيذذذة المنظمذذذة مذذذن المفذذذاىيم التذذذي سذذذاىمت كثيذذذرا فذذذي تطذذذور العديذذذد مذذذن فذذذروع 

يذذذاخ لحذذذل العديذذذد مذذذن الرياضذذذيات المعاصذذذرة. وخذذذد اسذذذتلدميا عذذذدد كبيذذذر مذذذن العممذذذاخ فذذذي الرياضذذذيات والفيز 
 المسائل الرياضية والفيزيائية والتقنية.

 

أو  Rلمجموعذذذة ااعذذذداد الحقيقيذذذة  Kبذذذذمجموعذذذة غيذذذر لاليذذذة   ولنرمذذذز  Xلذذذتكن( تعريففف   1-1-1)
 )تطبيقين(:   Xفرض أنو يمكن تعريف عمميتين جبريتين عمى عناصر ولن C لمجموعة ااعداد العقدية
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 بحيث يتحقق ما يمي:  Kااولى نسمييا الجمع والثانية نسمييا الضرب بعدد من
( + 1)      .,; Xyxxyyx    

( + 2)      .,,;)()( Xzyxzyxzyx   

( + 3)      .;: XxxxX    

( + 4)      .)(:)(;  xxXxXx   

(  1)      .,,;)()( K Xxxx  

(  2)      .,,;)( K Xxxxx  

(  3)      .,,;)( K Xyxyxyx  

(  4)      .;1 Xxxx   

),,(عندئذ نسمي الثلاثية  X  . فضاخ لطيا 
RK إذا كان         فنسمي),,( X    ًفضاخً لطياً حقيقيا 
CKإذا كان           فنسمي),,( X  . ًفضاخً لطياً عقديا 

 .xسنكتب فقط  xلمدلالة عمى الفضاخ اللطي   وبدلا من   X ط للالتصار سنكتب فق



 الفصل الأول  مفاهيم أساسية من التحميل التابعي

 

2 

2 

  سنعتبر أن الفضاخات اللطية ىي فضذاخات لطيذة عقديذة ا يمي   وكذلك في الفصول اللاحقةفيم       
 ما لم يرد صراحة للاف ذلك.  

 

وىذو  يسذمى العنصذر الصذفري ) أو صذفر الفضذاخ(   (3 +)الذوارد فذي  العنصذر   ( ملاحظفة1-1-2)
 وحيد في حال وجوده. 

)(العنصر  x  يسمي العنصر النظير لذ  (4+)فيx  وىو وحيد من أجل كلx . 
zyxب سذذنكت (2 +)بحسذذب    لمدلالذذة عمذذى أحذذد طرفذذي المسذذاواة   ومذذن أجذذلn  عنصذذرا مذذنX 
 سنكتب 
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 سنسمي كل علاخة من الشكل 
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nxxxتركيباً لطياً لمعناصر  ,...,, 21  . 
 

 يصح ما يمي:   Xيمكن التحقق انو في كل فضاخ لطي ( ملاحظة 1-1-3)
0;.) أ (           Xxx   
;.)ب(            K 
)ج(  إذا كان  xX  وxx   فإن   . 

 

nxxxنقول عن جممة عناصر ( تعري    1-1-4) ,,, 21    من الفضذاخ اللطذيX  إنيذا مسذتقمة
 لطيا إذا كانت العلاخة 

             nn xxx 2211              ( 1 ) 
021تتحقذذق فقذذط مذذن أجذذل   nرتبطذذة لطيذذا ) أي أنذذو . عذذدا ذلذذك تسذذمى العناصذذذر م
 محققة(. ( 1 )بحيث تكون  0kيوجد عمى ااخل عدد 

 

nxxx  إذا كانت العناصذر ( ملاحظة 1-1-5) ,,, 21     مرتبطذة لطيذا فذيX  فيوجذد عمذى ااخذل
0nتحديد العموميات أن  مغاير لمصفر   ولنفرض بدون k عدد  نجد   ( 1 ). عندئذ من العلاخة 
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  2,1,,1من أجل  nk   فيكون 

112211  nnn xxxx  
 ن تركيب لطي لمعناصر االرى. عبارة ع nxوالتي تعني بدورىا أن العنصر 
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بعداً ( إذا  nمنتو اابعاد ولو  Xبعداً ) أو إن  nذو  Xنقول إن الفضاخ اللطي ( تعري  1-1-6) 
 ( عنصراً منو تكون مرتبطة لطياً   ونكتب في ىذه الحالة 1nاً وكل )عنصراً مستقمة لطي nكان فيو 

nX )dim( . 
يوجذد فيذو  n( إذا كذان مذن أجذل أي عذدد طبيعذي غيذر منتذو اابعذاد ) أو لذو البعذد  Xنقول أيضذاً إن 

n  عنصراً مستقمة لطياً   ونكتب في ىذه الحالة)dim( X . 
 

عنصذذرا مسذذتقمة لطيذذا   nبعذذدا   أي يوجذذد فيذذو  nذو  Xإذا كذذان الفضذذاخ اللطذذي ( ملاحظففة 1-1-7)
nxxx ,,, 21  فكل عنصر  xX   يمكن تمثيذمو بشكل تركيب لطي ليذه العناصر   أي 

 . nn xxxx  2211 
nxxxفي ىذه الحالة نقول أيضا إن العناصر  ,,, 21  تشكل خاعدة لمفضاخ اللطذيX  أو إن ىذذه  

 . Xد الفضاخ العناصر تول
تصذذمح ان تكذذون خاعذذدة لذذو  Xعنصذذراً مسذذتقمة لطيذذاً فذذي الفضذذاخ اللطذذي nتجذذدر ااشذذارة ىنذذا بذذ ن كذذل 

nXعندما يكون  )dim( . 
))dim إذا كان X  .لكننا سنعود لاحقاً ليذا اامر. فيلتمف تعريف القاعدة 

 

 . Xمجموعة جزئية غير لالية من الفضاخ اللطي Mلتكن ( تعري  1-1-8)
 إذا كان   Xفضاخً لطياً جزئياً في M) أ ( نسمي

.,,,; K MyxMyx 

  نسمي المجموعة )ب(
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 )(Mspan 

 (.  M يحوي المجموعة X) وىو أصغر فضاخ جزئي في Mالفضاخ الجزئي المولَد بالمجموعة
XM إذا كان )(  spanنفنقول إM  تولد الفضاخX . 

XMمسذذتقمة لطيذذاً و  M)ج( إذا كانذذت عناصذذر المجموعذذة  )( span فنقذذول إنM  تشذذكل خاعذذدة
 . X( لمفضاخ  Hamel basis ىامل )

  

و  }{يوجذد عمذى ااخذل فضذاخان لطيذان جزئيذان ىمذا  Xفذي كذل فضذاخ لطذي  ( ملاحظة 1-1-9)
X  .نفسو 

نتعرف الآن عمى مفيذوم النظذيم   الذذي يعتبذر تعميمذاً لمفيذوم القيمذة المطمقذة   والذذي يعطذي بنيذة         
 بعض الفضاخات اللطية. لاصة ل

 

 و منظم إذا أمكن تعريف تابع إن Xنقول عن فضاخ لطي ( تعري  1-1-11)
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,;: xxX R 
 بحيث يتحقق ما يمي:

(N1)        ,;0 Xxx   

                  .0  xx    

(N2)        .,; K Xxxx  

(N3)        .,; Xyxyxyx   

 . xفنسميو نظيم العنصر  xأما العدد  
 . Xنشير ىنا ب نو يمكن تعريف أكثر من نظيم عمى نفس الفضاخ اللطي 

 نشير أيضاً أننا سنكتب أحيانذاً 
X

x  بذدلًا مذنx  لمدلالذة عمذى نظذيم العنصذرxX   ولاصذة عنذد
 التعامل في وخت واحد مع أكثر من فضاخ لطي منظم.  

 

 من تعريف النظيم ينتج فورا أن ) أثبت ذلك (: ( ملاحظة 1-1-11)
  0) أ (       .

;,.  )ب(     Xyxyxyx   

)ج(       
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ذكرنا خبل خميل أنو يمكن تعريف أكثر مذن نظذيم عمذى نفذس الفضذاخ اللطذي. ولكذن فذد توجذد علاخذات      
 مابين ىذه النظم   ك ن يمكن تقدير إحداىا بآلر. 

نقذول عذذن نظيمذين        
1

  و
2

  عمذذى نفذذس الفضذاخX  إنيمذذا متكافئذذان إذا وجذد عذذددان حقيقيذذان
 بحيث أن  و  موجبان 

.;&
1221

Xxxxxx  
) أو بشكل مكافئ 

121
xxx  .) 

ان من الواضح ىنا أنو إذا كان النظيم
1

  و
2

  ىذذه الذنظم جميذع يكافئان نظيم ثالث أو أكثذر فتكذون
 متكافئة فيما بينيا. بشكل لاص فإن جميع النظم في الفضاخ اللطي المنتو اابعاد متكافئة فيما بينيا.  

 
  أمثمة عمى الفضاءات الخطية المنظمة

 
 ( مع العمميتين الم لوفتين لجمع ااعداد  C) العقدية  Rااعداد الحقيقية مجموعة ( مثال  1-1-12)

الحقيقيذذة )العقديذذة( وضذذربيا بعذذدد تشذذكل فضذذاخً لطيذذاً حقيقيذذاً )عقذذدياً(   ويكذذون منظمذذاً مذذع النظذذيم المعذذرف 
 بالقيمة المطمقة )بالطويمة( 

.; R xxx     ( .; C zzz ) 
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KKKKالمجموعة ( مثال  1-1-13)  n  :تشكل فضاخً لطياً مع العمميتين 
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RK. فإذا كانCأو لذ  Rإما لذ  Kحيث يرمز  نحصل عمى الفضاخ ااخميدي الحقيقيnR     
ذا كان CKوا   نحصل عمى الفضاخ العقدي nC . 

 فضاخ منظم مع كل من النظم التالية ) أثبت ذلك (  nKإن 
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 نحصل عمى النظيم ااخميدي المعروف  2pبشكل لاص من أجل 
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 نشير ىنا أن النظم السابقة متكافئة فيما بينيا انيا تحقق المتراجحات التالية: 
.1,;

1



pxxnxxx n

p
K  

  

  كذذل التوابذذع ذات القذذيم العقديذذة ) الحقيقيذذة ( المعرفذذة والمسذذتمرة عمذذى المجذذال مجموعذذة( مثففال  1-1-14)
],[ ba  والتي سنرمز ليا بذ  ],[ baC  تشكل فضاخً لطياً عقدياً ) حقيقياً ( مع العمميتين الم لوفتين  

 لجمع التوابع وضربيا بعدد   أي:
,],[,,],[;)()()()( baCgfbaxxgxfxgf   
.,],[,],[;)()()( K baCfbaxxfxf 

],[إن  baC  فضاخ منظم مع 
.],[;)(sup

],[
],[

baCfxff
bax

baC




( 1 ) 
  

عذذدداً حقيقيذذاً  pلذذيكن( مثففال  1-1-15) p1  ولنرمذذز بذذذ  ],[ baLp  لمجموعذذة كذذل التوابذذع
)( xf ( القيوسذذة حسذذب ليبيذذا عمذذى المجذذال  الحقيقيذذة ذات القذذيم العقديذذة )],[ ba  بحيذذث أن التكامذذذل


b

a

p
dxxf  موجود ومحدود.  )(
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يمكذذن التحقذذق أنذذو مذذع عمميتذذي جمذذع التوابذذع وضذذربيا بعذذدد   المذذذكورتين فذذي المثذذال السذذابق   يصذذبح      
],[ baLp  فضاخً لطياً   وىو منظم مع 

( 2 )       .],[;)(

1

],[
baLfdxxff p

pb

a

p

baLp






    

تعرف نظيماً يمزمنا ما يسمى بمتراجحذة  مينكوفسذكي   ولمحصذول عمييذا يمذزم مذا  ( 2 )اثبات أن العلاخة 
يسذذذذذمى بمتراجحذذذذذة ىولذذذذذدر   وكلاىمذذذذذا مذذذذذن المتراجحذذذذذات اليامذذذذذة جذذذذذداً فذذذذذي التحميذذذذذل التذذذذذابعي نظذذذذذراً لتعذذذذذدد 

 اتيما. استلدام
 عمى أنو إذا كان  هولدر لمتكاملاتمتراجحة ) أ ( تنص 

,1
11

,1;],[,],[ 
qp

pbaLgbaLf qp 

  فيكون عندئذ: 

( 3 )            qb
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  والتي تكتب بالشكل
( 4 )             

],[],[],[1 baLbaLbaL qp
gfgf  

1],[ينتج أن  ( 3 )من المتراجحة  baLgf  .) 
],[تذذابعين مذذن  gو fلمتكذذاملات عمذذى أنذذو إذا كذذان متراجحففة مينكوكسففكي( تذذنص )ب baLp فيكذذون 
)( gf   تابعاً من],[ baLp   كما أن   

,)()()()(
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  ( 4 )     

 لوالتي تكتب بالشك
.1;

],[],[],[
 pgfgf

baLbaLbaL ppp
( 4 )'        

],[نود ااشارة ىنا إلى التابعين المتساويين تقريباً في كل مكان عمى  ba  ينظر إلييما كعنصر واحد في
],[الفضاخ  baLp وبشكل أدق يت لف .],[ baLpع المتساوية من صفوف تكافؤ يحوي كل منيا التواب

],[تقريباً في كل مكان عمى المجال   baقول إنال . وعند f  تابع من الفضاخ],[ baLp  فنقصد
][ممثل لصف تكافؤ  f ضمناً أن f نفس الشيخ بالنسبة لمفضاخ .],[ baL عميو تعرف الذي س

 في المثال التالي. 
 

],[لنرمذذز بذذذ  ( مثففال 1-1-16) baL  لمجموعذذة كذذل التوابذذع)( xf  )ذات القذذيم العقديذذة )الحقيقيذذة
],[القيوسة حسب ليبيا عمى المجال  ba  بحيث أن
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( يصذذذبح 11-1-1يمكذذذن التحقذذذق أنذذذو مذذذع عمميتذذذي جمذذذع التوابذذذع وضذذذربيا بعذذذدد المذذذذكورتين فذذذي المثذذذال  )
],[ baL  فضاخً لطياً   وىو منظم مع 

( 5 )         .],[;)(sup
],[

],[
baLfxfessf

bax
baL 






  

],[تصذحان فذي الفضذاخ  ( 4 )و  ( 3 )نشذير ىنذا أن متراجحتذي ىولذدر ومينكوفسذكي  baL  وذلذك إذا
 . pعندما  1qو 1pعندما qاعتبرنا أن

 

  لذذذذيكن ( مثففففال 1-1-17) p1   ولنرمذذذذز بذذذذذp العقديذذذذة  لمجموعذذذذة كذذذذل االمتتاليذذذذات العدديذذذذة
  )الحقيقية( 




1nnx  المحققة لمشرط 
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لمجموعة كل االمتتاليات العددية  ولنرمز بذ  
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 بالشكل:  إذا عرفنا عمميتي جمع المتتاليات وضربيا بعدد 
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فضاخً لطياً من أجل  pيصبح  p1 ويكون منظماً مع   
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( 11-1-1اردتين في المثال )الو  ( 4 )و  ( 3 )إضافة لمتراجحتي ىولدر ومينكوفسكي لمتكاملات      
توجد متراجحات ىذولدر ومينكوفسكي لممجاميع وليما الشكل التالي ) حيث أن  
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 كما يمكن التعبير عنيما بالشكل: 
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],[يمكذن اثبذات أن  ( 4 )بالاسذتفادة مذن متراجحذة مينكوفسذكي  ( مثفال 1-1-18) baC  فضذاخ لطذي
 منظم مع 
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],[ىذا يصح أيضاً من أجل مجموعة كثيرات الحذدود  baP ي تشذكل فضذاخً لطيذاً جزئيذاً مذن الفضذاخ التذ
],[ baC. 
  

nuuuبعداً و  nفضاخً لطياً ذو Xليكن ( مثال 1-1-19) ,...,, خاعدة فيو. عندئذ يمكن كتابة  21
xXكل عنصر    :وبشكل وحيد كما يمي 

.2211 nn uuux   
 فضاخ منظم مع كل من النظم التالية )المتكافئة فيما بينيا(:  Xيمكن التحقق أن
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 بعداً  n )االتياري( ذو Xمة ما بين الفضاخ ( ينتج أنو يمكن إنشاخ مقاب11-1-1من ىذا ومن المثال )

 ليا الشكل:  nKوالفضاخ  
Xuuux nnn

n  221121 ),...,,(K 
 nذو  وبذذين أي فضذذاخ لطذذي nKوىذذذه المقابمذذة لطيذذة وتحفذذظ النظذذيم   وبموجبيذذا يمكذذن المطابقذذة بذذين 

 لمدلالة عمى أي من ىذه الفضاخات. nEبعداً. سنرمز بذ 
 

],[لنرمز بذ( مثال  1-1-21) baC m لمجموعة التوابع )( xf )ذات القيم العقدية )الحقيقية 
],[المحدودة والمستمرة عمى المجال  ba والتي ليا مشتقات مستمرة ومحدودة عمى ],[ ba . ىذه تشكل

المجموعة فضاخً لطياً عقدياً )حقيقيا( مع العمميتين الم لوفتين لجمع التوابع وضربيا بعدد المذكورة في 
],[(. إن 11-1-1المثال ) baC m  فضاخ منظم مع 
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baCfff m
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baC
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baC m 


 ( 8 ) 

حيث يرمز 
],[ baC

  بينما يرمز  ( 1 )لمنظيم المعطى في)()( xf k لمشتق التابع)( xf  من
 . kالمرتبة 

 

 اعتماداً عمى النظيم يمكن تعريف مفيوم لمتقارب في الفضاخ اللطي المنظم.     
 

نقول عن متتالية ( تعري   1-1-21) 
1nnx من عناصر الفضذاخ اللطذي المذنظم X  أنيذا متقاربذة

0lim نإذا كا  xمن العنصر  


xxn
n

xxn  ونكتب  
n




lim أو xx
nn  


 . 

نياية المتتالية  xنسمي  
1nnx . 

0)(يوجذذد عذذدد طبيعذذي   0) ىذذذا التعريذذف يعنذذي أنذذو مذذن أجذذل أي عذذدد مفذذروض  n  بحيذذث يكذذون
 xxn  من أجلnn )(0  .) 
 

شذذارة ىنذذا أنذذو إذا كذذان تجذذدر اا       
1

  و
2

  نظيمذذين متكذذافئين فذذي الفضذذاخX  فتكذذون المتتاليذذة
 

1nnx  .إما متقاربة بكمييما أو غير متقاربة بكمييما  
 

 لات التالية: يمكن التحقق بسيولة من صحة المقو ( ملاحظة  1-1-22)
 ) أ ( إذا كانت المتتالية متقاربة فإن نيايتيا وحيدة.  

)ب( إذا كانت  
1nnx  و 

1nny من  متتاليتين متقاربتينx  وy   عمى الترتيب فيكون 
.,;)(lim K


yxyx nn

n
 

xxلتقارب )ج( من ا
nn  


xxينتج التقارب  

nn  


. 
) د ( إذا كانذذذت 




1nn متتاليذذذة عدديذذذة متقاربذذذة مذذذن العذذذدد  وكانذذذت 
1nnx  متتاليذذذة مذذذن عناصذذذر

xxnn  فإن  xومتقاربة من Xالفضاخ 
n




)(lim. 
 

اعتمذذاداً عمذذى مفيذذوم النيايذذة يمكذذن تعريذذف مفذذاىيم ألذذرى فذذي الفضذذاخات اللطيذذة المنظمذذة   مثذذل        
المجموعة الكثيفة ومن ثم الفضاخ الفصول   السمسمة وتقاربيا ومن ثم القاعدة في الفضاخات الغير منتييذة 

 اابعاد   الخ. 
 

MXنقول عن مجموعة جزئية ( تعري   ) أ ( 1-1-23)    أنيا كثيفة في الفضاخX  إذا كان 
xXكذذذل عنصذذذر  ىذذذو نيايذذذة لمتتاليذذذة مذذذن عناصذذذرM ىذذذذا يكذذذافئ القذذذول أنذذذو مذذذن أجذذذل كذذذل عنصذذذر ( 

xX   ومن أجل أي عدد مفروض0   يوجد عنصرyM   بحيث يكون yx . 
 أنو فصول إذا وجدت فيو مجموعة كثيفة وعدودة.  X)ب( نقول عن الفضاخ 
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],[و  nEو Cو Rالفضذذذذاخات ( ملاحظففففة  1-1-24) baC و],[ baC m  الذذذذواردة فذذذذي اامثمذذذذة
 أعلاه فصولة ) أثبت ذلك (. 

],[الفضاخات  baLp و p  فصولة من أجل p1   بينما],[ baL و    .غير فصولين 
 

فيمذذا بعذذد ولاصذذة فذذي الفصذذل الثذذاني عنذذد دراسذذة المذذؤثرات التكامميذذة سذذنحتاج للاصذذة ىامذذة تتعمذذق        
],[بكذذون الفضذذاخ  baC  يشذذكل مجموعذذة جزئيذذة كثيفذذة فذذي الفضذذاخ],[ baLp ىذذذه اللاصذذة . وبمذذا أن

],[تمذذذزم لذذذيس فقذذذط مذذذن أجذذذل مجذذذال  ba بذذذل أيضذذذاً مذذذن أجذذذل مسذذذتطيل],[],[ dcbaR   أو أيذذذة
  فسذوف نعذرض إثبذات ىذذه اللاصذة مذن  1n  حيذث  nR من الفضاخ ااخميذدي   مجموعة جزئية

 أجل الحالة العامة. 
خيوسذة بحسذب ليبيذا  nRمذن أجذل مجموعذة جزئيذة  pL)(في البداية لنعذرف الفضذاخات       

 )حيث نتعامل مع خياس ليبيا (. 
من أجل   p1   ترمز)(pL (  بمتحول حقيقي) م العقدية لمجموعة كل التوابع ذات القي  

,)(;: xfxf C 
التي تحقق dxxf

p

لمجموعة كل التوابع من الشكل السابق والتذي  L)(  كما ترمز )(

تحقق 


)(sup xfess
x

  . 
  

],[كما ىو الحال في الفضذاخات ( ملاحظة  1-1-25) baLp  ًسذنعتبر أن التذابعين المتسذاويين تقريبذا
. بشكل لاص فإن التابع الذي يساوي الصفر تقريباً pL)(متساويان في الفضاخ في كل مكان عمى 
],[شابو تماماً لحالة الفضاخات . بشكل مpL)(يمثل صفر الفضاخ  في كل مكان عمى  baLp 

 فضاخ باناخ مع النظيم  pL)(يمكن الت كد أن 

.)(;)(sup

,1,)(;)(

)(

1

)(




















Lfxfessf

pLfdxxff
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تشذذكل مجموعذذة جزئيذذة   pL)( مجموعذذة التوابذذع المسذذتمرة الموجذذودة فذذي الفضذذاخمبرهنففة  ( 1-1-26)
من أجل  pL)(كثيفة في p1  . 
 مراحل. سنعرضو عمى أربعة الإثبات  

Bnلتكن  -1ً R مجموعة مغمقة ومحدودة   ولتكن الدالة المميزة ليا  
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),(ولنرمز بذ Bxd لممسافة بين النقطةxn R والمجموعةB  ولنبين أن   
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),(0فإن  Bxفي الواخع إذا كان  Bxd 1وكذلك)( xIB  وبالتالي   
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),(0فإن  Bxو إذا كان  Bxd  0وكذلك)( xIB  وبالتالي   
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),(1
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lim0)( Bx

BxdN
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 وبما أن  صحيحة . ( 9 )يذلك تكون 

...,2,1,;1
),(1

1
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BxdN
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Enفمن أجل أية مجموعة خيوسة ومحدودة  R  : يكون لدينا بحسب مبرىنة ليبيا 
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 (10)            

0ليكن  -ًً ab  ًولنعرف تابعاً حقيقيا  RR:f   :بالشكل 
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 . Rمستمر وخابل للاشتقاق عدداً لانيائياً من المرات عمى  tf)(فنجد أن 
 بالشكل   tF)(سنعرف تابعاً  tf)(ماداً عمى التابع اعت
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 فيكذون لدينا 
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 لنضع كالعادة: 
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nn xxxxxxxx R  
  بالشكل  تابعاً  nRولنعرف عمى 
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fLليكن -1ً p )(  ولنعتبر بداية أن   )( . 
 0 . عندئذذذ ) بحسذذب لذذواص تكامذذل ليبيذذا ( مذذن أجذذل أي  f0بذذدون تحديذذد العموميذذات سذذنعتبر

 بحيث يكون  يوجد تابع بسيط 
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 بحيث أن الدوال  Nمحدودة ) كما اعتبرناىا ( فيوجد عدد طبيعي  بما أن 
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 .  لذلك تكون المبرىنة صحيحة من أجل نطاق محدود 
غير محدود    نعتبر الآن أن النطاق  -1ً    ونضع  )(
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 سنستفيد من اللاصة التالية: 

,,,..." إذا كانت  321 EEE   مجموعات خيوسة وتحقق 

,
1

321 





i

iEEوEEE 

fELذ من أجل عندئ p )(  يكون
)()(

lim
ELELN pNp

ff 


   ." 

fELوتابع  0لذلك من أجل كل عدد مفروض  p )(  يكون 

.)(;
3

0)\(






rrf

rpL
 

بحيث يكون   gيوجد تابع مستمر  مبحسب ما تقد
3)(




 rpL
gf . 

 نضع الآن  

.)0(,
;0

;1
)( 













rx

rx
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 عندئذ بحسب العلاخات  

2
lim

)()(0




 rprp LLr
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 بحيث يكون  0يمكن إيجاد 
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 لدينا الآن 
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 ومنو نحصل عمى المطموب. 
 

فيمكن التعبير عن المبرىنة السذابقة بذالقول   لمجموعة التوابع المستمرة عمى C)(إذا رمزنا بذ       
إن المجموعة  )()(  pLC   كثيفة في)(pL  من أجل p1 . 

],[ بشكل لاص فإنو من أجل كل مجال مغمق ومحدود      ba يكذون ],[ baC  فضذاخ لطذي جزئذي
],[كثيف في  baLp  من أجل p1. 

 

  حيذذث للطذذي المذذنظم والذذذي سذذيفيدنا فذذي أمذذاكن عذذدة سذذنحتاج لاحقذذاً لمفيذذوم السمسذذمة فذذي الفضذذاخ ا       
 الفقرة التالية وفي أماكن ألرى.  في د إليو ثانيةثم نعو  منتعرف الآن عمى ىذا المفيو 
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لتكن( تعري   1-1-27) 
1nnx  متتالية من عناصر الفضاخ اللطي المنظمX :عندئذ . 
 ) أ ( كل تركيب من الشكل 
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n xxxx  

,,,...حدودىا  Xنسميو سمسمة ) لانيائية ( في 321 xxx . 
)ب( المتتالية  

1nns  التي حدودىا 
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 نسمييا متتالية المجاميع الجزئية لمسمسمة. 
  وفذذي ىذذذه  X إذا كانذذت متتاليذذة مجاميعيذذا الجزئيذذة متقاربذذة فذذي X )ج( نقذذول إن السمسذذمة متقاربذذة فذذي

ssNالحالة نسمي 
N




lim  مجموع السمسمة   ونكتب 






321

1

xxxxs
n

n  

 ) د ( نقول إن السمسمة متقاربة مطمقاً إذا تقاربت السمسمة العددية 






321
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n  
 

لتكنتعري    (1-1-28) 
1nnu الية من عناصر الفضاخ اللطي المنظم متتX  :عندئذ . 

إذا كذذذان مذذذن أجذذذل كذذذل عنصذذذر  X  ) أ ( نقذذذول إن عناصذذذر ىذذذذه المتتاليذذذة تشذذذكل خاعذذذدة شذذذاودر لمفضذذذاخ
xX  توجد متتالية وحيدة   

1
)(

nn xa منK :بحيث أن 

.)()(lim
11








n

nn

N

n

nn
N

uxauxax 

وفق القاعدة  x)ب( نسمي السمسمة في الطرف اايمن منشور العنصر 
1nnu  

)() أو بالنسبة ليذه القاعدة (   كما نسمي ااعداد xan  .أمثال النشر 

للالتصار سنكتب فقط 





1n

nn uax . 

إذا وجدت خاعدة شاودر ( ملاحظة  1-1-29) 
1nnu  في فضاخ لطذي مذنظمX  فيكذون ىذذا الفضذاخ

 فصولًا   وذلك ان المجموعة  
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 لمجموعة ااعداد العادية.  Qوعدودة   حيث ترمز  Xكثيفة في
 

0xXفضذاخً لطيذاً منظمذاً و  Xلذيكن ( تعري    1-1-31)  عنصذراً مثبتذاً ولذيكن  r  ًعذدداً حقيقيذا
 موجباً. عندئذ نسمي المجموعات التالية: 

 ,:),( 00 rxxXxrxK  
 ,:),( 00 rxxXxrxK  
 ,:),( 00 rxxXxrxS  

. بشكل لذاص )  r  ونصف خطرىا  0xوعمى الترتيب   كرة مغمقة   كرة مفتوحة   سطح كرة   مركزىا 
عمذذذذذى الترتيذذذذذب   كذذذذذرة  S),1(و  K),1(و  K),1(( نسذذذذذمي  1rو  0xمذذذذذن أجذذذذذل 

 الواحدة المغمقة والمفتوحة وسطح كرة الواحدة.
 

مجموعذذذة  M  ولذذذتكن Xعنصذذذرين مذذذن الفضذذذاخ اللطذذذي المذذذنظم yو  xلذذذيكن ( تعريففف   1-1-29)
 . عندئذ: Xجزئية في

 ) أ ( نسمي المجموعة 
 ]1,0[;)1(:],[  tytxtsXsS yx 

 . yو xواصمة بين النقطتين ) العنصرين (  Xخطعة مستقيمة في
تقذذذع  Mمجموعذذذة محدبذذذة إذا كانذذذت كذذذل خطعذذذة مسذذذتقيمة واصذذذمة بذذذين أي عنصذذذرين مذذذن M)ب( نسذذذمي
 . Mبكامميا في

 )ج( نسمي المجموعة 

cohu 
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11

n

i

iii

n

i

i xM  

 (.  Mصغر مجموعة محدبة تحوي) وىي أ M( لممجموعة convex hull الغلاف المحدب )
 

 .  Xمجموعة جزئية من الفضاخ اللطي المنظم Mلتكن( تعري   1-1-31)
 Mتنتمذي إلذى  M( من عناصذر  متقاربة مجموعة مغمقة إذا كانت نياية كل متتالية ) M) أ ( نسمي

MM) ىذا يكافئ القول أن    .) 
 بحيث يكون  c0مجموعة محدودة إذا وجد عدد ثابت  M)ب( نسمي

.; Mxcx  
: عنذد إثبذات تذراص مذؤثر لطذي فذي ي أماكن عدة مذن ىذذا الكتذاب. مذثلاً ستفيدنا المفاىيم السابقة ف       
],[الفضاخ  baLp  سنحتاج للاصة كثافة],[ baC ي ف],[ baLp  من أجل p1.  
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التذذذي تفيذذذد فذذذي التبذذذارات  ة فذذذي ىذذذذا الصذذذدد سذذذنعتمد أيضذذذاً عمذذذى مفيذذذوم الكذذذرات لتعريذذذف الشذذذبك      
التذذراص. تجذذدر ااشذذارة أيضذذاً أن لمفضذذاخات الفصذذولة ميذذزات لاصذذة مذذن حيذذث بنيتيذذا أو إمكانيذذة تشذذكيل 

],[نذكرعمى وجو اللصوص الفضاخات  خاعدة فييا و baLp وp  .ًحيث سنتعامل معيا كثيرا   
نشير أيضاً أن الفضاخات المنتيية اابعاد ليا ميزاتيا اللاصة جداً   حيث أن دراستيا ومجموعاتيا     

 الجزئية تمعب دوراً ىاماً في فقرات عديدة.  
 
 

 (   فضاءات باناخ  2 – 1) 

 
نقول عذن متتاليذة  ( تعري  1-2-1) 

1nnx  مذن عناصذر فضذاخ لطذي مذنظمX  أنيذا أساسذية ) أو
 إذا كان  Xمتتالية كوشي ( في 

.0lim
,




mn
mn

xx 

0)(يوجد عدد طبيعي  0) ىذا يعني أنو من أجل كل عدد مفروض  n   بحيث يكون 
  mn xx          ;      .)(, 0  nmn      

 

متقاربة كل متتالية ( ملاحظة 1-2-2) 
1nnx  تكون أساسية  انو لو فرضنا أنxxn

n



lim   

 فيكون لدينا  
 . 0xxxxxx

m,nmnmn  


 
ساسذية متقاربذة . لذذا لكن العكس غير صحيح في الحالة العامذة  أي لذيس بالضذرورة أن تكذون المتتاليذة اا

 نذكر التعريف التالي: 
 

أنذو تذام ) أو فضذاخ بانذاخ ( إذا كانذت كذل متتاليذة  Xنقذول عذن فضذاخ لطذي مذنظم  ( تعري  1-2-3)
 . Xأساسية فيو ىي متتالية متقاربة ونيايتيا تنتمي إلى 

 

تو اابعاد يكون تامذاً   أمذا الفضذاخات غيذر المنتييذة اابعذاد فذلا كل فضاخ لطي من ( ملاحظة 1-2-4)
يمكن الحكم عمييا دفعة واحدة   فمنيا التام ومنيا غير التام. نضيف أيضا أنو من كل فضاخ لطي منظم 
يمكن الحصول عمذى فضذاخ تذام وىذذه العمميذة تسذمى إتمذام الفضذاخ. فذي الواخذع لمحصذول عمذى ىذذا ااتمذام 
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