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  ادية المتماسكة و الأجسام الصلبةلمجموعات الملهندسة الكتل 

  

ً هندسية. تعريف:  كما نسمي أي نسمي أي نقطة لها كتلة نقطة مادية, أما النقاط التي ليس لها كتلة فتسمى نقاطا

  مجموعة مؤلفة من عدد من النقاط المادية مجموعة مادية. 

المجموعة  هذه بقيت المسافة بين أي نقطتين من نقاطعن مجموعة مادية أنها متماسكة إذا و فقط إذا نقول  تعريف:

  ثابتة دائماً. 

طول ثابت المثبتتين في طرفي قضيب مهمل الكتلة  2Mو  1Mنقطتين ماديتين مجموعة مادية مؤلفة من أي مثال: 

مثبتة في  3Mو  2Mو  1Mو كذلك أي مجموعة مادية مؤلفة من ثلاث نقاط مادية  متماسكة,هي مجموعة مادية 

  رؤوس مثلث أطوال أضلاعه ثابتة هي مجموعة مادية متماسكة أيضاً. 

  

  ): المتوازيةمركز القوى تعريف (

1 لتكن 2,  ,   ,  nF F F
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1 مجموعة قوى متوازية تؤثر على الترتيب في مجموعة نقاط … 2,  ,   ,  nP P P… 

  لنضع و , OXYZ إحداثيةمنسوبة إلى جملة 
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  التي يعطى نصف القطر الشعاعي لها بالعلاقة  Cنسمي النقطة 
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1مركز القوى المتوازية  2,  ,   ,  nF F F
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  ): كتل مجموعة مادية مركزالة خاصة (ح
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1لتكن  2,  ,   ,  nP P P…  1مجموعة من النقاط المادية التي كتلة كل منها على الترتيب 2,  ,   ,  nm m m…  و

ً على سطح الأرض و المنسوب إلى جملة إحداثية  . OXYZالموجودة ضمن حيز هندسي محدود و صغير نسبيا

1ثقالتها  قوىبسبب جاذبية الأرض, ستؤثر على مجموعة النقاط المادية هذه  2,  ,   ,  nW W W
��� ���� ����

على الترتيب, و  …

. و بالتالي تملك قوى الثقالة هذه التي يمكن اعتبارها قوىً متوازية (لصغر الحيز الهندسي التي توجد فيه هذه النقاط)

  بالعلاقة  OXYZمركز قوىً  يتحدد نصف القطر الشعاعي له في الجملة 
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  و بما أن 
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  يصبح نصف القطر الشعاعي لمركز قوى الثقالة المتوازية للمجموعة بالشكل  بالتعويض و
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  مركز كتل المجموعة المادية.  بالعلاقة السابقة في هذه الحالةالذي يتعين نصف قطره الشعاعي  Cيسمى المركز 

بعد إسقاط العبارة الشعاعية لنصف القطر الشعاعي لمركز كتل مجموعة مادية على محاور الجملة الإحداثية ملاحظة: 

  الثلاثة نحصل على إحداثيات مركز كتل المجموعة المادية التي تصبح بالشكل 
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  و ذلك بفرض أن 
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نقول عن مجموعة مادية متماسكة أنها تشكل جسماً صلباً إذا و فقط إذا أمكن وصل أي نقطتين من المجموعة تعريف: 

بمنحنٍ جميع نقاطه تنتمي إلى المجموعة المادية ذاتها. أي أن الجسم الصلب هو عبارة عن وسط مادي متصل و 

  متماسك. 

للتعامل مع جسم صلب  S  في الحالة

العامة و كما هو مبين في الشكل المجاور, 

لا  dmنقوم بتجزئة الجسم إلى كتل عنصرية 

متناهية في الصغر خطية أو سطحية أو 

حجمية, حسب توزع نقاط الجسم الصلب, 

من الجسم نصف  M موجودة في موضع

لجملة إحداثية ديكارتية قطره الشعاعي بالنسبة 

OXYZ  معرف بالمتجه  

   r OM x i y j z k   
� ����� � �� ��

  

في هذه الحالة و بدلاً من الجمع على جميع 

الكتل العنصرية التي تجزأ إليها الجسم نقوم 

  بالمكاملة ضمن حدود الجسم المعطى.

  

  

 أن نصف القطر الشعاعي بشكل مباشر يمكن أن نستنتجاتباع الأسلوب الموصوف أعلاه, بمركز كتلة جسم صلب: 

لجسم صلب  C ةلمركز الكتل S  كتلتهm  التالية يعطى بالعبارة  
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  و بإسقاط العبارة السابقة على محاور الجملة الإحداثية الثلاثة نجد أن إحداثيات مركز الكتل تعطى بالعلاقات 
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  تنقسم الأجسام الصلبة التي سنقوم بدراستها إلى ثلاث أصناف حسب التوزع الهندسي لنقاط الجسم: ملاحظة: 

أجسام خطية: و هي الأجسام التي تنتشر نقاطها على طول منحنٍ أو جزء من منحنٍ ما في الفراغ, كالقضبان  .1

 و الأسلاك التي تحافظ على شكلها أثناء دراسة حركتها و تحريكها. 

أجسام سطحية: وهي الأجسام التي تنتشر نقاطها على سطح أو جزء من سطح ما في الفراغ, كالصفائح  .2

 القشر الكروية و الأسطوانية و المخروطية و غيرها.  المستوية و
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أجسام حجمية: وهي الأجسام التي تنتشر نقاطها داخل حجم أو جزء من حجم ما في الفراغ, كالكرات و  .3

  الأسطوانات و المخاريط و المكعبات المصمتة و غيرها.

نقول عن جسم صلب أنه متجانس إذا توزعت كتلة الجسم الكلية بشكلٍ متساوٍ ضمن الحيز الهندسي الذي تعريف: 

  تتوزع فيه نقاط هذا الجسم. 

يمكن دائماً تعريف كثافة توزع كتلة الجسم ضمن الحيز الهندسي الذي في حال كان الجسم الصلب متجانساً, ملاحظة: 

  و بالتالي يمكن أن نميز الحالات الثلاثة التالية . يشغله هذا الجسم و التي سنرمز لها بالرمز 

  لجسم بالعلاقة ا كتلةتوزع ل نعرف الكثافة الخطيةفي حال كان الجسم خطياً  الحالة الأولى: 

 
m
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    

dm و يكون في هذه الحالة  طول الجسم.هو  Lهي كتلة الجسم و  mحيث أن  dl,  حيث أنdl  هو طول

  من الجسم الصلب المدروس. مأخوذ بشكل اختياري عنصري 

مثلث على شكل  mمتجانس كتلته سلك عين مركز كتلة ): سلك على شكل محيط مثلث متساوي الأضلاعمثال (

  . aمتساوي الأضلاع طول ضلعه 

, نستنتج أن مركز كتلة ذا السلكمحاور تناظر لهمتوسطات المثلث هي  المستقيمات المنطبقة على بملاحظة أن الحل:

  . متساوي الأضلاع المثلث في متوسطاتالالسلك هي نقطة تلاقي 

ً حال كان الجسم في  الحالة الثانية:    لجسم بالعلاقة كتلة اتوزع سطحية لنعرف الكثافة ال ,سطحيا

 
m

S
    

dm الجسم, و يكون في هذه الحالة  هي مساحة Sهي كتلة الجسم و  mحيث أن  ds,  حيث أنds  سطحهو 

وهنا نجد أنه من المفيد التذكير بالعبارات الرياضية من الجسم الصلب المدروس. مأخوذ بشكل اختياري عنصري 

  في المستوي و التي نبينها في الجدول التالي  dsالثابتة للسطوح العنصرية 

  في الاحداثيات القطبية  في الاحداثيات الديكارتية  

XOY    dxفي المستوي  ds نصريعالسطح ال dy    d d    
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فيجب اختيار الاحداثيات الملائمة لشكل الجسم و استنتاج في حال كانت نقاط الجسم متوزعة على سطح فراغي, 

, كما هو مبين في من خلال إعطاء زيادات لا متناهية في الصغر لإحداثيين فقط من الاحداثيات الملائمة dsعبارة 

  . الأمثلة النموذجية التي سنقدمها للطالب

على شكل قطاع زاوي  mكتلتها  متجانسة كتلة صفيحة مستوية عين مركز: (قطاع زاوي من صفيحة دائرية) مثال

  . Rمقتطع من قرص دائري نصف قطره  زاوية رأسه 

يميل عن الذي   نلاحظ أن المستقيمبملاحظة الشكل المجاور,  الحل:

بزاوية  OXالمحور 
2

 ور تناظر للجسم المعطى, و بالتالي هو مح

  نستنتج أن مركز كتلة الجسم يقع على هذا المستقيم. و بالتالي نستنتج أن 
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  , نجد أن باستخدام الاحداثيات القطبية في مستوي الصفيحة

     ,     x Cos y Sin       

  التالية و بملاحظة أن حدود الصفيحة المعطاة تتحدد بالمتراجحات 

 0    &    0R        

  , يكون لدينا و بفرض أن الكثافة السطحية لتوزع كتلة الجسم هي 
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  و بالتالي فإن هي مساحة الصفيحة.  Sحيث أن 
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         24 2
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في حال كانت  كتلة الصفيحة أي أن إحداثيات مركز   هي 2 2
, 1

3 3
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أما في الحالة التي يكون فيها   فنلاحظ أن محور تناظر الصفيحة هو المحور ,OY  و بالتالي فإن مركز

0Cxالكتلة يقع على هذا المحور مما يعني أن   و بحساب .Cy  نجد أن  
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و هذا يعني أن القانون السابق الذي . 

قمنا باستنتاجه في حال كانت    يصلح في حال كانت   .ًأيضا  

مثلث قائم الزاوية و متساوي الساقين على شكل  m تهاتليحة مستوية متجانسة كعين مركز كتلة صفتمارين إضافية: 

  . aطول ساقه 

  كتلة الجسم بالعلاقة توزع في حال كان الجسم حجمياً, فنعرف الكثافة الحجمية ل الحالة الثالثة:

 
m

V
    

dm هو حجم الجسم, و يكون في هذه الحالة  Vهي كتلة الجسم و  mحيث أن  dv حيث أن ,dv  هو حجم

العبارات الرياضية ب التذكيرمن المفيد وهنا نجد أنه عنصري مأخوذ بشكل اختياري من الجسم الصلب المدروس. 

  فراغ و التي نبينها في الجدول التالي في ال dvالثابتة للحجوم العنصرية 

  الاحداثيات الكروية  الاحداثيات الأسطوانية  الاحداثيات الديكارتية  
  

  في الفراغ  dvالحجم العنصري 
  

  dx dy dz  
  

   d d dz    2
    r Sin dr d d    

  

و نصف  hو ارتفاعه  mعين مركز كتلة مخروط دوراني مصمت متجانس كتلته ): مخروط دوراني مصمتمثال (
  .  زاوية رأسه
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هو  OZو محورها  Oمركزها رأس المخروط   OXYZنعتبر جملة إحداثية متعامدة و مباشرة و نظامية الحل: 
  . التالي محور تناظر المخروط, كما هو مبين بالشكل

  

  يقع على هذا المحور و بالتالي نستنتج أن  Cهو محور تناظر للمخروط, فإن مركز كتلته  OZبما أن المحور 

 0C Cx y    

  نستخدم العلاقة  Czو لحساب 
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  أن  جدنباستخدام الاحداثيات الكروية, و  و بفرض أن الكثافة الحجمية لتوزع كتلة المخروط هي 

 2
    ,            ,     z r Cos dm dv r Sin dr d d m V            

  بالمتراجحات التالية المصمت المخروط  كما يتحددهو حجم المخروط.  Vحيث أن 
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  , نجد أن Czو بالتعويض في عبارة 
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    


  





                     
    

      

4 2

24

h Sin

V Cos

 


 
  

 
                   

4
2

4
C

h
z Tan

V


     

  كما يلي  Vلنحسب الآن حجم المخروط المصمت 

 

2 2
2 2

0 0 0 0 0 0

     

h Cos h Cos

S r r

V dv r Sin dr d d d r Sin dr d
    

   

     
     

  
         
           

     

3
2 3

30
0 0 0 0

2 2
2  

3 3

h Cos
h Cos

r
r

h Sin
Sin r dr d Sin r d d

Cos

  

  

  
     


   

 
       

 
        

     
3 3

3 3

0 0

2 2
  

3 3

h h
Cos Sin d Cos Sin d

 

 

 
      

 

         

    

3 3 3 3 2
2

2 2 20
0

1 1 1
1

3 3 3 3

h h h h Cos
Cos

Cos Cos Cos



 

    


  





                    
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3 2 3
2 2

2

1

3 3 3

h Sin h
Tan a h

Cos

  
 


       

حيث أن   a h Tan   .و بالتعويض في عبارة هو نصف قطر قاعدة المخروطCz نجد أن  ,الأخيرة  

 
4

2

3
2

3

4
4

3

C

h
z Tan h

h
Tan







    

أي أن إحداثيات مركز كتلة المخروط هي 
3

0,0,
4

C h
 
 
 

, و هذا يعني أن مركز كتلة المخروط الدوراني المصمت 

تقع على محور تناظر المخروط و تبعد عن رأس المخروط مسافة تساوي 
3

4
h ي وعن قاعدة المخروط مسافة تساو

1

4
h  حيث أنh هو ارتفاع المخروط .  

يمكن حل المثال السابق باستخدام الاحداثيات الأسطوانية بعد ملاحظة ان حدود المخروط المصمت في هذه ملاحظة: 

  الحالة تعطى بالمتراجحات التالية 

  0    &    0     &    0 2z h z Tan           

  بالمتراجحات التالية أو 

  
 

0     &       &    0 2a h Tan z h
Tan


   


         

   mعين مركز كتلة كلٍ من الأجسام التالية و ذلك بفرض أن كتلة كل ٍ منها هي تمارين إضافية: 

hحيث أن , Rمقتطعة من كرة مصمتة نصف قطرها  hارتفاعها  متجانسة مصمتة قبة كروية .1 R ثم ,

h مركز كتلة القبة الكروية في حال كانت و استنتج مركز كتلة نصف الكرة المصمتة R . 

 . aو نصف قطر قاعدتها  hارتفاعها  متجانسة أسطوانة دائرية مصمتة .2

  


