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 ( Metric Spaces )أولًا: الفضاءات المتريَّة 

 ريف:اتع .1-1
𝑑مجموعة غير خالية، ولتكن:  𝕏لتكن  ∶  𝕏 × 𝕏 ⟶ ℝ+   .دالة حقيقيَّة بمتغيرين 

                                              (𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑑(𝑥, 𝑦) 
 نسمي 𝑑  نصفَ مسافةٍ )شبهَ مسافةٍ( على𝕏 أياً كانت  إذا حقَّقت الشروط التالية𝑥, 𝑦, 𝑧  من𝕏: 

1. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) ≥ 0    ,   2. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)   ,   3. 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 
 نسم ِّي 𝑑  )ًعلى مسافةً )متركا𝕏 :إذا حقَّقت إضافةً للشروط السابقة الشرط 

4. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0  ;   𝑥 = 𝑦  ∶  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏 
 نسم ِّي 𝑑 ( ٍفوقَ مسافةultra  - مسافة)  على𝕏 لشرط:ت إضافةً للشروط السابقة اإذا حقق 

5. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ max(𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑦))   ∶  ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝕏 
,𝕏)الثنائية  نسم ِّي 𝑑)  ًنصفَ متري إذا كانت  فضاء𝑑  نصف مسافةٍ على𝕏 إذا كانت  اً ها فضاءً متري، ونسمي𝑑  ًمسافة
 .𝕏فوقَ مسافةٍ على  𝑑إذا كانت  (Ultrametric Space) فضاءً فوقَ متري ها ، ونسمي 𝕏على 

 متري.فضاءٍ فوقَ متري هو فضاءٌ متري، وكل فضاءٍ متري هو فضاءٌ نصفُ  وهكذا نلاحظ أنَّ كل
 أمثلة: .1-2
𝕏لنأخذ  .1-2-1 = ℚ ولنأخذ ،𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥2 − 𝑦2| أنَّ ، فنلاحظ𝑑  ُمسافةٍ على  نصف𝕏  ،)ر لكنها و ) بر ِّ

𝑥مثل ، ا، فلو أخذنا أي عنصرين متناظرينليست مسافةً عليه = 𝑎, 𝑦 = −𝑎  بحيث𝑎 ≠ لوجدنا أنَّ ، 0
𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ولكنَّ  0 ≠ 𝑦 غير محقق. 4. أي أنَّ الشرط 

𝕏لنأخذ  .1-2-2 = ℚ ولنأخذ ،𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| أنَّ ، فنلاحظ𝑑  نصفُ مسافةٍ على𝕏  وأيضاً مسافة عليها
ر(، إلََّّ أنَّها ليست فوقَ مسافةٍ على  𝑥فلو أخذنا مثلًا ، 𝕏)بر ِّ = 1, 𝑦 = 4, 𝑧 = 3 :  لوجدنا أنَّ

𝑑(𝑥, 𝑦) = 3 ≰ max(𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑦)) = 2 
 .غير محقق 5أي أنَّ الشرط 

𝕏لنأخذ  .1-2-3 = ℚ ًولنعرف عليها مسافة ،𝑑 :بالشكل التالي 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) = {
1    ∶ 𝑥 ≠ 𝑦
0    ∶ 𝑥 = 𝑦

 
ر(،  𝕏فوق مسافةٍ على  𝑑فنلاحظ أنَّ  عة على  فهي مسافة وتسمَّى)بر ِّ  .𝕏المسافة المتقط ِّ

𝕏لنأخذ  .1-2-4 = ℤ ولنعرف عليها الدالة ،| .  لتالي:على النحو ا 2|
| . |2 ∶  ℤ ⟶ ℝ+              

                                           𝑥 ⟼ |𝑥|2 = 2−𝛼      ∶ |𝑥| = 𝑟. 2𝛼 
2|0|. وسنضع: موجب عدد صحيح 𝛼عدد طبيعي فردي و   𝑟بحيث  = 0. 
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,  2|98|مثال: أوجد  |16|2  
98 = 49 × 21 ⟹ |98|2 = 2−1 =

1

2
 

16 = 1 × 24  ⟹ |16|2 = 2−4 =
1

24
 

. |إنَّ  :ℤفوق مسافة على   2|  . أي أنَّ
𝑑2(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|2 = 2−𝛼    ∶ |𝑥 − 𝑦| = 𝑟. 2𝛼   , 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ 

:   ، فهي مسافة. ℤمسافة على فوق  ,𝑑2(𝑥 لَّحظ أنَّ 𝑥) = 0 ∶ 𝑥 ∈ ℤ. 
𝕏لنأخذ  .1-2-5 = ℚ ولنعر ِّف الدالَّة ،| .  على النحو التالي: 2|

| . |2 ∶  ℚ ⟶ ℝ+              
                                            𝑥 ⟼ |𝑥|2 = 2−𝛼      ∶ |𝑥| =

𝑟

𝑠
. 2𝛼 

,𝑟بحيث  𝑠  أوليان فيما بينهما و عددان طبيعيان فرديان𝛼 2|0|وسنضع  .موجب عدد صحيح = 0. 
, 2|17| مثال: أوجد  |

450

1418
|

2
  

17 = 17 × 20  ⟹ |17|2 = 2−0 =
1

20
= 1 

450

1418
=

2 . 225

2 . 405
=

225

405
 × 20  ⟹ |

450

1418
|

2
= 20 = 1 

. |إنَّ  :ℚفوق مسافةٍ على  2|  . أي أنَّ
𝑑2(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|2 = 2−𝛼   ∶ |𝑥 − 𝑦| =

𝑟

𝑠
 . 2𝛼   , 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ 

 ، فهي مسافة.ℚلى فوق مسافة ع
𝑝من أجل  ملاحظة:  = . |نعرف الدالة  3  كما يلي: 3|

∀𝑥 ∈ ℚ  ; |𝑥|3 = 3−𝛼    ∶ |𝑥| =
𝑟

𝑠
 . 3𝛼  

,𝑟بحيث  𝑠 3، أوليان فيما بينهما و كل منهما لَّ يقبل القسمة على عددان طبيعيان. 
 .𝑝 الأولية نعرف المسافة لأجل بقية الأعدادنفسه الأسلوب وب

,ℚ)يكون الفضاء  𝑝 عدد أولي من أجل أي ملاحظة: 𝑑𝑝) .)فضاء فوق متري )وغير تام 
 تذكرة: .1-3

,𝕏)ليكن  𝑑)  فضاءً مترياً و𝑟 > 𝑎 و اً حقيقي اً عدد 0 ∈ 𝕏المجموعةسم ِّي ، عندئذٍ ن: 
𝐵(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝕏 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟}   ًمركزها  كرةً مفتوحة𝑎  ونصف قطرها𝑟لها أيضاً  . ) وقد يرمز𝑁(𝑎, 𝑟).) 

,𝐵̅(𝑎 المجموعةونسم ي  𝑟) = {𝑥 ∈ 𝕏 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟 }   ًمركزها  كرةً مغلقة𝑎   ونصف قطرها𝑟. 
,𝑆(𝑎أما المجموعة  𝑟) = {𝑥 ∈ 𝕏 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) = 𝑟}  ِّ أو قشرةً كرويَّة ( مركزها  كرةً ها يفنسم (𝑎  ونصف قطرها𝑟. 

ل ك مجموعةً مغلقة ونسم ِّيلكرات مفتوحة،  اتحادٍ على شكل  مكن أن تكتبيكل مجموعةٍ  وعةً مفتوحةمجم ونسم ِّي
 مفتوحة.مجموعة مجموعةٍ متممتها 
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 تمرين هام: .1-4
,𝑑2(𝑥أثبت أنَّ  𝑦) = |𝑥 − 𝑦|2  مسافةً فوق مترية علىℤ وأنَّ كُلَّ كرةٍ مفتوحة في الفضاء فوق المتري .(ℤ, 𝑑2) 

 مفتوحة ومغلقة في آنٍ معاً. مجموعةً  من نقاطها، كما أنها ستكون تقبلُ مركزاً لها أية نقطةٍ 
 :الخواص التالية:صحة يُساعدكُ في إثبات ذلك أن تثبت  توجيه 

|𝑧|2 = 0 ⟺ 𝑧 = 0 ,   |𝑧. 𝑧′|2 = |𝑧|2 . |𝑧′|2  ,   |𝑧 + 𝑧′|2 ≤ 𝑚𝑎𝑥(|𝑧|2 , |𝑧′|2)  
𝑧|2|مساواة عندما  والعلاقة الأخيرة تصبح ≠ |𝑧′|2. 

طةٍ من نقاطها وتقبلُ أية نق ،مفتوحةً ومغلقةً في آنٍ معاً  مجموعةً  متري تكون  فوقَ  في فضاءٍ  مفتوحةٍ  كُلُّ كرةٍ  نتيجة هامة:
 مركزاً لها.

 مبرهنة هامة: .1-5
 مجموعات المفتوحة.. إنَّ أية مجموعة مغلقة في فضاءٍ متري هي تقاطع لمتتالية متناقصة من ال1
 . إنَّ أية مجموعة مفتوحة في فضاءٍ متري هي اتحاد لمتتالية متزايدة من المجموعات المغلقة.2

 

 (Complete metric space) الفضاء المتري التام: .1-6
 متقاربةً فيه.كوشي من عناصره تام إذا كانت كل متتالية ل نقولُ عن فضاءٍ متري إنَّه فضاءٌ 

 أمثلة:
,ℚ)ضاء الف. 1 𝑑) حيثُ فضاءٌ غير تام ،𝑑  هي مقصور المسافة المألوفة علىℝ  علىℚ. 
,ℝ). الفضاء 2 𝑑) .فضاءٌ تام 
,𝒞[𝑎). الفضاء 3 𝑏], 𝑑∞) :ُفضاءٌ تام، حيث 

𝑑∞(𝑓, 𝑔) = sup
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|  , 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒞[𝑎, 𝑏] 
,𝒞[0,1])الفضاء بينما  𝑑1)  ُغيرُ تام، حيث: 

𝑑1(𝑓, 𝑔) = ∫|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

1

0

 . 𝑑𝑥  ∶ 𝑥 ∈ [0,1]  , 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒞[0,1] 

ر ذلك)  ( (1ل الدالي )من معلوماتك في التحلي استفد) (.  بر ِّ
,𝒞[0,1])، ومتمم الفضاء ℝهو الفضاء  ℚمتمم الفضاء ففضاء متري غير تام يُمكن إتمامه. كل  ملاحظة: 𝑑1)  

,ℒ1[𝑎هو الفضاء  𝑏] .ًفضاء الدوال الكمولة لوبيغيَّا 
 :(Baire  Theorem)مبرهنة بير  .1-7

,𝕏)ليكن  𝑑)   ًولتكن تامَّاً فضاءً متريَّا ،{𝒪𝑛}𝑛≥1  متتالية من المجموعات الجزئية من𝕏  والتي كل منها مفتوحة وكثيفة 
⋂ :. عندئذٍ فإنَّ 𝕏في 

𝑛≥1
𝒪𝑛   كثيفة في𝕏.   ذه المبرهنة(.)أثبت صحة ه 

 

  ر أنَّنا نقول عن مجموعة ,𝕏)من فضاء متري  𝒪تذكَّ 𝑑) إنَّها كثيفة في𝕏   إذا كان تقاطع𝒪  مع أية مجموعة
𝒪̅) وهذا يُكافئ أنَّ  وغير خالية ليس خالياً. 𝕏مفتوحة )أساسية( في  = 𝕏 .)ر ذلك  بر ِّ
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 :تتمات وتمارين. 1-8
 )بعد نقطة عن مجموعة(: .1-8-1

,𝕏)ليكن  𝑑) فضاءً مترياً و𝑎 ∈ 𝕏 و𝐵  مجموعة جزئية من𝕏 نعر ِّف البعد بين النقطة ،𝑎  والمجموعة𝐵 كما يلي: 
𝑑(𝑎, 𝐵) = inf  {𝑑(𝑎, 𝑏)   ∶ 𝑏 ∈ 𝐵} 

𝕏خُذ  :(1)تطبيق = ℝ3 ،𝑎 = 𝐷  مجموعة نقاط المستقيم: 𝐵و (1,2,3) ∶  
𝑥−1

2
=

𝑦−2

3
=

𝑧

√3
احسب ،  

𝑑(𝑎, 𝐵). 
𝕏خُذ  (:2ق)تطبي = ℝ2 ،𝑎 = 𝐶مجموعة نقاط الدائرة:  𝐴و  (0,1) ∶ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 ، 

,𝑑(𝑎احسب  𝐴) ثُمَّ كيف نُنشئ مماساً للدائرة السابقة .𝐶  من النقطة𝑎 ما هو طول هذا المماس؟و ؟ 
 . )المسافة بين مجموعتين(:1-8-2

,𝕏)ليكن  𝑑)  فضاءً مترياً، ولتكن𝐴, 𝐵 زئيتين من مجموعتين ج𝕏يلي اسافة بين هاتين المجموعتين كم، نعر ِّف الم: 
𝑑(𝐴, 𝐵) = inf  {𝑑(𝑎, 𝑏)  ∶ 𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑏 ∈ 𝐵} 

𝑎مجموعة نقاط المستقيم المار من النقطة  𝐴لتكن  يق:تطب = ف الربع الأول، و (0,1) هي مجموعة  𝐵والموازي لمنص ِّ
𝐶نقاط الدائرة  ∶ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = ,𝑑(𝐴، احسب  1 𝐵). 

 )قطر مجموعة(: .1-8-3
,𝕏)ليكن  𝑑)  فضاءً مترياً ولتكنA  مجموعة جزئية من𝕏 عندئذٍ نعر ِّف قطر المجموعة وغير خالية ،𝐴 :بأنَّه 

𝛿(A) = sup  {𝑑(𝑥, 𝑦)   ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴} 
𝑥2  قطر القطع الناقص:تطبيق: ما هو 

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 ∶ 𝑎 > 𝑏  ؟ 
 مجموعة المحدودة(:)ال. 1-8-4

,𝕏)ليكن  𝑑)  ًولتكن  فضاءً مترياA منه، نقول عن  غير خالية مجموعة جزئية𝐴  إنَّها محدودة في الفضاء(𝕏, 𝑑)  إذا
𝛿(A)كان  <  في كرة مفتوحة. تواةمحستكون  𝐴. وهذا يكافئ أنَّ ∞

:  :تمرين 𝛿(A⋃B)أثبت أنَّ ≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵) + 𝑑(𝐴, 𝐵)ماذا تستنتج؟ . 
,𝐴حيثُ  𝐵 من فضاء متري  محدودة مجموعات جزئية(𝕏, 𝑑). 

 
 
 

 .ثبات ما ورد من مبرهنات  قُم بحل جميع التمارين السابقة وا 
  ابحث في الإنترنت عنmetric space , ultrametric space .) انظر ويكيبيديا ( 
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 (compactness)التراص ثانياً: 
 

 تمهيد: .2-1
 (: Cover, Open Cover )ة التغطية، التغطية المفتوح .2-1-1

 𝐾جماعةً من أجزائها، نقول عن هذه الجماعة إنَّها تغطيةٌ للمجموعة الجزئية  𝛼∈𝐿{𝒪𝛼}مجموعةً غير خالية و  𝕏لتكن 
𝐾: إذا تحقق 𝕏من  ⊆ ⋃

𝛼∈𝐿
𝒪𝛼. 

ا كان كل عنصر من عناصر هذه التغطية فسنقول عن تغطيةٍ إنَّها تغطيةٌ مفتوحة إذ 𝜏مزودة بطُبولوجيا  𝕏ثم إذا كانت 
 مجموعة مفتوحة.

 (: Finite Cover )التغطية المنتهية  .2-1-2
 فسنقول إنَّه يمكن استخراج  تغطية جزئية منتهية منها، إذا تحقق الآتي: 𝐾تغطية لمجموعة  𝛼∈𝐿{𝒪𝛼}إذا كانت 

∃𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝐿 ∶ 𝐾 ⊆ 𝒪𝛼1
⋃𝒪𝛼2

⋃ … ⋃𝒪𝛼𝑛
= ⋃

𝑖=1

𝑛

𝒪𝛼𝑖
  

 (: Finite Intersection Property )خاصية التقاطع المنتهي  .2-1-3
جماعة من أجزائها، نقول عن هذه الجماعة إنَّها تتمتع بخاصية التقاطع  𝛼∈𝐿{𝐹𝛼}مجموعة غير خالية و  𝕏لتكن 

 تحقق الآتي: منتهية منها ليس خالياً، أي إذا إذا كان تقاطع أية جماعة جزئيةالمنتهي ) أو إنَّها جماعة متمركزة ( 

∀α1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝐿 ∶ 𝐹α1
⋂𝐹𝛼2

⋂ … ⋂𝐹𝛼𝑛
= ⋂

𝑖=1

𝑛

𝐹𝛼𝑖
≠ ∅ 
𝐹𝛼 جماعة متمت ِّعة بخاصيَّة التقاطع المنتهي فإنَّ  𝛼∈𝐿{𝐹𝛼}وينتج عن ذلك أنَّه إذا كانت  ≠  .𝐿من  𝛼وذلك أياً كانت  ∅

 أمثلة: .2-1-4
,𝕏). ليكن 1 𝜏) فضاءً طُبولوجياً، و𝑎  ًمن  نقطة𝕏   َو𝒪

𝑎
 .𝕏تغطية للمجموعة  𝑎∈𝕏{𝒪𝑎}الجماعة إنَّ ، 𝑎ـ لجواراً  

𝐵𝑝}لجماعة مجموعة الأعداد الحقيقية، إنَّ ا ℝ. لتكن 2 = [𝑝, 𝑝 + 1] ∶ 𝑝 ∈ ℚ} ة للمجموعة تغطيℝ ، والجماعة
{𝐵𝑛 = [𝑛, 𝑛 + 1] ∶ 𝑛 ∈ ℤ} ا.تغطية جزئية منه 

𝐴 مجال. لنأخذ ال3 = 𝐺𝑛}، إنَّ الجماعة]0,1[ = ]
1

𝑛+2
 ,

1

𝑛
[}

𝑛∈ℕ∗
 .𝐴تشكل تغطية مفتوحة للمجموعة  

 :ℝ. لنأخذ الصف التالي من المجموعات المفتوحة في 4

𝒜 = {]0,1[, ]0 ,
1

2
[ , ]0 ,

1

3
[ , … … } = {𝐴𝑛 = ]0,

1

𝑛
[ ∶ 𝑛 ∈ ℕ} 

: 𝒜إنَّ الصف   يتمتَّع بخاصية التقاطع المنتهي لأنَّ
∀𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 ∈ ℕ ∶  ]0, 𝑎1[⋂]0 , 𝑎2[⋂ … … ⋂ ]0 , 𝑎𝑚[ = ]0, 𝑏[ ≠ ∅ 

 : 𝑏حيث أنَّ = 𝑚𝑖𝑛{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚} >  .. وبالتالي لأية جماعة جزئية منتهية تقاطع غير خالٍ 0
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 :( Compact Space )الفضاء المتراص  .2-2
 تعريف الفضاء المتراص: .2-2-1

,𝕏)ليكن  𝜏) :فضاءً طُبولوجياً، نقول عن هذا الفضاء إنَّه متراص إذا تحقق أحد الشروط الآتية المتكافئة 
 .𝕏يمكن استخراج تغطية جزئية منتهية للمجموعة  𝕏. من أية تغطية مفتوحة للمجموعة 1
 يمكن استخراج شبكة فرعية متقاربة. 𝕏ن أية شبكة ) متتالية معممة ( من عناصر . م2
 قيمة ملاصقة. 𝕏من عناصر  معممة ( متتاليةشبكة ) . لأية 3
حة أعظمية في الفضاء 4 ,𝕏). كل مرش ِّ 𝜏) لها قيمة ملاصقة. 
منتهي تقاطع غير خالٍ. ) أي أنَّه إذا كانت والمتمت ِّعة بخاصية التقاطع ال 𝕏. لأية جماعة من المجموعات المغلقة في 5

{𝐹𝛼}𝛼∈𝐿  جماعة من المجموعات المغلقة في𝕏  َّتتمتع بخاصية التقاطع المنتهي فإن:  ⋂
𝛼∈𝐿

𝐹𝛼 ≠ ∅.) 

ة:2-2-2  . تعريف المجموعة المتراصَّ
,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، ولتكن𝐴  مجموعة جزئية غير خالية من𝕏قول عن المجموعة ، ن𝐴  إنَّها متراصة إذا كان

,𝐴)الفضاء  𝜏𝐴) .ًا  متراصَّ
تغطية مفتوحة للمجموعة  𝕏من المجموعات المفتوحة في  𝛼∈𝐿{𝒪𝛼}الشرط اللازم والكافي لكي تكون الجماعة  لاحظ أنَّ 

𝐴  هو أن تكون الجماعة{𝐴⋂𝒪𝛼}𝛼∈𝐿  من المجموعات المفتوحة في𝐴  تغطية مفتوحة للفضاء(𝐴, 𝜏𝐴). ماذا تستنتج؟ 
,𝕏) إذا كان  مبرهنة: .2-2-3 𝜏)  َّومحدودة مغلقة تكون ة متراصة كل مجموع فضاءً طُبولوجياً متوراً فإن. 

 لعكس صحيحاً.ا اللازم والكافي حتى يكون  الشرطَ  مُ لمبرهنة الهامة التالية تقد ِّ ، وارهنة ليس صحيحاً بالضرورةهذه المب عكسَ إنَّ 
 (: Heine – Borel )بوريل  –مبرهنة هاين  .2-2-4

 .تكون مغلقة ومحدودة فيهالشرط اللازم والكافي لكي تكون مجموعة ما في فضاءٍ منظَّمٍ منتهي البعد متراصة هو أن 
𝑛 ، حيثُ:ℝ𝑛الفضاء لاحظ أنَّ  ≥ 𝐾مجموعة ، وعليه، تكون ال، هو فضاءٌ منظمٌ منتهي الأبعاد1 ⊆ ℝ𝑛  ًة إذا  متراصَّ

 مغلقةً ومحدودة. وفقط إذا كانت
,𝑎]، مثل ℝكل مجال مغلق ومحدود في  نتيجة: 𝑏].ة  ، يكون مجموعة متراصَّ

 أمثلة: .2-2-5
𝜏مجموعة غير خالية، ولنزودها بالطُبولوجيا المتقطعة  𝕏لتكن  .1 = 𝒫(𝕏) إذا كانت ،𝕏  منتهية فإنَّ الفضاء(𝕏, 𝜏) 

اً  ة. أما إذا كانت يكون متراصَّ ,𝕏)غير منتهية فإنَّ الفضاء  𝕏، ذلك أنَّ أية مجموعة منتهية تكون متراصَّ 𝜏)  لن
اً، لأنَّ  {𝑎}}التغطية المفتوحة  يكون متراصَّ  ∶ 𝑎 ∈ 𝕏} ــل 𝕏  ،أن يُستخرج منها أية تغطية جزئية لَّ يمكن ، مثلًا

 .𝕏منتهية لـ 
𝜏لطُبولوجيا التافهة ، ولنزودها بامجموعة غير خالية 𝕏لتكن  .2 = {𝕏, ,𝕏)، عندئذٍ يكون الفضاء {∅ 𝜏)  َّاً، لأن متراصَّ

 ، وهي تغطية منتهية بحد ذاتها.{𝕏}لَّ بُدَّ أن تكون من الشكل  𝕏أية تغطية مفتوحة لـ 
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𝜏 ت المنتهية:ا المتممامجموعة غير منتهية، ولنزودها بطُبولوجي 𝕏. لتكن 3 = {∅} ∪ {𝐴 ⊆ 𝕏 ∶ |𝕏 − 𝐴| < ∞} 
𝕏|نقصد بـ  حيث − 𝐴|  ة المجموعة دَّ 𝕏عِّ − 𝐴 فنجد أنَّ الفضاء الناتج ،(𝕏, 𝜏)  فضاءٌ متراص، إذ أنَّه لو كانت

{𝒪
𝛼

}
𝛼∈𝐿

𝒪وليكن  ∅، وأخذنا أي عنصرٍ من هذه التغطية مختلفٍ عن 𝕏أية تغطية مفتوحة للمجموعة  
𝛼0

فإنَّ  
𝒪المجموعة الجزئية 

𝛼0
,𝑥1 باستثناء عددٍ منتهٍ منها، ولتكن هذه النقاط هي: 𝕏نقاط تحوي جميع   𝑥2, 𝑥3, … … , 𝑥𝑛 

𝒪}لما كانت 
𝛼

}
𝛼∈𝐿

تنتمي إلى واحد على الأقل من عناصر هذه  𝕏فإنَّ كل نقطة من  𝕏تغطية مفتوحة للمجموعة   
𝒪التغطية، وبالتالي ثمَّة عناصر:  

𝛼1
, 𝒪

𝛼2
, 𝒪

𝛼3
, … … , 𝒪

𝛼𝑛
𝒪}من التغطية   

𝛼
}

𝛼∈𝐿
 بحيث تكون: 
𝑥1 ∈ 𝒪

𝛼1
, 𝑥2 ∈ 𝒪

𝛼2
, 𝑥3 ∈ 𝒪

𝛼3
, … … , 𝑥𝑛 ∈ 𝒪

𝛼𝑛
 

                       : 𝕏لذا فإنَّ = 𝓞
𝜶𝟎

⋃ 𝒪
𝛼1

⋃ 𝒪
𝛼2

⋃ 𝒪
𝛼3

⋃ … … ⋃ 𝒪
𝛼𝑛

 
𝒪}  هكذا فإنَّ الجماعة:و 

𝛼0
, 𝒪

𝛼1
, 𝒪

𝛼2
, 𝒪

𝛼3
, … … , 𝒪

𝛼𝑛
تغطية جزئية منتهية من التغطية المفتوحة الكيفية   {

{𝒪
𝛼

}
𝛼∈𝐿

,𝕏)، وبذلك نجد أنَّ الفضاء   𝜏) .فضاءٌ متراص بالفعل 
دةً بطُبول ℝلنأخذ مجموعة الأعداد الحقيقية . 4 𝜏ت المنتهية وجيا المتممامزوَّ

𝑐𝑓
,ℝ)، فنجد أنَّ الفضاء الناتج  𝜏

𝑐𝑓
) 

 متراص بالَّستناد للمثال السابق. فضاءٌ 
دةً بالطُبولوجيا المألوفة، ولتكن  ℝلنأخذ مجموعة الأعداد الحقيقية . 5 𝐴مزوَّ = ة  𝐴، إنَّ المجموعة ]0,1[ ليست متراصَّ

[ } ةجماعأو بملاحظة أنَّ ال) .ليست مغلقةوذلك لأنَّها  في هذا الفضاء
1

𝑛
 ,1[  ∶ 𝑛 ≥ أية ولكن  𝐴تغطية لـ  ، مثلًا، {1

 (. 𝐴 منها ليست تغطية لـ جزئية منتهية جماعة
 مبرهنة: .2-2-6

,𝕏)إذا كان  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً وكانت{𝐾𝑖}1≤𝑖≤𝑛  جماعة منتهية من المجموعات المتراصة في𝕏 هذه حاد فإنَّ ات

⋃المجموعات، أي: 
𝑖=1

𝑛

𝐾𝑖 هو مجموعة متراصة في ،𝕏 .ًأيضا 

فضاء ، أي أنَّ المتراصةموعات الجزئية منه ستكون إنَّ كون الفضاء الطُبولوجي متراصاً لَّ يعني بالضرورة أنَّ المج
 ه لنا المبرهنة التاليةتبين وفُّر شرط مُعيَّنلتحقق ذلك ينبغي تعات الجزئية منه صفة التراص، و الطُبولوجي لَّ يُورِّث المجمو 

 مبرهنة: .2-2-7
,𝕏)إذا كان  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً متراصاً وكانت𝐾  مجموعة جزئية مغلقة في𝕏  َّفإن𝐾 .مجموعة متراصة 

 وينتج عن ذلك أنَّ كلَّ فضاء جزئي مغلق من فضاءٍ متراص لَّ بدَّ أن يكون متراصاً.
 مبرهنة: .2-2-8

,𝕏)كان إذا  𝜏)  ًوَ  هاوسدورفياً  فضاءً طُبولوجيا𝐹  مجموعة مغلقة فيه، وكانت𝐾  َّمجموعة متراصة، فإن𝐹⋂𝐾 .ة  متراصَّ
 مبرهنة: .2-2-9

,𝕏)ليكن  𝜏)  ًعندئذٍ فإنَّ الشرط اللازم والكافي لكي تكون مجموعة فضاءً طُبولوجيا ،𝐵  جزئية من𝕏 في  ومحتواة
𝐴مجموعة  ⊆ 𝕏 متراصة في ،𝐴  هو أن تكون𝐵  متراصة في𝕏. 
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تمر إذا إذ نقول عن تطبيقٍ بين فضاءين طُبولوجيين إنَّه مُسهامَّة،  للتطبيقات المستمرة بين فضاءين طُبولوجيين خواصٌ 
ورة ويُكافئ ذلك أن تكون الصلق. ) كانت الصورة العكسية لكل مجموعة مفتوحة في المستقر مجموعة مفتوحة في المنط

ر ذلكلكل مجموعة مغلقة في المستقر مجموعة مغلقة في المنطلق ) العكسية   ((. برَّ
مو   المبرهنتين التاليتين: حول الَّستمرار والتراص، سنقد ِّ

 مبرهنة: .2-2-11
,𝕏)تطبيقاً مستمراً للفضاء المتراص  𝑓إذا كان  𝜏)  في الفضاء الطُبولوجي(𝕐, 𝜏′) َّفإن ،𝑓(𝕏)  مجموعة جزئية
ة ,𝕐)في الفضاء  متراصَّ 𝜏′). 

 مستمر هي مجموعة متراصة. طبيقٍ الصورة المباشرة لأية مجموعة متراصة وفق ت مبرهنة: .2-2-11
 . نتيجة:2-2-12

,𝕏)للفضاء المتراص تطبيقاً مستمراً  𝑓إذا كان  𝜏)  في الفضاء الحقيقي المألوفℝ   يه الأعلى فإنَّه محدود ويبلُغ حدَّ
 والأدنى.

 

ة موضعياً الف .2-3  (: Locally Compact Spaces )ضاءات المتراصَّ
 تعريف: .2-3-1

,𝕏)ليكن  𝜏)  ًنقول عن هذا الفضاء إنَّه متراصٌّ موضعياً إذا تحقق أحد الشرطين الآتيين ، هاوسدورفياً  فضاءً طُبولوجيا
 المتكافئين:

: 𝕏من  𝑥. لكل نقطة 1 ة، أي أنَّ  قاعدة جوارات متراصَّ
∀𝑥 ∈ 𝕏 , ∀ 𝑉 ∈ 𝓋𝑥   ;  ∃𝑊 ∈ 𝓋𝑥  ∶ 𝑥 ∈ 𝑊 ⊆  𝑊̅ ⏟

متراصة
⊆ 𝑉 

ة. 𝕏من  𝑥جوارٌ متراص، أو لكل نقطة  𝕏من  𝑥. لكل نقطة 2  جوارٌ لصاقته متراصَّ
ة موضعياً إذا كان الفضاء الجزئي  𝕏من  𝐴هذا، ويقال عن مجموعة جزئية  ,𝐴)إنَّها متراصَّ 𝜏𝐴) .ًاً موضعيا  متراصَّ

 متراص هو فضاءٌ متراص موضعياً إلََّّ أنَّ العكس ليس صحيحاً في الحالة العامة.هاوسدورفي و إنَّ كلَّ فضاءٍ  ملاحظة:
 أمثلة: .2-3-2
دةً بالطُبولوجيا المألوفة، يُلاحظ أنَّ الفضاء الناتج غير متراص لكنَّه متراص  ℝ. لنأخذ مجموعة الأعداد الحقيقية 1 مزوَّ

ليك التفاصيل:  موضعياً، وا 
,𝑛[ }الجماعة  𝑛 + 2[ ∶ 𝑛 ∈ ℤ}  تغطية مفتوحة للمجموعةℝ  لَّ  من هذه التغطيةولكنَّ أية جماعة جزئية منتهية

اً. ولكنَّه متراصٌّ موضعياً إذ أنَّه أياً كانت النقطة 𝕏تشكل تغطية لـ  فإنَّ  ℝمن  𝑥، وبالتالي الفضاء المدروس ليس متراصَّ
𝑥[المجال المفتوح  − 1, 𝑥 + 𝑥]لصاقته هي المجال المغلق والمحدود  𝑥نقطة لل جوارٌ  ]1 − 1, 𝑥 + والذي هو  [1

 بوريل (. –متراص ) حسب هاين 
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 التراص ومسلَّمات الفصل: .2-4
 .𝑇3كلُّ فضاءٍ طُبولوجي هاوسدورفي ومتراص هو فضاء مبرهنة:  .2-4-1
 .𝑇4كلُّ فضاءٍ طُبولوجي هاوسدورفي ومتراص هو فضاء  مبرهنة:. 2-4-2

 

  َّر أن ,𝕏)الطُبولوجي  الفضاءتذكَّ 𝜏) :يُدعى 
 إذا تحقق الشرط:)هاوسدورفي(  𝑇2فضاءً  -

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏 ∶ 𝑥 ≠ 𝑦 ; ∃𝒪𝑥, 𝒪𝑦 ∈ 𝜏 ∶ 𝑥 ∈ 𝒪𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒪𝑦  𝑎𝑛𝑑 𝒪𝑥 ∩ 𝒪𝑦 = ∅ 
 إذا تحقق الشرط: 𝑇3 فضاءً  -

∀ 𝐹⏟

مغلقة
⊆ 𝕏 , ∀𝑥 ∈ 𝕏 ∶ 𝑥 ∉ 𝐹 ; ∃𝒪𝐹  , 𝒪𝑥 ∈ 𝜏 ∶ 𝐹 ⊆ 𝒪𝐹  , 𝑥 ∈ 𝒪𝑥   𝑎𝑛𝑑 𝒪𝐹 ∩ 𝒪𝑥 = ∅ 

 إذا تحقق الشرط: 𝑇4فضاءً  -
∀ 𝐴, 𝐵⏟

مغلقتين 
⊆ 𝕏 ∶ 𝐴 ≠ ∅, 𝐵 ≠ ∅ , 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ; ∃𝒪𝐴, 𝒪𝐵 ∈ 𝜏 ∶ 𝐴 ⊆ 𝒪𝐴 , 𝐵 ⊆ 𝒪𝐵   𝑎𝑛𝑑 𝒪𝐴 ∩ 𝒪𝐵 = ∅  

 

 :وفضاءات ليندليوف أنماط التراصبعض  .2-5
اً  .2-5-1  (:countable Compactness ) التراص عدَّ

,𝕏)يُقال عن فضاءٍ طُبولوجي  𝜏) اً إذا حوت كل ت  تغطية جزئية منتهية. 𝕏 غطية مفتوحة وقابلة للعد لــإنَّه متراصٌّ عدَّ
اً. والعكس ليس صحيحاً في الحالة العامة. مبرهنة:  كل فضاءٍ متراص هو متراص عدَّ

  (: Sequential Compactness ) )متتالياتياً( يالتراص بالتوال .2-5-2
,𝕏)يُقال عن فضاءٍ طُبولوجي  𝜏) إذا حوت كل متتالية من عناصر متراصٌّ بالتوالي  إنَّه𝕏 .متتالية فرعية متقاربة 

اً . والعكس ليس صحيحاً في الحالة العامة. مبرهنة: ٍ بالتوالي هو متراصٌ عدَّ  كل فضاءٍ متراص 
 

 :( Lindelof Space ) ليندليوففضاء  .2-5-3
,𝕏)ليكن  𝜏)  ًطُبولوجياً، نقول عن  فضاء(𝕏, 𝜏)  إنَّه فضاء ليندليوف إذا حوت كل تغطية مفتوحة لـ𝕏 .تغطية قابلة للعد 

 

𝓒بقابلية العد الثانية  ’’كل فضاء طُبولوجي يتمتع  نتيجة:
𝟐

 هو فضاء ليندليوف. ’’ 
  ُر أنَّه يُقال عن فضاء ط ,𝕏)بولوجي تذكَّ 𝜏)  إنَّه يتمتع بقابلية العد الثانية إذا امتلكت𝜏 .قاعدة قابلة للعد 
 

 كل فضاء طُبولوجي متراص هو فضاء ليندليوف.  مبرهنة:
 عكس المبرهنة السابقة غير صحيح في الحالة العامة، والمثال التالي يبين لنا ذلك:

,ℝ)لنأخذ الفضاء الطُبولوجي الحقيقي المألوف  𝜏)  ولتكن𝐴 = ,ℝ)، لما كان الفضاء  ]0,1[ 𝜏)  متمتعاً بقابلية العد
,𝐴)الثانية كان الفضاء الجزئي  𝜏𝐴)  .ولكنَّ هذا الفضاء غير كذلك، ومن ثمَّ فإنَّ هذا الفضاء الجزئي فضاء ليندليوف

[ }نَّ التغطية متراص إذ إ
1

𝑛+1
 , 1[ ∶ 𝑛 ≥  .منها لن تكون منتهية أية تغطية جزئيةو  𝐴تغطية مفتوحة لـ  {1
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 أمثلة: .2-5-4
𝐴. لنأخذ الفضاء الطُبولوجي السابق، إنَّ المجموعة 1 = متراصة بالتوالي في هذا الفضاء، ذلك أنَّ كل متتالية  [0,1]

 دَّ لَّ بُ  𝐴من عناصر هذه المجموعة تتقارب من الواحد، لذا فإنَّ كل متتالية فرعية من أية متتالية من عناصر المجموعة 
 وأن تكون متقاربة.

ة بالتوالي.2  . كل مجموعة منتهية في فضاء طُبولوجي تكون متراصَّ
 

 ( Compactificationرص الفضاءات الطُبولوجية:  ) .2-6
ه، وتفاصيل ذلك فيما يلي: بولوجي متراصٍ موضعيَّاً يُمكنُ كل فضاءٍ طُ   رصُّ

 :خطير تعريف .2-6-1
,𝕐) متراص يُقال عن فضاءٍ طُبولوجي 𝑆)  إنَّه رصٌّ لفضاءٍ طُبولوجي(𝕏, 𝜏)  إذا وجد هوميومورفيزم ) تصاكل ( بين

,𝕏)الفضاء  𝜏)  وفضاء جزئي كثيف من الفضاء(𝕐, 𝑆). 
,𝕏)الفضاء  ويتم في الغالب رصُّ  𝜏)  بإضافة نقطة أو نقطتين أو أكثر إلى𝕏 ثمَّ بتزويد المجموعة الموسعة ،𝕐 

ع بحيث يغدو ال 𝑆بطُبولوجيا  ,𝕐)فضاء الموسَّ 𝑆)  اً ويكون الفضاء ,𝕏)متراصَّ 𝜏) .فضاءً جزئياً كثيفاً فيه 
 

 (: Alexandroff Compactification) الكسندروف رص  . 2-6-2
,𝕏)ليكن  𝜏)  شيئاً ما غير منتمٍ إلى  ∞فضاءً طُبولوجياً هاوسدورفياً متراصاً موضعياً وغير متراص، وليكن𝕏 لنشك ِّل .

𝕏 المجموعة:
∞

= 𝕏⋃{∞}  ولتكن الجماعة ،𝜏
∞

𝕏من أجزاء  
∞

 مؤلَّفة من المجموعات التالية: 
 .𝜏. عناصر1
𝕏في  متمماتال. 2

∞
,𝕏)لمجموعات الجزئية المتراصة في الفضاء ل  𝜏). 

𝕏. المجموعة 3
∞

 بأكملها.  
𝜏عندئذٍ تكون 

∞
𝕏طُبولوجيا على   

∞
,∞𝕏)ويكون الفضاء   𝜏∞)  فضاءً هاوسدورفياً ومتراصاً ويحوي الفضاء(𝕏, 𝜏) 

 كفضاءٍ جزئيٍ  كثيفٍ فيه.
اً وحيد النقطة لـ  أو النقطة في  (Ideal point)النقطة المثالية  ∞، ونسمي 𝕏نسم ِّي هذا الفضاء رص  الكسندروف أو رصَّ

 .(Point at infinity)اللانهاية 
  استفد من الانترنت ( السابقة.أثبت صحة جميع المبرهنات والنتائج ( 
 عن العالم الكسندروف. هاتِّ لمحة 
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 (connectedness) بطالتراثالثاً: 
 :( connected spaceالفضاء المترابط ) .3-1
 تعريف: .3-1-1
,𝕏)يكن ل 𝜏)  مُترابط إذا تحقق أحد الشروط الآتية المتكافئة:فضاءً طُبولوجيَّاً، نقول عن هذا الفضاء إنَّه 
 مؤلفة من مجموعتين مفتوحتين. أي: 𝕏. لَّ توجد تجزئة للمجموعة 1

∄𝒪1, 𝒪2 ∈ 𝜏 ∶  𝒪1 ≠ ∅ , 𝒪2 ≠ ∅ , 𝒪1⋃𝒪2 = 𝕏 , 𝒪1⋂𝒪2 = ∅ 
 مؤلفة من مجموعتين مغلقتين. أي: 𝕏. لَّ توجد تجزئة للمجموعة 2

∄𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝒞 ∶  𝐹1 ≠ ∅ , 𝐹2 ≠ ∅ , 𝐹1⋃𝐹2 = 𝕏 , 𝐹1⋂𝐹2 = ∅ 
,𝕏)جماعة المجموعات المغلقة في الفضاء  𝒞) حيثُ نعني بـ   𝜏) .) 
,𝕏). المجموعتان الوحيدتان المفتوحتان والمغلقتان في آنٍ معاً في الفضاء 3 𝜏)  هما𝕏,  فقط. ∅
𝐴∀ جبهتها ليست خالية. أي: ∅و  𝕏ومختلفة عن  𝕏. كل مجموعة جزئية من 4 ⊊ 𝕏 ∶ 𝐴 ≠ ∅   ;   𝐹𝑟(𝐴) ≠ ∅ 
𝑓كل تطبيق مستمر. 5 ∶ (𝕏, 𝜏) ⟶ (𝐷, 𝜏𝐷)  ُيثُ ح .ثابتاً  يكون 𝐷 = 𝜏و  {0,1}

𝐷
عة هي الطُبولوجيا   .المتقط ِّ

 تعريف المجموعة المترابطة:. 3-1-2
,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، ولتكن𝐴  مجموعة جزئية غير خالية من𝕏 نقول عن المجموعة ،𝐴  إذا كان  ابطةإنَّها متر

,𝐴)الفضاء  𝜏𝐴)  ًمترابطا. 
 تعريف آخر للمجموعة المترابطة:

,𝕏) من فضاءٍ طُبولوجي 𝐻يُقال عن مجموعة  𝜏) :إنَّها مترابطة إذا تحقق ما يلي 
∄𝒪1, 𝒪2 ∈ 𝜏 ∶  𝒪1 ≠ ∅ , 𝒪2 ≠ ∅  ;  
𝒪1⋂𝐻 ≠ ∅ ,    𝒪2⋂𝐻 ≠ ∅ ,    𝒪1⋂𝒪2⋂𝐻 = ∅ ,    𝐻 ⊆ 𝒪1⋃𝒪2 

 أمثلة:. 3-1-3
 . أي فضاء طُبولوجي مؤلف من نقطة وحيدة هو فضاء مترابط.1
دها بالطُبولوجيا المتقطعة أية مجموعة غير خ 𝕏. لتكن 2 𝜏الية ولنزو ِّ = 𝒫(𝕏) إذا كانت ،𝕏  مؤلفة من عنصر وحيد

,𝕏)فإنَّ الفضاء  𝜏)  يكون مترابطاً. أما إذا كانت𝕏  مؤلفة من أكثر من عنصر فإنَّ الفضاء(𝕏, 𝜏)  ًلن يكون مترابطا
𝑎مثلًا، حيثُ  {𝑎}ذلك أنَّ المجموعة  ∈ 𝕏مجموعة مفتوحة ومغلقة ف ،:  ي آنٍ معاً وذلك لأنَّ

 {𝑎}  , 𝕏 − {𝑎} ∈ 𝜏 ويُلاحظ أنَّ أية مجموعة جزئية من  .𝕏  َّمؤلفة من أكثر من عنصر لن تكون مترابطة ذلك أن
 الطُبولوجيا النسبيَّة عليها ستكون هي الطُبولوجيا المتقطعة.

دها بالطُبولوجيا التافهة  𝕏. لتكن 3 𝜏 أية مجموعة غير خالية ولنزو ِّ = {𝕏, ,𝕏)، عندئذٍ يكون الفضاء {∅ 𝜏)  ،ًمترابطا
,𝕏ذلك أنَّ المجموعتين المفتوحتين والمغلقتين في آنٍ معاً هما  مزودة  𝕏فقط. ويُلاحظ أنَّ أية مجموعة جزئية من  ∅

 بالطُبولوجيا النسبيَّة عليها ستكون مترابطة.
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𝜏ت المنتهية: اولنزودها بطُبولوجيا المتممتهية، منمجموعة غير  𝕏لتكن . 4 = {∅} ∪ {𝐴 ⊆ 𝕏 ∶ |𝕏 − 𝐴| < ∞} 
𝕏|حيث نقصد بـ  − 𝐴|  ة المجموعة دَّ 𝕏عِّ − 𝐴،  عندئذٍ يكون الفضاء(𝕏, 𝜏) ،ًوذلك لعدم وجود أية مجموعتين  مترابطا

ومنتهية لن تكون مترابطة لأن  𝕏مفتوحتين غير متقاطعتين. ويُلاحظ هنا أنَّ أية مجموعة جزئية غير خالية من 
وغير المنتهية فستكون مترابطة لأن  𝕏 جيا النسبية عليها هي الطُبولوجيا المتقطعة، أما المجموعات الجزئية من الطُبولو 

 ات المنتهية. لنسبية عليها هي طُبولوجيا المتممالطُبولوجيا ا
𝕏. لنأخذ 5 = ℝ  ولنزودها بالطُبولوجيا المألوفة، إنَّ مجموعة الأعداد الطبيعيةℕ  غير مترابطة فيℝ إذ لو أخذنا ،

𝒪المجموعتين المفتوحتين:  
1

= ]−∞,
3

4
[    , 𝒪2 = ]

1

2
 , ∞[ :  لوجدنا أنَّ

𝒪1⋂ℕ = {0} ≠ ∅ ,     𝒪2⋂ℕ = ℕ∗ ≠ ∅ ,     𝒪1⋂𝒪2⋂ℕ = ∅ ,     𝒪1⋃𝒪2 = ℝ ⊇ ℕ 
 .ℝمترابطة في  غير ℚأنَّ مجموعة الأعداد العادية  نجدنفسه  الأسلوببو  ليست مترابطة. ℕ وبالتالي

 مبرهنة: .3-1-4
,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، ولتكن𝐻  مجموعة جزئية من𝕏  وغير خالية، إنَّ الشرط اللازم والكافي كي تكونH 

 مترابطة هو أن يتحقق الآتي:
∃𝐴, 𝐵 ⊆ 𝕏 ∶ 𝐴 ≠ ∅ , 𝐵 ≠ ∅  ,    𝐴̅⋂𝐵 = ∅  ,    𝐴⋂𝐵̅ = ∅  ,    𝐴⋃𝐵 = 𝐻 

 مبرهنة: .3-1-5
,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، إذا كانت𝐴, 𝐵  مجموعتين جزئيتين من𝕏  َّغير خاليتين ومنفصلتين، فإن𝐴⋃𝐵 

 مجموعة غير مترابطة.
 مبرهنة: .3-1-6

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، إذا كانت𝐴, 𝐵  مجموعتين جزئيتين من𝕏  َّغير منفصلتين ومترابطتين، فإن𝐴⋃𝐵 
 مجموعة مترابطة.

 مبرهنة: .3-1-7
,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، ولتكن{𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 كانت هذه الجماعة تحقق جماعة من المجموعات المترابطة فيه، إذا :

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 ;  𝐴𝑖⋂𝐴𝑗 ≠ 𝐴، فإنَّ اتحادها  ∅ = ⋃
𝑖∈𝐼

 

𝐴𝑖 .مجموعة مترابطة 

 الترابط والاستمرار: .3-2
 مبرهنة: .3-2-1

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، ولتكن𝐷 = دةً  {0,1} عة  مزوَّ 𝜏بالطُبولوجيا المتقط ِّ
𝐷

,𝕏)يكون الفضاء  ، عندئذٍ  𝜏) 
دَ  غير مترابط   𝑓 بالشكل: غامر و مستمرتطبيق  إذا وفقط إذا وُجِّ ∶ (𝕏, 𝜏) ⟶ (𝐷, 𝜏𝐷). 

 مبرهنة: .3-2-2
 لأية مجموعة مترابطة وفق تطبيقٍ مستمر مجموعة مترابطة.الصورة المباشرة 

 :نتيجة .3-2-3
,𝕏)تطبيقاً مستمراً من الفضاء الطُبولوجي  𝑓ليكن  𝜏) الفضاء الطُبولوجي  على(𝕐, 𝑆)،  إذا كان الفضاء(𝕏, 𝜏) 

,𝕐)مترابطاً يكون الفضاء  𝑆) .كذلك  
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 مبرهنة: .3-2-4
,𝕏)ليكن  τ) تكن فضاءً طُبولوجياً ول𝐴, 𝐵  مجموعتين جزئيتين من𝕏 إذا كانت ،𝐴  مترابطة في𝕏  و𝐵 :تحقق 

 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴̅ َّفإن ،𝐵 .تكون أيضاً مترابطة 
 نتيجة: .3-2-5

 ينتج مباشرةً من المبرهنة السابقة أنَّ لصاقة مجموعة مترابطة هي مجموعة مترابطة أيضاً، وعكس ذلك غير صحيح.
 مبرهنة: .3-2-6

,𝕏)ليكن  τ) .فضاءً طُبولوجياً، يكون هذا الفضاء مترابطاً إذا وجدت فيه مجموعة كثيفة فيه ومترابطة 
 

 :ℝالترابط في  .3-3
 مزودةً بالطُبولوجيا المألوفة فضاء مترابط. ℝمجموعة الأعداد الحقيقية  مبرهنة: .3-3-1
𝐴الشرط اللازم والكافي كي تكون مجموعة  مبرهنة: .3-2-2 ⊆ ℝ تكون مجالًَّ. مترابطة هو أن 
 ملاحظات: 
 ليس مجموعةً مترابطةً بالضرورة. ℝ. اتحاد مجموعتين مترابطتين في 1
 هو مجموعة مترابطة.  ℝ. تقاطع مجموعتين مترابطتين في2
 مجموعتان مترابطتان. ℝية مجموعة مترابطة في أ. داخل ولصاقة 3

ر ذلك(.  )بر ِّ
 مبرهنة: )مبرهنة القيم الوسطى(  .3-3-3

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً مترابطاً، وليكن𝑓 ∶  𝕏 ⟶ ℝ  تطبيقاً مستمراً. إذا كان𝑓  يأخذ القيمتين𝛼, 𝛽  وبفرض(
𝛼أنَّ  < 𝛽.فإنَّه يأخذ جميع القيم المحصورة بينهما ) 

 نتيجة: .3-3-4
𝑓 ليكن ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ تطبيقاً مستمراً، بحيث 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < 𝑥، عندئذٍ ثمَّة نقطة 0 ∈ [𝑎, 𝑏]  بحيث𝑓(𝑥) = 0. 

 ( Fixed point theorem). مبرهنة النقطة الثابتة: 3-5
𝑓ليكن  ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ [𝑎, 𝑏]  تطبيقاً مستمراً، عندئذٍ ثمَّة نقطة𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  :بحيث𝑓(𝑥) = 𝑥. (ر ذلك  (بر 

 

 :ℝ𝟐 الترابط في .3-4
 :. مبرهنة3-4-1

الوصل بين أية نقطتين منها بخط  مترابطة هو أن نتمكن من ℝ2في مفتوحةمجموعة  كي تكون لالشرط اللازم والكافي 
 منكسر محتوى بأكمله في المجموعة.

 :ملاحظتان
 مجموعات مترابطة. ℝ2. الأقراص في 1
 ليس بالضرورة مجموعة مترابطة، وكذلك التقاطع. ℝ2. اتحاد مجموعتين مترابطتين في 2

ر ذلك(.  )بر ِّ
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 (Components) :بات المترابطةالمرك ِّ  .3-5
 تعريف: .3-5-1

,𝕏)ليكن  𝜏) فضاءً طُبولوجياً و𝐴  مجموعة جزئية من𝕏 عن، نقول 𝐴  إنَّها مرك ِّبة مترابطة لـ𝕏  ( لـ  مركبةأو𝕏 ) 
 .( 𝕏محتواة في أية مجموعة مترابطة أخرى في  أعظمية ) أي ليستإذا كانت مترابطة 

 .𝕏ي أكبر مجموعة جزئية مترابطة ف 𝐴نَّ أي إ
 أمثلة: .3-5-2
,𝕏)إذا كان . 1 𝜏)  فضاءً طُبولوجياً مترابطاً فإنَّه يمتلك مركبة مترابطة واحدة فقط هي𝕏. 
,𝕏). إذا كان 2 𝜏)  فضاءً طُبولوجياً وكانت𝜏  عة، فإنَّ كل مركبة مترابطة في هذا الفضاء تحوي هي الطُبولوجيا المتقط ِّ

 نقطة واحدة فقط.
 مبرهنة: .3-5-3
,𝕏)ا كان إذ 𝜏) :فضاءً طُبولوجياً، فإنَّ القضايا التالية صحيحة 
 .𝕏تنتمي إلى مركبة واحدة فقط لـ  𝕏. كل نقطة من 1
 .𝕏محتواة في مركبة مترابطة واحدة فقط لـ  𝕏. كل مجموعة جزئية غير خالية ومترابطة في 2
 مجموعة مغلقة.  𝕏. كل مركبة لـ 3
,𝕏). جماعة كل المركبات في 4 𝜏)  تشكل تجزئة لـ𝕏. 
 

 (Locally Connectednessــــ )الترابط موضعياً )محلياً(  .3-6
 تعريف: .3-6-1

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاءً طُبولوجياً، نقول عن هذا الفضاء إنَّه مترابط موضعياً ) محلياً ( في نقطة𝑥  منه إذا وجد لكل جوار
𝑈  لـ𝑥  ًجواراً مترابطا𝑉  محتوى في𝑈:أي . 

∀𝑥 ∈ 𝕏 , ∀𝑈 ∈ 𝓋𝑥  ;  ∃𝑉 ∈ 𝓋𝑥  ∶ 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑉̅ ⊆ 𝑈 

ذا كان الفضاء  ,𝕏)وا  𝜏) .ًمترابطاً موضعياً في كل نقطة من نقاطه دعوناه مترابطاً موضعيا 
,𝐴)إنَّها مترابطة موضعياً إذا كان الفضاء  𝕏من  𝐴ونقول عن مجموعة جزئية  𝜏𝐴) .ًمترابطاً موضعيا 

 ملاحظات: .3-6-2
 الفضاء الطُبولوجي المتقطع مترابط موضعياً وغير مترابط. .1
,𝕏)إذا كان . 2 𝜏)   فضاءً طُبولوجياً مترابطاً موضعياً وكانت𝐴  مجموعة جزئية من𝕏  ومفتوحة، فإنَّ الفضاء الجزئي

(𝐴, 𝜏𝐴) .ًيكون مترابطاً موضعيا 
 وحة فيه.كل مركبة مترابطة لفضاء مترابط موضعياً هي مجموعة مفت. 3
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 مبرهنة: .3-6-3
,𝕏)ليكن  𝜏) :فضاءً طُبولوجياً، إنَّ القضايا التالية متكافئة 

1 .𝕏 .ًمترابطة موضعيا 
 .𝕏هي مجموعة مفتوحة في  𝕏. مركبة أي مجموعة مفتوحة في 2
 .𝜏تشكل قاعدة للطُبولوجيا  𝕏. المركبات المترابطة لـ 3
 نتيجة: .3-6-4

,𝕏)إذا كان  𝜏)  ُبولوجياً مترابطاً موضعياً، فإنَّه بالَّستناد إلى المبرهنة السابقة، كلُّ مركبة لـ فضاءً ط𝕏  تكون مجموعة
مغلقة، وهكذا فإنَّ كل مركبة في فضاءٍ مترابطٍ موضعياً تكون مفتوحة  𝕏كلُّ مركبة لـ   3-5-3مفتوحة، وبحسب المبرهنة 

 ومغلقة في آنٍ معاً.
_________________________________________________________________ 

 .(استفد من الإنترنت  ) أثبت صحة جميع المبرهنات والنتائج السابقة 
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